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On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes 

et  un  point  M  sur  cette  conique.  Par  les  extrémités 
il* un  diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  le 
point  ^1^  on  fait  passer  un  cercle.  Prouver  que  le  lieu 
décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  une  conique  (K) 
passant  par  V origine  O  des  axes. 

Occupons-uous  d'abord  de  celte  première  partie  de  la 
qoestion  proposée* 

Désignons  par  (M)  la  conique  donnée.  Prenons  le 
point  M^)  symétrique  de  M  par  rapport  à  Taxe  des  x,  et 
le  point  M^'',  symétrique  de  M  par  rapport  à  Taxe  des^. 
La  circonférence  circonscrite  au  triangle  MM'AF  a  pou.** 
centre  le  point  O.  Ce  point  appartient  alors  à  la 
courbe  (  K  ) . 

Le  diamètre  M^M^  étant  le  seul  qui  conduise  à  ce 
point  du  lieu,  le  point  O  est  un  point  simple  de  la 
courbe  (K). 


(6) 

Sur  une  droite  quelconque  issue  du  point  O,  et  en 
outre  de  ce  point,  on  a  encore  un  point  du  lieu  :  on 
Tobtient  au  moyen  du  diamètre  perpendiculaire  à 
cette  droite.  Une  droite  issue  du  point  O  rencontre  donc 
la  courbe  (  K)  en  O  et  en  un  autre  point  :  donc  (K)  est 
une  conique  passant  par  O. 

Au  diamètre  infiniment  voisin  de  M'M^'^  correspond  an 
point  de  (K),  infiniment  voisin  de  O  et  situé  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  O  à  ce  diamètre.  Donc  : 

La  tangente  en  O  à  la  conique  (K)  est  perpendicu- 
laire à  OM',  ou  encore  OM'  est  la  normale  en  O  à  la 
conique  (K). 

Prenons  un  diamètre  quelconque  CC  de  (M)  et  éle- 
vons en  O  une  perpendiculaire  à  ce  diamètre.  Appe- 
lons c  le  point  de  la  conique  (K)  qui  est  situé  sur  cette 
perpendiculaire  :  ce  point  c  est  à  la  rencontre  de  cette 
droite  et  de  la  perpendiculaire  élevée  à  MC  par  le 
point  y,  milieu  de  cette  corde. 

Cherchons  quel  est  sur  yc  l'autre  point  de  la  co- 
nique (K). 

Menons  le  diamètre  EE',  tel  que  OE  et  MC  soient 
également  inclinées  sur  les  axes  de  (M).  En  vertu  d'un 
théorème  bien  connu,  la  circonférence,  qui  contient  les 
points  M,  E,  ¥j\  contient  aussi  le  point  C.  Le  centre  e 
de  cette  circonférence  est  le  point  cherché.  Les  droites 
oe,  yc,  respectivement  perpendiculaires  à  OE  et  MC, 
sont  aussi  également  inclinées  sur  les  axes  de  (M).  Il  ré- 
sulte de  là  que  : 

Le  point  e,  oii  la  droite  yc  rencontre  [K)  y  est  le  milieu 
du  segment  intercepté  sur  cette  droite  par  les  axes 
de  {M), 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  cette  deuxième  généra- 
lion  de  (K)  : 

La   conique  (K)    est    le  lieu    des  milieux  des   seg- 


(  7  ) 
mentSy  interceptés  par  les  axes  rfe  (M),  sur  les  perpen^ 
diculaires  élevées  aux  milieux  des  cordes  de  cette  co^ 
nique  qui  partent  du  point  M. 

Lorsque  rextrémité  de  la  corde  issue  du  point  M  vient 
se  confondre  avec  M,  alors  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  cette  corde  est  la  normale  en  M  à  (M).  Le 
milieu  n  du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  cette 
normale  est  alors  un  point  de  (K), 

Le  point  y,  milieu  de  la  corde  MC,  est  aussi  le  milieu 
du  segment  intercepté  sur  cette  droite  par  les  asymptotes 
de  (M).  On  a  alors  cette  troisième  génération  de  (K)  : 

La  conique  (lk.)est  le  lieu  des  milieux  des  segments 
interceptés  par  les  axes  de  [M.)  sur  les  perpendiculaires 
èlei^ées  aux  milieux  des  segments,  déterminés  par  les 
asymptotes  de  cette  courbe,  sur  les  droites  issues  de  M. 

On  peut  remarquer  que  cette  troisième  génération 
peut  être  énoncée  en  n'employant  que  des  droites  et  le 
point  M,  sans  faire  intervenir  la  conique  (M). 

Cherchons  les  points  de  rencontre  de  (K)  avec  les 
axes.  Nous  n*avonspour  cela,  en  employant  la  première 
génération  de  (K),  qu'à  construire  les  points  qui  cor- 
respondent aux  axes  au  moyen  de  ce  théorème  : 

La  circonférence j  qui  passe  par  les  extrémités  d'un 
axe  d'une  conique  (M)  et  par  un  point  M  de  cotte 
courbe,  passe  aussi  par  le  pied  P  de  la  perpendicu- 
laire  abaissée  du  centre  O  de  (M)  sur  la  tangente  en 
Mà(M)(«). 


(*)  J*ai  déjà  employé  co  théorème  raniiée  dernière,  à  propos  de  la 
rompoftition  d'admiuion  a  l'École  Polytechnique  (voir  Nouvelles  An-- 
nales  de  Mathématiques^  1878,  p.  ^|i3).  (!e  théorème  peut  être  considéré 
romme  un  cas  particulier  du  théorème  suivant,  dû  à  M.  Laguerre  : 
iM  circonférence  passant  par  les  pieds  A,,  A„  A,  des  trois  normales 
ahaisiées  d*  un  point  P  sur  une  conique  de  centre  Or/iii,  d'après  le  théo- 
rème de  Joackinutahlf  passe  par  le  point  K\  </r   la  conique  diamétra- 


(8) 

Le  centre  de  celte  circonférence  est  sur  Tun  des  axes 
et  sur  la  perpendiculaire  à  PM,  élevée  du  milieu  de  ce 
segment.  On  a  donc  les  points  b  et  a  de  (K),  situés  sur 
les  axes  Ox  et  O/,  en  prenant  les  points  de  rencontre  de 
ces  axes  avec  la  perpendiculaire  à  PM,  élevée  au  milieu 
de  ce  segment.  Remarquons  tout  de  suite  que  cette  per- 
pendiculaire passe  par  le  point  H,  milieu  de  OM. 

Il  résulte  de  la  construction  de  a  et  de  6  que  ces  points 
sont  les  milieux  des  segments  compris  entre  O  et  les 
points  où  la  normale  Mn  rencontre  les  axes. 

Les  points  o^a^  fi,  b  sont  alors  les  sommets  d'un  rec- 
tangle inscrit  dans  (K);  donc  : 

Les  axes  de  la  conique  (K)  sont  parallèles  aux  axes 
de  la  conique  (M),  et  le  centre  de  (K)  est  le  milieu  du 
segment  ab. 

On  déduit  de  là  que,  si  l'on  prend  les  segments  com- 
pris entre  M  et  deux  sommets  opposés  de  (M),  les  per- 
pendiculaires élevées  aux  milieux  de  ces  segments,  les 
parties  de  ces  droites  interceptées  par  les  axes  ont  pour 
points  milieux  des  sommets  de  (K). 

On  voit  facilement  de  là  que  : 

Après  auoir  tourné  d'un  angle  droit  sur  son  plan,  la 
conique  (K)  est  homothétique  à  (M). 

Les  longueurs  des  axes  de  la  conique  (K)  sont  indé- 
pendantes de  la  position  de  M  sur  (M),  ou  encore  les 
coniques  (K)  relatii^es  aux  différents  points  de  {M) 
sont  égales  entre  elles,  c'est-à-dire  que,  lorsque  M  dé- 
crit (M),  la  conique  (K),  invariable  de  grandeur^  se 


Ument  opposé  au  pied  A^  de  la  quatrième  normale^  qu'on  peut  abaisser 
de  P,  p€use  aussi  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la 
tangente  à  la  conique  au  point  K\[Sur  la  développée  de  l'ellipse  (Comptes 
rendus  de  rAc€ulémie  des  Sciences^  39  janvi«r  1877).  Voir  aussi  dans  la 
SouvelU  Correspofuiance  mathématique^  t.  IV,  toptembre  1878,  un  ar- 
ticle de  M.  Oohierra  de  Longchamps]. 


(9) 
transporte  parallèlement  à  elle-même  sans  cesser  de 
passer  par  le  point  O. 

Poar  construire  un  point  de  (K),  au  moyen  de  la 
première  génération  de  cette  courbe,  prenons  une 
asymptote  de  (M).  A  cette  droite  correspond  un  point 
de  (K),  situé  sur  une  perpendiculaire  à  cette  asym- 
ptote ;  donc  : 

Les  asymptotes  de  {^)  sont  perpendiculaires  aux 
asymptotes  de  (M). 

Comme  conséquence,  nous  voyons  que  : 

Les  coniques  (K)  e£  (M)  sont  de  la  même  nature  et, 
si  (M)  est  une  hyperbole  équilatère,  (K)  est  aussi  une 
hyperbole  équilatère. 

Nous  connaissons  maintenant  la  conique  (K)  de  forme 
et  de  position  ;  nous  pouvons  alors  prendre  la  suite  de  la 
question  proposée. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 
rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  (K)  en 
deux  points;  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  per^ 
pendiculaire  au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu 
de  ce  segment. 

Le  lieu  dont  il  est  question  dans  cette  partie  de  Té- 
noncé  n*est  autre  que  la  polaire  d'un  point  F  par  lequel 
passent,  en  vertu  du  théorème  de  Frégîer,  les  hypoté- 
nuses des  triangles  rectangles  inscrits  dans  (K)  et  qui 
ont  O  pour  sommet  commun  de  leur  angle  droit. 

Ce  point  F  est  le  point  de  rencontre  de  l'hypoténuse  ab 
du  triangle  aOb  et  de  OM',  qui  est  normale  en  O  à  (K). 
Cherchons  alors  la  polaire  du  point  F. 

Les  droites  OM,  OM',  étant  également  inclinées  sur  les 
côtés  de  l'angle  droit  aobj  déterminent,  avec  les  cô- 
tés oa^  ob  de  cet  angle,  quatre  droites  qui  forment  un 
faisceau  harmonique.  Ces  quatre  droites  donnent,  sur  la 


(  'o) 
transversale  ab^  les  quatre  points  a,  F,  6,  H  qui  forment 
une  division  harmonique.  Le  point  H  est  conjugué  har- 
monique de  F,  par  rapport  aux  points  a  et  &;  donc  : 

La  polaire  du  point  F  passe  par  le  point  H,  milieu 
de  OM. 

Le  point  F  étant  sur  le  diamètre  ab^  sa  polaire  est 
parallèle  à  la  tangente  en  &  à  la  conique  (K).  Cette 
tangente  et  la  tangente  en  O  à  cette  conique  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  et,  comme  la  tangente 
en  O  est  perpendiculaire  à  OM',  la  tangente  en  b  est 
perpendiculaire  à  OM. 

La  polaire  du  point  F  est  donc  la  perpendiculaire 
à  OM  au  milieu  H  de  ce  segment. 

Prenons  la  (in  do  Ténoncé  de  la  question  : 

Par  le  point  O,  on  peut  mener,  indépendamment  dr 
la  normale  qui  a  son  pied  au  point  O,  trois  autres 
divites  notmales  à  la  conique  (  K). 

1**  Dans  le  cas  particulier  oii  la  conique  donnée  est 
une  hyperbole  équilatère  et  ou  l'on  a  A  =  i  ef  B  =  i , 
montrer  qu'une  seule  normale  est  réelle  et  calculer  les 
coordonnées  de  son  pied, 

2?  Dans  le  cas  général^  tromper  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales. 

Je  laisse  de  côté  cette  dernière  partie,  purement  ana- 
lytique, que  Ton  résout  généralement  dans  les  cours,  et 
je  vais  simplement  dire  un  mot  relatif  au  cas  où  (M)  est 
une  hyperbole  équilatère. 

D'après  ce  que  nous  avons  démontré,  (K)  est  alors 
aussi  unehyperbolcéquilatère,ctil  est  facile  de  construire 
les  axes  de  celte  courbe  et  de  calculer  leurs  longueurs. 

Joignons  le  point  O  au  centre  I  de  l'hyperbole  (K). 
Sur  01  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence  de 
cei*cle.  Cette  courbe  rencontre  (K)  au  point  L;  appe- 


(  ••  ) 

Ions  V  le  point  qui  sur  (K)  est  diamétralement  opposé 
à  L. 

Le  triangle  L'LO,  inscrit  dans  Thyperbolc  (K),  est 
rectangle  en  L  ;  son  hypoténuse^  en  vertu  du  théorème 
de  Frégier,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  est  paral- 
lèle à  la  normale  en  L  à  (K).  Mais  les  normales  eu  L 
et  L'  à  cette  courbe  sont  parallèJcs  entre  elles  :  donc  la 
droite  OL'  est  normale  à  l'hyperbole  (K). 

Le  calcul  des  coordonnées  du  pied  de  cette  normale  est 
ainsi  ramené  au  calcul  des  coordonnées  du  point  de 
rencontre  L  de  (K)  et  de  la  circonférence  décrite  sur  01 
comme  diamètre;  car,  connaissant  les  coordonnées  de  L, 
on  a  tout  de  suite  les  coordonnées  de  L'. 

Pour  terminer,  je  vais  indiquer,  sans  démonstration, 
encore  quelques  remarques  : 

La  tangente  en  n  à  la  conique  (K)  passe  par  le  mi- 
lieu du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  la  tangente 
en  M  à  la  conique  (M). 

Lorsque  la  corde  MC  tourne  autour  de  M,  les  droites- 
telles  que  yc  enveloppent  une  courbe  (S). 

Le  point  de  contact  s  de  (S)  et  de  yc  est  sur  la  nor- 
male en  C  à  la  courbe  (M). 

ZéU  courbe  (S)  touche  la  normale  Mn  au  point  (âj  qui 
est  le  centre  de  courbure  de  (M)  sur  cette  droite. 

Les  axes  interceptent  sur  y  c  un  segment  dont  le  mi- 
lieu est  le  point  e  de  (K).  Pour  construire  la  tangente; 
en  e  à  cette  courbe,  on  opère  ainsi  : 

On  mène  la  droite  os.  On  joint  le  point  e  au  milieu 
de  05,  la  symétrique  de  cette  droite,  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  Tangle  Seo,est  la  tangente  demandée. 

Cette  construction,  appliquée  au  point /i,  établit  une 
liaison  entre  le  centre  de  courbure  fx  et  la  tangente  en  n 
à  (K). 

Puisque  nous  connaissons  cette  tangente,  nous  pou- 


:2 
MHn  itttÊsnmiOÊtr  x.  On  arriTeainu  a  la  ccmstmcutiii  iui- 

LiSpuimtO elles  poimis  am  lu  normale  M/i  rcnc^nme 
les  axeâ  ^omi  les  trots  iomÊsmets  d'an  rectan^e .  diâ,  ^luc» 
truame  sommet  de  ce  reetan^e^  on  étéfoisse  une  peraen- 
dicmLtîre  sur  OM  :  cette  dnûte  coupe  Xtk  au  centj  g  Je 
couroure  x. 


SU  U  HHnM  MS  miWBS  H  SUm  IKBi 
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K   k 


Paa  m.  h.  LAURurr. 


Le  b«c  de  cette  3îote  est  sortoot  rétode  d'une  êqua- 
(MB  rcmarqiiable  que  Toq  rencontre  dans  un  grand 
nooibre  de  questions  d' Analyse,  et  principalement  en 
GÀMBétrie  analytique,  dans  la  recherche  des  axes  des 
coarbes  et  des  snrfaces  da  second  ordre,  dans  la  recherche 
de  lenrs  diamètres  conjugués  parallèles,  dans  la  re- 
cherche de  leurs  intersections,  etc.  Cette  étude  est  plus 
simple  et  plui  complète  que  celles  qui  ont  été  faites 
jusquici. 

Pour  rintellîgence  des  qur*stions  qui  Tont  suifre,  il 
faut  savoir  que  Ton  appelle  substitution  orthogonale 
tout  changement  de  variable  de  la  forme 

JB%     7ii.> ,  -f-  713/,-+- . . .  -h  7ii.r«. 
• • > 

dan»  lequel  les  roefficients  7,7  satisfont  aux  relations 
Quand  011  ri^inplarejrt)  r,,  ...,  x^,  par  leurs  valeurs  (2), 


(  >3) 

la  fonclion  j:J-|-xJ-f-...-|-x;idevîentyJ-H}^J-f-...-f-ji. 
Tel  est  le  caraclère  des  substitutions  orthogonales. 

Les  chaDgements  de  coordonnées  dans  lesquels  les 
anciens  et  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires  sont  des 
substitutions  orthogonales. 

lÊDUCTION      d'un     polynôme    DU    SECOND     DEGRÉ    À    UNE 
SOMME  DE  CARRÉS  PAR  UNE  SUBSTITUTION  ORTHOGONALE. 

On  peut  ramener  le  polynôme  /*=  Ea/yariX/à  n  va- 
riables à  une  somme  de  n  carrés,  au  moyen  d'une  sub- 
stitution orthogonale.  Eflectuons,  en  effet,  la  substitution 
orthogonale  à  coefficients  indéterminés 

^7  =  tuft  -H  7"Jî  -H ...  H-  y\rnf 


OÙ  nous  supposons 

2  1  7*^-4- V^t H- .  •  . -+- Vnjiii  ==  «' 

[  1  bis)  7ij»7iv  -*-  7»j*72v  -h .  •  .  H-  7»ji  7'«v  =  o> 

la  fonction  y  prendra  la  forme 

/—îfl,y7,-,j,-^7,-j^r,-H...-+-7,>ru-4---)(7/«^|4-----^7yvrv -+-•••)» 
ou  bien 

Si  Ton  pose  alors 

\3;  2flf/7,j^7yv  =  o     pour  fi> v, 

la  fonction  y*  prendra  la  forme  d'une  somme  de  carrés 


(  '4) 

Il  reste  a  prouver  que  l'on  peut  satisfaire  aux  équations 
(2)  et  (3),  qui  sont  au  nombre  de 

nin  —  j)  n[n  —  1) 


comme  les  inconnues  y/y.  Or,  si  Ton  appelle/i(j^i5^îî  •••)? 
f%[Xiy  Xfy  . . .  ),  ...  les  demî-dérivéesde2a;yX,a:y  prises 
par  rapport  à  oTi,  Xt^  . . .,  en  sorte  que 

/i{x,,Xî,  .  .  .  )  =  /i,iX,  -f-  auXi-h,  .  .  -4-  a^iXn^ 

loa  formules  (3)  pourront  s'écrîro 

7iHi(«li7«v^-«ia7lv-+-.  .  .  +  ''in7-v      j 


ou 

7«î»/i(7iv»7iv>  .  . .  )  ^"  7>i*/2(7»*'  7»»  ...)-+-...:=  o. 

La  comparaison  de  ces  équations,  où  Ton  peut  supposer  v 
tixe,  avec  les  équations  {1  bis)^  où  Ton  supposera  aussi 
V  fixe,  donnera 

6\  «^  •  v7"*»  7*^>  '  '  '  ^      .M ',  7'»*  7^»*  •  *  *  '  /•  '  7>'»»72>»  •  •  • .' 

7.*  72>  7« 

Ces  équations  sont  plus  faciles  à  traiter  que  les  équa- 
tions (3)  et  (a  his)^  et  pour  les  résoudre  nous  suppose- 
rons V  fixe;  omettant  alors  pour  le  moment  cet  indice,  qni 
complique  la  uotatiou^  et  introduisant  Tinconnue  auxi- 
liaire Sy  nous  poserons 

/*  V 7«»  7»>  *  *  >  ■»  7»    ys'  7'>7»'*  *  *  ^tfm    

7i  ~  7î  —     .  • 


./•  ,  7  '  >  7**  *  *  •  >  7«» 


—  « 


d'rà  ftOtts  dedttirons 

/  — 7»*  =  ^>    y^-"7î^  =  <N      —  •>    ^— 7*^=*>> 


^  la  ) 

ou  Vicn,  en  reinplaçaniy,,yi,  . . .  par  lears  valeurs 


/ 


A  ces  forinule.<«  il  faui  adjoindre,  pour  achever  de  dëter- 
ininer  les  y^v,  Téquation  (2),  qui,  en  omettant  Tindice  v, 
devient 

8  7Î^-7'  -f-...-h7«  =  ï- 

Si  nous  éliminons  les  y  entre  les  équations  (nj^nous 
aurons 

/'/il'         s  ^17  •    •   •  ^  tu 

/Iji  ^17  *"""  "         •  •  •  "7n 


9; 


o 


m 


'ïnl 


a 


rni 


.ï 


=  0, 


ou,  en  appelant  F(5)  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion 

ç^bis]  F(^)=o. 

L'équation  F(5)=:oest  du  degré  /i^  si  elle  a  ses /i  racines 
distinctes,  en  les  appelant  5i,  5^,  . . . ,  5^,  . . . ,  Sn-,  chacune 
de  ces  racines,  portée  dans  le  système  (7),  (8),  fera  con- 
naître un  système  de  valeurs  des  quantités  71,  ysv  *">  fnt 
et  le  problème  que  nous  avons  en  vue  sera  résolu.  Mais 
il  convient  de  soumettre  cette  solution  à  une  discussion 
approfondie.  L'équation  F  (5)  =  o  est  ce  que  Ton  appelle 
l 'éqiuUi'on  en  s. 


DISCUSSION    DE    l'ÉQUATION    EN   5. 

(Nous  continuerons  le  numérotage  des  formules  com. 
niencé  au  paragraphe  précédent.) 


(  »«) 

Le  polynàmeliaijXiXj  sera  supposé  à  coefficients  réels. 
Cela  posé  : 

Théorème  I.  —  L'équation  en  s  a  toutes  ses  racines 
réelles. 

Voici  la  première  et  la  meilleure  démonstration  qui 
ait  été  donnée  de  ce  théorème  ;  elle  est  extraite  de  la 
Mécanique  analytique  de  Lagrange,  qui  a  rencontré  pour 
la  première  fois  l'équation  en  5  dans  Tétude  du  mouve- 
ment de  rotation  des  solides. 

Si  Téquation  F  {s)  =  o  avait  des  racines  imaginaires, 
elle  en  aurait  au  moins  deux  conjuguées  s^  et  5^,  les  va- 
leurs de  7m  7s^  •  •  •  correspondantes,  tirées  de  (7)  et  (8), 
étant  désignées  par  7,^,  7,1,,  . . . ,  7„ix  et  y^,,  7,,, . . . ,  7^,; 
on  aurait,  en  vertu  de  ces  formules  (7)^ 

1 » 

multipliant  la  première  par  71V,  la  seconde  par  7iv^  ••• 
et  ajoutant,  on  a 

«ii7»j*7iv+«ai(7»j*7»v-+-7»v7tji)^--  •  •      • 
=  ^îi(7tji7ivH--  •  •■+  7«j*7*'); 

on  trouverait  d'une  façon  analogue 

^n7i^7iv-4-ûai(7sii7«v-^-7ïv7iii)  "4- •  •  • 
=  Jv(7iti7«>-*-«  •  •-^7"i*7iiv)> 

d'où,  par  soustraction, 

(xji— Jv)(7i,i7,v4-7>ji7»v4-.  •  .■+-7«vi7«v)  =0; 

mais  5|A  et  Sy,  étant  conjugués  sont  ditrérents  Tu  11  de 
l'autre^  de  plus,  71J1  et  7i»,7jii  et  y^^j  . . .  sont  des  imagi- 
naires conjuguées  :  donc  ni  s^  —  5v,  ni  l'autre  facteur 
7isi7!>-H. .  •-f-7„ji7«v,  ne  peuvent  être  nuls  [en  eflei,  7,.^ 


(  >7  ) 
€»l  7,,  élant  conjugués,  leur  produit  est  le  carré  du  mo- 
dule de  7ij<i,  etc.  Pour  que  Sy/j^y^^  fût  nul,  il  faudrait  que 
'/%?"»  7so  •  •  •  <•  7«ït  le  fussent,  ce  qui  est  absurde,  puisque, 
en  vertu  de  (8),  Y,y\.^=  i]. 

On  arrive  donc  h  une  conclusion  absurde  en  supposant 
que  IVquation  en  5,  F(5)  =  o,  a  une  racine  imaginaire, 
ce  qui  établit  le  théorème  énoncé. 

Théokème  II.  —  A*  F  (5)  =  o  n'a  pas  de  racines  égales, 
les  n  valeurs  de  s  fourniront  pour  yi^ytj  -  •  >  ^  yn^  n  sys- 
tèmes de  valeurs  bien  déterminées. 

En  effet,  les  valeurs  des  rapports  71  :  7j  :  .  .  .  :  7„  ne 
jMurraient  être  mal  déterminées  et  les  valeurs  de  71, 
7t9  •  -  •)  7»  iiidl  déterminées  à  Taide  de  (8),  que  si  tous 
les  mineurs  du  déterminant  F (5)  étaient  nuls.  Or  (*), 
F'(5)  est  la  somme  des  mineurs  de  F (5)  au  signe  près, 
relatifs  aux  éléments  («n — 5),  (/ij, —  5),  ...;  donc, 
•'7iî7jt  ...  :  7„  étaient  mal  déterminés,  F  (5)  et  F'(5) 
seraient  nuls  à  la  fois,  et  F (5)  aurait  des  racines  mul- 
tiples. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Téquation  F(5)  =  o  n'a  pas  de 
racines  égales,  la  substitution  orthogonale  (i),  dans  la- 
quelle les  coeSBcienls  auront  élé  calculés  au  moyen  des 
formules  (7)  ou  (10),  ramènera  le  poIynôme/'=2rt,y.r,,ry 
à  une  somme  de  n  carrés;  les  coefficients  A],  As,  ...  de 
y\^y\^  ...  se  calculeront  comme  il  suit  :  si  Ton  mul- 
tiplie la  première  formule  (10)  par  71^,  la  seconde  par 
7s2^,  etc.,  et  si  l'on  ajoute,  on  a 

(*)  En  eflet,  pour  prendre  la  dérivée  de  F(5),  on  peut  cuusidert*r 
cette  fonction  comme  composée  de  «,,  —  j,  a,,  —  *,  . . . ,  a^^ —  x  et  l'on  a 

lf*(t\-~ f'         f'  —F' 

les  diverses  parties  de  cette  somme  sont  des  mineurs  de  F. 
j^itn.  deMathé?mai.,  3' série,  t. XIK.  (Janvier  1880.)  2 


(  '«M 

L<'  polynôme  ^rt,jXiTj  sera  suj>} 
Cela  posé  : 

Théorème  I.  —  Uèqualion 
réelles. 

Voici  la  première  cl  la  v.  ■■■ 
ait  été  donnée  de  ce   tlii 
Mécanique  analytiqut'A  ■ .    . . 
la  première  fois  rt*<jn 
ment  de  rotation  de- 

Si  Téqualiou  F'  >*    -      ■ 
elle  en  aurait  au  mk*' 
leurs  deyi,  y-.  .  .  . 
étant  désigijc(\^  u  t 
on  aurait,  crr 


»■ 


\ 


lo 


niult>?' 
vi  ai"  ' 


•  ..j 


«;';:1.  Icî.i  de  a^,  dans  ce  C 
i'   la  iorni'.'.lo  jïrcccdciilc 


■a  .. 


^   A', 


\     )  •    i.-<  I  lttl!N 


1    O   Si    I- 


\A' 


(  '9  ) 


donc 


b  \'=l"-\ 

Pour  reprt'sentpr  !e  coeflicieiil  de  a,-^  dans  A,  on  peut 
considérer  lous  les  éléments  de  A  roainie  des  variables 
indi'-peiidantes,  et  alors  A  sera  une  fonction  du  premier 
degré,  par  rapport  à  chaque  élément  pris  individuel- 
lement. Le  roeiiicient  de  a^j  sera  alors  la  dérivée  de  A, 
prise  par  rapport  à  a,y  ;  ainsi 


r  , 


Ctij  —  ^au  > 


que  nous  écrirons  aussi 

«v  =  ^'  (  «V  ) 

pour  éviter  les  superpositions  d'indices  ;  de  même  le  coef- 
licient  de  /7,p  ^n  pourra  être  représenté  par  la  dérivée 
de  A  prise  par  rapport  à  a,y  et  ai,i.  Ce  coefficient  sera 
donc 

et  ainsi  de  suite. 
Ceci  posé,  on  a 


«Il 

a„      .  . 

«m 

«21 

t      • 

«ai 

OLin 

•                     •     • 

«m 

3E„,         . 

«na 

I 

o 

o 

o 

o 

I 

o 

o 

fhx 

Czi 

1 
On      . 

.  .         «34 

•     • 

Ont 

•    • 

•      •                     •      • 

Onn 

—  A 


«— 


=  A 


n 


7'h»  ««  ;• 


Multiplions  ces  formules  membre  à  membre,  en  vertu 


(ao) 
des  formules  (a),  nous  aurons 

«Il       «ai       a«i       •  •  •        û^m 
*IJ       «iJ       «31        •  •  •         «« 

o       o       Â       ...       o 


o 


=r:!A«-'A"(/Io,/î«), 


O        o 

r'est-à-dîre 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (i)  et  (c), 

en  permutant  les  lignes  et  les  colonnes  de  A  de  manière 
que  la  i'*"^'  et  la  fc'*™"  ligne  deviennent  la  première  et  la 
seconde,  et  de  manière  que  la/*"*"  colonne  et  la  /'*"•"  de- 
viennent la  première  et  la  seconde,  on  a 

(il)       A'(a/y)  A' (an)  —  Y  («,•/)  A'  [okj]  =  AA"  («//,  /z*,). 

En  multipliant  entre  eux  les  déterminants 


«Il       «la 
«21       «aa 


«a« 


et 


«/M         «*» 


o 


a 


nn 


o 


1      o 


on  trouve 


''«i       ««a 

•  •        •  • 

Ont       ^Ri 

«Il      «ai      «^1 

«lî        Ci22        0Ci2 

«lï      «as      «3S 


•  •  • 


a 


«A 


'RM 


=  A'A*'  'rt,î,  tfxit'^ss)! 


(  »I  ) 


ou  plus  généralement 


i3! 


=  A'  A*"  (  Qij,  Okiy  a  pi  ] . 


a/y      a-ij      (Xpj 
o^ii     a*/      «/»/ 

*iy       *iy       a/»y 

On  voit  facilement  comment  on  généraliserait. 


CAS  ou  l'équation  en  s  a  des  racines  égales. 

Théorème.  —  Sî l'équation  en  s  a  une  racine  double 
s^^  tous  les  mineurs  de  F  (5)  ont  la  racine  s^.  En  gé- 
néral, .si  l'équation  en  s  a  une  racine  s^  d'ordre  de  mul- 
tiplicité M,  tous  les  mineurs  de  F  (5)  jusquà  l'ordre 
M  —  I  sont  nuls  pour  s  =  s^. 

En  effet,  si  F  (5)  =  o  a  une  racine  double  s^^  on  aura 
à  la  fois  F  {s)  =  o  et  F'(^)  =0.  Or,  en  vertu  du  théo- 
rème des  fonctions  composées,  si  Ton  regarde  F  (5)  comme 
une  fonction  composée  de  a^  —  ^,  a^^  —  -^^  •  •  •  >  «na —  ^j 
Inéquation  F'(»v)  =  o  s'écrira 

en  multipliant  parF'{<7ii  —  5),  on  a 


1,3) 


Or,  en  vertu  de  (i  i),  on  a 

F. F" ;a„ -*,«,-,— .»)  =  F'  (fl,.-  *)  F'  («„-  *)  -  [F'(««)l% 
ei,  si  l'on  suppose  F  =  o, 

F';<7„-*)  F' («,-,— .»)  =  [F'(«,,)]»; 

i'équalîou  (i3)  peut  alors  s'écrire 

,i4:   [F' ,>.,-.»)]'4-f F' («„)]'+... H- [rK)]'==o. 


(  "  ) 

d'où  Ton  conclut  1^(^11  —  s)  =  o,  F' («,,)  =  o,.  .. ,  ei 
Ton  verrait  d^une  façon  analogue  que  tous  les  mineurs 
de  premier  ordre  de  F  sont  nuls. 

D'ailleurs,  si  F{s)  admet  le  facteur  s  —  s^  trois  fois, 
le  premier  membre  de  (i3)  Tadmcttra  au  moins  trois 
fois  aussi,  ainsi  que  le  premier  membre  de  (i4)^  on 
pourra  donc  le  supprimer  deux  fois,  et  Ton  voit  que 

9  9  .  .  • 

s^ann nieront  encore  pour  s  =  s^.  On  verrait  de  même 
que,  si  F  (5)  admet  M  fois  le  facteur  5  —  5^,  ses  mineurs 
l'admettront  M  —  1  fois. 

Ceci  posé,  en  représentant,  pour  abréger,  F'(«,y)  par 
oLijy  on  a,  en  vertu  de  (11), 

(  1 5)  a/y  a*/  —  %ii%ij=  F .  F''  (fl/y,  au)  ; 

or,  si  F  admet  trois  fois  le  facteur  s  —  s.^^  les  or,-,-  l'ad- 
mettront chacun  deux  fois  :  le  premier  membre  de  cette 
formule  l'admettra  donc  au  moins  quatre  fois  et,  par 
suite,  F"\(iijy  an)  Padmettra  au  moins  une  (ois. 

Donc,  si  F(5)  a  une  racine  triple  .«^yi,  ses  mineurs  d'ordre 
un  ot  deux  s'annuleront  pour  s  =  s^. 

Si  F  admet  s^,  pour  racine  quadruple,  ses  mineurs 
seront  divisibles  par  (s  —  s-^Y  et,  en  vertu  de  (i5),  ses 
mineurs  du  second  ordre  seront  divisibles  par  [s  —  .v)^* 
Mais  la  formule  (la  )  appliquée  à  F  donne 


—  F^F'"(aij.au.a^)i 


le  premier  membre  admet  alors  le  fadeur  y  s — .*»'. 
F*  admet  le  facteur  [S  —  -^ji)*  :  donc  F^  admet  le  fac- 
teur s  —  >>,  et  ainsi  do  suite. 


«*> 

«V 

""fJ 

^t 

«1/ 

V 

«•f 

**f 

*M 

(  >3  ) 

Nous  pouvons  maintenant  prouver  d'une  manière 
générale  que  le  polynôme /*  est  réductible  en  tout  cas  à 
une  somme  de  n  carrés  par  le  moyen  d'une  substitution 
orthogonale. 

En  effet,  supposons  que  l'équation  F (5)  ^=  o  admette  s^ 
pour  racine  d'ordre  de  multiplicité  M  :  les  équations  (10) 
se  réduiront  h  n —  M  équations  distinctes,  puisque  tous 
les  mineurs  de  F,  jusqu'à  Tordre  M  —  1  inclusivement, 
sont  nuls,  et  ([ue  ceux  de  l'ordre  M  ne  le  sont  pas  tous. 
On  peut  donc  assujettir  les  y,,t  à  M  —  1  nouvelles  rela- 
tions; il  y  aura  alors  une  infinité  de  manières  de  réduire/ 
à  une  somme  de  carrés,  et  à  la  racine  s^  correspon- 
dront M  coelficienls  A^  égaux  entre  eux.  En  résumé, 
on  ]>eut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

On  peut  toujours  ramener  la  polynôme 

à  la  forme 

au  moyen  d'une  substitution  orthogonale  jS^^  s^,  .  . . ,  s„ 
sont  alors  les  racines  de  l  équation  en  s\Y  [s)-=o, 

LTILITÉ    DB    LA    THÉORIE    PRÉCÉDEMTK. 

D'après  ce  que  Ton  vient  de  voir,  pour  découvrir, 
pour  ainsi  dire  sans  calcul,  en  combien  de  carrés  posi- 
tifs, négatifs  ou  nuls  on  peut  décomposer  le  polynôme 
y  =1  Xrt,yX,X/,  on  formera  Téquation  en  s\  le  nombre 
de  ses  racines  positives,  négatives  ou  nulles  sera  le 
nombre  des  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls  dans  les- 
<|uelsy  pourra  se  décomposer;  d'ailleurs,  comme  l'équa- 
tion en  s  a  toutes  sus  racines  réelles,  le  théorème  de 
Descartes  nous  montre  que  les  racines  positives  sont 
en  nombre  égal  à  celui  de  ses  variations  :  donc  le  poly- 


(  M) 

nônie  fest  décomposable  en  autant  de  cairés  positifs 
que  F (5)  présente  de  variations. 
Mais  voici  d'autres  applications  : 

Pour  que  le  polynôme  J  soit  un  produit  de  deux  fac- 
teurs linéaires,  il  faut  que  V  équation  en  s  ait  n  —  1  ra- 
cines nulles;  en  effet,  alors  le  polynômeyse  ramenant  a 
la  forme  Ai^j  -h  ^%y\  pourra  aussi  s'écrire 

Pour  que  le  polynôme  f  soit  un  carré  parfait,  il  faut 
que  tous  les  coefficients  de  l'équation  en  s  soient  nuls,  à 
l'exception  des  deux  premiers. 


QUELQUES    MOTS    SUR    LA    RÉDUCTION  SIMULTANÉE   DE  DBLX 
POLY^OMES    A    UNE    SOMME    DR    CARRÉS. 

Unesubslitutionorthogonalen'âltéranl  pas  une  somme 
de  n  carrés,  en  d'autres  fermes,  xj  -h  xj  -|- .  . .  -f-  x^  de- 
venanl^'-J  -4-7"' -4-.  .  .-+-.)'„  P^**  ""^  subslilulion  ortho- 
gonale, il  en  résulte  que  Ton  peut  toujours,  au  moyen 
de  deux  substitutions  orthogonales  successives,  ramener 
simultanément  deux  fonctions  du  second  degré  à  des 
sommes  de  carrés.  En  effet,  considérons  les  deux  fonc- 
tions à  n  variables 

effectuons  la  substitution  orthogonale  qui  ramèney*à  la 

forme  s^y\  -+-... -h  .v„  y, ^,  en  posantj,  =  --^7  jj=  -i»-^ 

V-v,  \ls^ 


2 


la  fonction /'sera  ramenée  à  la  forme  -zj  -h  «*-+-..- -h  z 
et  la  fonction  g  pourra  être  représentée  par  ^CijZiZj.  Si 
maintenant  ou  effectue  une  nouvelle  substitution  or- 
thogonale, celle  qui  ramène  2c|,«,Z/à  une   somme  de 


(  "  ) 

carrés  At/|  -H. .  .-f-  A„/^, /"prendra  la  forme 

puisque  la  déGnition  môme  delà  subslilutionorlhogonale 
est  de  conserver  leur  forme  aux  fonctions 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  tombera  en 
défaut  quand  fei  g  seront  à  la  fois  des  sommes  de  moins 

de  n  carrés,  parce  qu'alors  la  substitution^  =  -j=y  .  .  . 

sera  illusoire^  Tune  des  quantités  s^  s'annulant.  Mais 
alors  /*et  g  ne  sont  plus,  à  proprement  parler,  des  fonc- 
tions de  n  variables,  et  c'est  sur  les  variables  eil'ectives, 
c'est-à-dire  réduites  à  leur  minimum,  que  l'on  effec- 
turra  les  substitutions  orthogonales  dont  il  a  été  question. 
Comme  on  le  voit,  la  substitution  unique  qui  revient 
aux  deux  substitutions  orthogonales  que  l'on  est  obligé 
de  faire  ne  sera  pas  toujours  réelle,  puisque  l'on  doit 

remplacer  ji  par-^>  ...  et  que  5,,5f,  ...  peuvent  ôire 

négatifs;  mais  on  voit  qu'elle  sera  réelle  si  Vuiie  des 
J'ormes  f  ou  g  est  une  somme  de  carrés  tous  positifs  ou 
tous  négatijs. 

La  possibilité  de  réduire  deux  formes  à  des  sommes 
de  carrés  étant  établie,  voici  comment  il  conviendra  de 
procéder  dans  la  pratique. 

On  eilectuera  sur/ et  sur  g:  la  substitution  (i)  sans  la 
supposer  orthogonale,  c'est-à-dire  sans  supposer  les 
relations  [i)  et,  pour  ramener  /'et  g  à  des  sommes  de 
carrés,  on  posera,  comme  on  a  fait  plus  haut  pour/ 
seul, 

l(3  la,jyi.y/i^  =  o,       ^à,j'/i.^yj^  -^  o, 

^  1 7  )  ^  ^'y  7/>7/>  "^  A  jt,     i  If  if  7/ji  y/.^  =1=  !>,»  ; 


(  =<5  ) 
en  appelant  alors/i,/",,  ...  les  clemi-dérîvées  de 

prises  par  rapport  à  yi,t,  7,41,  . .  . ,  et  gi,  gTi,  . . .   celles 

^^è'I/ii*' 7»i*'  •  •  •  )  P^*^  rapport  aux  mêmes  variables  yj 
y,ji,  . . . ,  les  formules  (16)  et  (17)  s'écriront 


I*» 


(.8) 


yi  V'v  -|-/a72v  -i-  •  •      -^-/.7/iv  =  O, 

g^i  7iv  -4- .  .  -  +  g'fiVrtv  ---  o, 


ou 


('9)       /l7«iii7»i*»  .  . .  )  =  A^,     g'; 7,;»,  7,.,,  .  . .  ; 
Des  équations  (18)  on  tire 


—  Bj», 


gi 


^3 


8n 


et,  si  Ton  désigne  par  X  cette  suîto  de  rapports  égaux,  on 
aura,  pour  déterminer  y^^^,  yi^,  .  .  . ,  y„;x,  les  équations 

/i— ^iX  =  o,    /— g'j^n^o,     ...,    /«— ^«X  —  o, 

que  Ton  peut  écrire 

(^«)   ^^ 

Pour  les  résoudre,  on  formera  Téquatiou  en  a 
//,,  —  XA,,     /!„ — \bii      ...     <7,,  — X^,. 


I  //^,  —  X  ^^,     «,,  —  X  //«,      ...      //«,—  >  /' 


a<i 


—  o. 


(  27  ) 

Cette  équation  a  n  racines  Xi,  ij,  .  .  . ,  X^,  ....  X„.  Ce» 
racines  portées  dans  les  équations  (20)  feront  connaître 
les  rap{)orts  des  quantités  yj^,  y^j^,  ...  à  Tune  d'elles  *,  on 
achèvera  de  les  déterminer,  si  l'on  veut,  en  se  donnant  Ai, 
Af,  •  .  •  1  Art. 

Chaque  racine  de  l'équation  en  X  faisant  connaître  un 
groupe  des  quantités  yi^,  yi^,  . .  .,  le  problème  sera  ré- 
solu. 

Si  Ton  multiplie  les  équations  (20)  par  yjj^,  y.^,  .  . . 
respectivement  et  si  on  les  ajoute,  on  trouve,  en  rempla- 
çant X  par  X^, 

/(7iii,7»5t»  •  •  •  )  — ^■^g'(7«i*>y:ji»  ..  .  .)  =0, 
ou 

Ainsi^  en  résumé,  pour  ramener  simullancmenl  deux 
formes  à  des  sommes  de  carres,  on  peut  se  donner  arbi- 
trairement la  forme  réduite  de  l'une 

et  l'autre  sera  alors 

B,>,jî  -4-  B, A,jî  -h . . .  -i-  B„X„j,î, 

Xi7  X.,  .  .  . ,  X„  étant  les  racines  de  l'équation  obtenue  en 
égalant  à  zéro  le  déterminant  dont  les  éléments  sont 
les  cof'fficietits  des  dénuées  de  f —  "kg. 


f  28  ) 


SUR  LA  CONSTRUCTION  DE  LA  TANGENTE  A  LA  COURBE 

^    A")       y/„)  gf    ,^^  DÉSIGNANT  DES  FONC- 

TiONS  RATIONNELLES  DES  LIG!\ÎES  TRIGONOIÉTRIODES 
DE  L'ANGLE  m,  DE  SES  MULTIPLES  OU  DE  SES  PARTIES 
ALIQUOTES  ; 

Pau   m.  g.  FOURET, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


i.  La  seule  hypollièsc  que  nous  ferons  tout  d'abord 
sur  la  nature  dos  fonctions  y(o>)  et  f  (u),  (jui  figurent 
dans  l\;qualion 

I)  p  =  ---^-^, 

w  -h  y  ^w  J 

sera  de  supposer  que  Tangle  w  n'y  enlre  que  par  ses  lignes 
irigotioinétriqucs  et  par  celles  de  ses  mulliplcs,  sous- 
inulliples  ou  parties  aliquotes  quelconques.  Nous  allons, 
dans  cetle  hypothèse,  former  une  expression  de  langV 
(]ui  ne  contienne  que  p  et  des  fonctions  trigononiëtriques 
de  0),  V  désignant  Tanglc  de  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur. 

Dans  ce  but,  écrivons  Téquation  (t)  de  la  manière  sui- 
vante : 

p[w  -f-<?(w;]— -/(w)  --0, 

puis  prenons  les  dérivées;  nous  obtenons 

En  éliminant  fù-h  j('^)  entre  ces  deux  équations,  on 


(  29  ) 
en  déduit 


En  posant 


/'(«)      _,_  /(«) 


^     '  I-f-ç'(»)  *        I-f-ç'(w)  ' 

et  observant  que  Ton  a 

£  =tan-V, 

•     P 

on  tire  Je  réqualioii  (a)  la  relation 
4)  langV=: 


h  — 


2.  Remarque,  —  Les  relations  (2),  (3)  et  (4)  ne 
changent  pas,  lorsque  Ton  considère,  au  lieu  de  Tcqua- 
tion  (1),  Téquation  plus  générale 


/(»i 

-» 


«û 


»lWj 


dans  laquelle  a  désigne  une  constante  arbitraire.  L'équa- 
tion (2)  n*est  d'ailleurs  autre  chose  que  l'équation  diffé- 
rentielle commune  à  toutes  les  courbes  obtenues  en  fai- 
sant varier  a.  Comme,  en  vertu  de  Thypotlièse  faite  sur 
y"(«)  etç(«),  cette  équation  différentielle  écrite  en  coor- 
données cartésiennes  serait  algébrique,  les  courbes 
qu'elle  définit  forment  un  système^  c'est-à-dire  qu'il  y 
en  a  un  nombre  déterminé,  dans  le  plan,  qui  passentpar 
un  point  qticlconque,  et  un  nombre  déterminé  qui  sont 
tangentes  à  une  droite  quelconque  [  Mémoire  sur  les  sys- 
tèmes généraux  de  courbes  planes  (  Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique  de  France,  t.  II,  p.  72-83)]. 


(  3o) 

3.  L'expression  (4)  de  tangV  fournit  la  construclion 
suivante  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  (i). 

Sur  le  rayon  vocteurOM,  et  à  partir  du  pôle  O,  portons 
une  longueurOP  =  /*  dans  le  sens  délei  rainéparle  signe 
de/t.  Au  point  Pélevons  une  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur, et  prenons  sur  cetle  perpendiculaire  une  longueur 
Pl=A",  dans  le  sens  des  w  croissants  si  A*  est  positif,  et 
dans  le  sens  contraire  s'il  est  négatif.  Le  point  I  est  un 
point  de  la  tangente  cherchée,  qu'on  obtient  par  suite  en 
joignant  le  point  M  au  point  L 

Dans  les  cas  où  les  expressions  de  h  et  de  h  se  prête- 
ront à  une  construction  suffisamment  simple  du  point  I, 
on  aura  une  construction  de  la  tangente.  Nous  en  don- 
nerons plus  loin  des  exemples. 

4.  Supposons  maintenant  quey(w)  et  <f  (w)  soient  des 
fonctions  rationnelles  des  lignes  trîgonométriques  de 
l'angle  o),  de  ses  multiples  ou  parties  aliquotcs  quel- 
conques. On  sait  que  toutes  ces  lignes  trigonoméiriques 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  du  sinus  et 

du  cosinus  d'un  même  sous-multiple  de  co  :  soit  ~  le 

*  n 

plus  grand  des  sous-multiples  de  ci)  jouissant  de  cette 
propriété.  Comme  sm  -  et  cos-  ne  prennent  que  /*  va- 
leurs distinctes  lorsqu'on  remplace  w par  w  H- ai tt,  i  dé- 
signant un  nombre  entier  quelconque,  il  en  sera  de  même 
de  y^(w),  de  ^(w),  et  par  suite  aussi  de  f'{^)  et 
de  <p'(w). 

Il  résulte  de  là,  en  vertu  des  expressions  (3)  de  h  et 
de  A',  que,  pour  chaque  rayon  vecteur,  on  construira,  à 
Taide  des  relations  (3),  n  points  I*,  et  la  tangente  h  la 
courbe,  en  l'un  quelconque  de  ses  points  situés  sur  le 
rayon  vecteur  considéré,  ira  passer  par  l'un  de  ces  pointsL 


(3i  ) 

5.  Le  rayon  vecteur  auquel  correspondent  les  n 
points  I  dont  il  vient  d'être  question  est  envisagé  avec 
le  sens  qui  lui  est  assigné  par  la  valeur  de  o).  Comme 
il  y  a  de  même  n  points  I  pour  le  rayon  vecteur  de 
sens  directement  contraire  au  précédent,  on  a  généra- 
lement en  tout  7.11  points  I  pour  chaque  droite  issue  du 
point  O.  Ce  nombre  se  réduira  toutefois  à  ji  lorsque, 
pour  deux  valeurs  de  w  différant  d'un  multiple  impair 
de  TT  convenablement  choisi, /(o))  prendra  des  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  ?(w)  des  valeurs  égales  et 
de  même  signe.  Dans  ce  cas,  en  effet,  h  et  h  changeront 
de  signe  lorsqu'on  échangera  entre  elles  ces  deux  va- 
leurs de  Cl),  et, par  suite,  la  construction  indiquée  plus 
haut  (3)  donnera,  pour  ces  deux  valeurs,  le  même 
point  I. 

6.  Il  est  facile  de  former  l'équation  du  lieu  des 
points  I.  Désignons  par  pi  et  cOi  les  coordonnées  polaires 
d'un  quelconque  de  ces  points  correspondant  à  une  droite 
inclinée  d'un  angle  w  sur  l'axe  polaire.  On  a  évidem- 
ment, eu  égard  aux  relations  (3), 


;5) 


w,  =  w  -f-  arctangy  =rw  -f-  arctang— ^^ — 9 

h  f  (w) 

p.  =1  ^h^^  X»  = :-—j~\  — 

»  I  -♦-  y  1  W  j 


Si  Ton  rapporte  ce  même  lieu  à  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires compose  de  l'axe  polaire  Ox  et  de  la  per- 
pendiculaire Or  à  cette  droite  menée  par  le  pôle,  on  a, 
[K)ur  les  coordonnées  x  q\.  y  d'un  point  I  quelconque, 

X  ZL=:  h  ccsw  —  k  sin  w, 
j  :r^  ^  sinw  -f-  /  cos&s 

ou  bien,  en  remplaçant /i  et  A  par  leurs  valeurs  (3)  en 


(  3'  ) 

roiiclioli  (le  «, 

l    x=   p— ^ , 

'  '      y'(w)  sînw -4-/(w)cosM 

H-y'(w) 

Ces  formules  nous  serviront  plus  loin. . 

APPLICATIONS. 

7.  Spirale  hyperbolique,  —  Parmi  les  équations  qui 
rentrent  dans   le  type  de  Téquation  (i),  la  plus  simple 

est 

a 

p  = ? 

qui  définit  y  comme  on    sait,  la  courbe   appelée  spiiale 
hyperbolique. 

Les  formules  (.^)  donnent,  dans  ce  cas, 

h  =  o,     /•  =r  a. 

On  voit  par  là  que  les  tangentes,  aux  divers  points  de 
la  spirale  correspondant  aux  angles  polaires  compris 
dans  la  formule  aiTi  H-  co,  concourent  en  un  point  I,  qui 
s'obtient  en  élevant  en  O  à  la  direction  commune  du 
rayon  vecteur  une  perpendiculaire,  et  portant  nn  segment 
égal  à  a  sur  la  portion  de  cette  perpendiculaire  inclinée 

de  -  sur  la  partie  positive  du  rayon  vecteur.  On  retrouve 

ainsi  la  propriété  caractéristique  de  cette  courbe,  consis- 
tant en  ce  que  sa  sous-tangente  est  constante. 

Quant  aux  points  de  la  spirale  correspondant  aux 
angles  (ai -j-  i)^^  -+-  w,  dont  les  rayons  vecieurs  sont  si- 
tués sur  la  même  droite  que  les  rayons  vecteurs  corres- 
pondant à  aiir  +  ci),  les  tangentes  en  ces  points  con- 
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coureut  également  en  un  même  point  ;  mais  ce  point  est 
distinct  (lu  point  I  :  il  lui  est  diamétralement  opposé  par 
rapport  au  pôle. 

8.  Courbe  d* ombre  (te  la  surface  de  vis  àjilet.  carré, 
éclairée  par  des  rayons  lumineux  convergents. 

Cherchons  tout  d'abord  Téquation  polaire  de  la  pro- 
jection de  cette  courbe  d'ombre  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  de  la  surface  de  vis  et  passant  par  le  point 
lumineux  A.  Nous  considérerons  ce  plan  comme  plan 
horizontal  de  projection.  Prenons  pour  pôle  le  pied  O  de 
Taxe  de  la  surface  de  vis  et  pour  axe  polaire  la  droite  OA. 
Posons  OA  =  rt,  et  désignons  par  a  Tangle  que  fait 
avec  OA  la  génératrice  de  la  surface  de  vis  située  dans  le 
plan  horizontal.  En  appelant  H  le  pas  de  la  surface  de 
vis,  et  p  le  paramètre  de  distribution  commun  à  toutes  les 

génératrices,  on  a,  comme  on  sait,  p  =  — • 

Cela  posé,  considérons  une  génératrice  quelconque  G 
dont  la  projection  horizontale  Og^  fait  avec  Ox  Pangle  co, 
et  évaluons  le  rayon  vecteur  Om  =  p,  m  étant  la  pro- 
jection horizontale  du  point  M  de  la  courbe  d'ombresitué 
sur  G.  Le  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point  de  la  gé- 
nératrice G,  en  lequel  le  plan  passautpar  cette  droite  et  le 
point  lumineux  A  est  tangent  à  la  surface.  En  désignant 
par  9  Tanglede  ce  plan  avec  le  plan  projetant  horizonta- 
lement la  génératrice  G,  lequel  n^est  autre  que  le  plan 
central  de  cette  génératrice,  et  en  remarquant  que  le 
point  central  est  situé  sur  Taxe,  on  a  la  relation  bien 
connue 

Evaluons  tang'Y:  pour  cela,  soient /la  distance  du  point 
A  à  O^  et  d  la  hauteur  de  G  au-dessus  du  plan  horizon* 

/#fff.  «/*•  Ufit/irmae.,  i*  Hène,  t.  XIX.  (JaiiTior  iKSo.)  3 


(  34  ) 
ta]  de  projection.  On  a  évidemment 

/ 
langyrr.-. 

Mais  on  a  aussi,  d'aulre  part, 

/rrr^sino),      d  :=i — (w  —  a). 

TCn  tenant  compte  de  ces  relations,  et  substituant  a  p 
et  à  taijgjpleur  valeur  dans  la  relation  (7),  on  obtient 

,^  flsinw 


1 

tf^  —  a 


équation  pfilairede  la  projection  horizontale  delà  courbe 
d^ombre. 

9.  Cette  équation,  qui  rentre  dans  le  type  de  Téqua- 
tion(i),  vanouspermetlredeconstruiregéométriquement 
la  tangente  à  la  projection  horizontal^  de  la  courbe 
d'ombre  de  la  surface  de  vis.  Les  formules  (3),  appliquées 
à  Téquation  (8),  donnent 

/i=ACos6i,     ^  =  iisinw. 

Par  suite,  on  obtient  OV=h  (3),  en  abaissant  du 
point  A  une  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  O//1, 
et  on  a  le  point  I  en  prolongeant  A  P  d'une  longueur 
égale  PI.  On  a  bien,  en  effet,  PI  =  AP=  a  sin^o  =  "k.  II 
résulte  de  \h  que,  pour  avoir  la  tangente  en  un  point 
quelcon(|ue  m  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d'ombre,  il  suffit  de  joindre  ce  point  au  point  I,  symé- 
tri(|ue  de  A  par  rapport  à  Oin, 

On  retrouve  ainsi  ti*ès  simplement,  comme  on  le  voit, 
une  construction  déjà  connue,  que  M.  de  la  Gournerie 
obtient,   dans   son    Traité  fie    Gfhméiric    descriptis^e 
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JU'Parlir,  p.  i48),  en  se  servant  du  paraboloïde  osca- 
lateurdela  surface  de  vis  (^). 

10.  La  longueur  01  est  évidemment  constante  et  égale 
il  OÂ  :  d'où  il  résulte  que  le  lieu  du  point  I  est  le  cercle 
décrit  du  point  O comme  centre  avec  OA  pour  rayon. 
C'est  ce  qu'indique  aussi  tout  naturellement  la  seconde 
des  formules  (5),  appliquée  à  l'équation  (8). 

La  construction  du  point  I  montre  que  ce  point  est  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  situés  sur  une 
même  droite  Om,  Ou  arrive  à  la  même  conclusion  en 
remarquant,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus 
(4),  que  /"(&))=  a sinw  ne  varie  pas  quand  on 
change  co  ena?:  +  oo^et  change  de  signe  en  conservant  la 
même  valeur  absolue,  quand  on  remplace  w  par  tt  -4-  w, 
r^((>))  =  —  a  étant  une  constante. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  a  est  nul,  c'est-à-direoù 
le  point  lumineux  est  sur  la  surface  de  vis,  l'équation  (8) 
se  réduit  à 


a  sino) 
p  — 


fi) 


Elle  est  vérifiée,  quel  que  soit  p,  pour  m  =  o,  ce  qui 
signifie  que  l'axe  polaire  fait  partie  de  la  courbe.  En 
d'autres  termes,  dans  l'espace,  la  génératrice  qui  con- 
tient le  point  lumineux  fait  partie  de  la  ligne  d'ombre 
propre  :  c'est  d'ailleurs  évident  géométriquement. 

11.  Courbe  dont  la  discussion  a  fait  le  sujet  de  la 
composition  de  Mathématiques  pour  V admissibilité  à 
r École  Polytechnique  en  1879.  —  Cette  courbe  a  pour 


(M  No«f  ftommet  également  arrive,  par  une  autre  Toie,  aux  réaultati 
précédents,  dam  un  Mémoire  Sur  les  fiùsreaiix  ponetue/s  {BulhÙH  dr 
Im  S^ete  math^mntiqn^^  t.  VU,  p.  7<^'^).• 
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équalioli  en  coordonnées  polaires 

sin  w 

p  = 5 f 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


I    . 
-sin&> 

(9)  P  =  -^ 


3 

6) CCS  6» 

2 


Cette  équation  n^est  qu^un  cas  particulier  de  la  sui 
vante, 

,      ,  ^7sinw 

(lo)  p  = 


u  —  a  —  m  cosco 


dans  laquelle  a,  a  et  m  désignent  des  constantes  arbi- 
traires. Nous  allons  construire  la  tangente  de  la  courbe 
qu'elle  définit. 

L'équation  (lo)  rentre  dans  le  type  de  Téquation  (i); 
il  n'y  a  qu'à  faire  dans  cette  dernière 

et  par  suite 

f  [tù]  r=z  a  cosb),     y'  [b)]  zzz  m  sin b>. 

On  en  conclut 

,     ,                 ,            ^'  cos  &)  ,  a  sin  w 

(il)  //= : — >      A  = 


i  +  msinb>  i-i-msinw 


d'- 


où 

y  =  tango). 

Or,  j  n'est  autre  chose  que  la  tangente  de  Tangle  formé 
par  01  avec  le  rayon  vecteur  OM .  Il  résulte  de  là  que  le 
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poini  I  cherché  est  situé  sur  la  droite  symétrique  de 
l'axe  polaire  par  rapport    au  rayon  vecteur. 


-.*^' 


y  o 


/ 


(.2) 


12.  D'autre  part,  on  a 

PI  A 


01  = 


sic  PCX       sincj        i  +  ^'^sin'» 


Décrivons  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  a,  une  circonférence  qui  coupe  en  A  la  partie  po- 
sitive de  Taxe  polaire  et  en  N  le  prolongement  de  01. 

Des  égalités  (la)  on  tire 


(.3) 


OI-f-mOIsinwr^ON, 


ou  bien,  à  cause  de  01  sino)  =  IP, 
(i4)  wIPrnON  — 0I  =  1N. 

Sur  le  prolongement  de  IP,  prenons  un  point  S  tel  que 

IS 

-^  =m;  traçons  la  droite  AX,  qui  est  évidemment  per- 
pendiculaire sur  le  rayon  vecteur  OM  en  un  certain 
point  V,  et  prolongeons  OS  jusqu'à  sa  rencontre  en  R 
avec  AN.  Les  droites  ON,  OV,  OR  interceptent  sur  les 
deux  parallèles  IS  et  NR  des  segments  proportionnels, 
de  sorte  ({uc  Ton  a 


KR       IS 
ÏSV       lï» 


m. 
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A  Taide  de  cette  relation,  on  construira  immédiate- 
ment le  point  R,  et  Ton  aura,  par  suite,  la  droite  OS. 

Des  égalités  (i3)  el(i4)  on  conclut,  d'autre  part, 

IS  — m. 

par  suite 

INS  =  ISN  =  SNR. 

Il  suit  de  la  que  NS  est  la  bissectrice  intérieure  de 
Tangle  ONA.  On  aura  donc  le  point  S  en  prenant  Tin- 
terseciion  de  cette  bissectrice  avec  la  droite  OR,  et  le 
point  I  en  abaissant  du  point  S  une  perpendiculaire  sur 
le  rayon  vecteur  et  prolongeant  cette  perpendiculaire 
jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  droite  ON. 

13.  Considérons  les  points  situés  sur  un  même  rayon 
vecteur  qui  correspondent  aux  divers  angles  compris 
dans  la  formule  217: +  ci),  i  désignant  un  entier  quel- 
conque. Les  valeurs  de  h  et  de  A*  données  par  les  rela- 
tions (11)  sont  les  mêmes  pour  tous  ces  points.  On 
en  conclut  que  les  tangentes  à  la  courbe  aux  divers 
points  d'un  même  rayon  vecteur  qui  correspondent  aux 
angles  compris  dans  la  formule  2/7:  -+•  o)  concourent  en 
un  même  point  I,  construit  comme  nous  Tavons  vu  plus 
haut  (11  et  12). 

Si  l'on  considère  main  tenant  les  points  dumême  rayon 
vecteur  qui  correspondent  aux  angles  compris  dans  la 
formule  (21 -f- 1);: -h  w, /désignant  toujours  un  entier 
quelconque,  les  tangentes  en  ces  nouveaux  points  sont 
aussi  concourantes,  mais  ce  point  de  concours  J  est  dis- 
tinct du  point  I  déterminé  plus  haut  :  pour  qu'il  en  fût 
autrement,  il  faudrait  en  effet  qu'en  remplaçant  &>  par 
(21  -+-1)7:  4-  w  dans  les  formules  (i  i),  les  valeurs  de  h  et 
de  k  ne  fissent  que  changer  de  signe,  ce  qui  n*a  pas 
lieu. 
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14.  Nous  allons  obtenir  le  point  J  par  nue  construc- 
tion analogue  h  celle  qui  nous  a  donné  le  point  1.  On 
voit  d'abord  immédiatement  que  le  point  J  est  situé  sur 
la  droite  OI.  En  effet,  en  appliquant  ce  que  nous  avons 
déjà  dit  plus  haut  pour  le  point  I,  on  sait  que  la  droite  OJ 
fait  avec  Ox  un  angle  double  de  Tangle  formé  par  le 
rayon  vecteur  correspondant  avec  le  même  axe,  c'est-à- 
dire  un  angle  égal  à  a7:-f-  ^(<)  *,  il  en  résulte  que  la  droite 
OJ  coïncide  avec  01,  puisque  OI  est  inclinée  sur  Taxe 
polaire  de  Tangle  2(«). 

La  position  du  point  J  sur  la  droite  OI  est  déterminée 
par  la  relation  (i3),  dans  laquelle  il  n'y  a  qu'à  rem- 
placer Cl)  par  7r  +  &),  ce  qui  donne 

i5)  OJ  —  mOJ  sinw  =  ON. 

Cette  relation  nous  montre  que  le  point  J  est  situé  au 
delà  de  N  par  rapport  à  O.  Du  point  J,  supposé  connu, 
abaissons  JQ  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  OM, 
et  prolongeons  cette  dernière  droite  jusqu^à  son  pointde 
rencontre  T  avec  OS  prolongée.  On  a 

OJsin&>  :=  JQ, 

et  Ton  peut  écrire,  par  suite,  la  relation  (i5) 

//iJQnzJN. 

D'autre  part,  on  a  évidemment 

JT        IS 

JQ^ÎP-"'"' 
d*oii 

JTr-/7fJQ, 

et  par  suite 

JT  =  JN. 

Le  triangle  JiNT  étant  isoscèle,  on  en  conclut 

JNT  -- JTN:_ÏNR, 


i  4"  ) 

ce  qui  indique  que  KT  est  la  bissectrice  de  Tangle  AKJ. 
De  là  résulte  la  détermination  du  point  T,  et  par  suite 
celle  du  point  J. 

i5.  En  résumé,  voici  la  construction  des  deux  points  I 
et  J  auxquels  aboutissent  respectivement  les  tangentesaux 
divers  points  de  la  courbe  (lo)  situés  sur  un  même 
rayon  vecteur  et  correspondant  aux  angles  polaires 
217: -f-o)  et  (21-1- i)  77-1-0)  : 

Du  pôle  comme  centre  on  décrit  un  cercle  d'un 
rayon  égal  à  a  :  A  étant  le  point  d^ intersection  de  ce 
cercle  ai^ec  la  partie  positive  de  Vaxe  polaire,  on  prend 
le  point  N  5j  métrique  de  A  par  rapport  au  rayon  vec- 
teur OM.  que  Von  considère.  \ étant  le  point  d^ intersec- 
tion de  OM  et  de  AN,  on  porte  sur  KA,  à  partir  du 

NR 
point  N,  un  segment  NR  tel  que  -—  =  m.  On  trace  les 

bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  ON  A,  qui 
rencontrent  OR  respectivement  aux  points  S  e«T.  Des 
points  S  et  T  on  abaisse  SP  et  TQ  perpendiculaires 
surOM.  :  ces  perpendiculaires  prolongées  vont  couper  ON 
aux  points  I  et  J  cherchés. 

16.  Les  points  I  et  J  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  O  et  N.  Cela  résulte  de  ce  que, 
en  vertu  cfune  propriété  bien  connue  des  bissectrices 
d'un  angle  d*nn  triangle,  S  et  T  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  w  O  et  à  11,  (!tde  ce(|ue  les  droites  ST, 
RN  et  TJ  sont  parallèles. 

La  partie  de  la  droite  ON  prolongée  au  delà  du  point  O 
contient  deux  points  analogues  à  I  et  à  J,  qui  corres- 
pondent respectivement  aux  anglescompris  dans  les  for- 

wm  mm 

mules  2*n  -\-  '   |    m  l't  (u'  i-  i)t:  h j-  '•>.    La   rourbe 

•i  ^  '  2 


.      (  4«  ) 

lieu  des  points  I  et  J  a  donc  quatre  points  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  le  point  O.  Les  égalités  (i3)  et 
(i5)  indiquent  d'ailleurs  que  les  points  I  et  J  ne  se  con- 
fondent jamais  avec  le  point  O.  Le  lieu  des  points  I  et  J 
est,  par  suite,  du  quatrième  ordre. 

L'application  des  formules  (5)  ou  (6)  fournit  immé- 
diatement Téquation  polaire  de  ce  lieu,  qui  est 


a 

0  =  


.  I 


I  -h  /Tism— &> 

2 


Si  Ton  considère  les  deux  valeurs  pi  etpt,  données  par 
rette  équation  pour  deux  valeurs  de  o)  différant  de  2  77, 
on  véri6e  aisément  la  relation 

I  I  2 

-  4-  -  =-' 
p,        p,        a 

On  retrouve  ainsi  la  proportion  harmonique  qui  lie  les 
quatre  points  O,  N,  I  et  J. 

17.    Kn   appliquant  les  résultats   que    nous   venons 

q 

d'exposer  (11  à  16)  au  cas  particulier  de  rt  =  -•  m  =  --> 

on  obtient  la  construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
qui  a  été  donnée,  comme  sujet  de  composition,  pour 
l'admissibilité  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1879. 

En  faisant  m  =  o,  on  retombe  sur  le  cas  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  filet 
carré,  que  nous  avons  traité  directement  (8  à  10),  et, 
en  appliquant  à  ce  cas  particulier  la  construction  de 
la  tangente  à  la  courbe  (10),  on  vérifie  facilement  que 
les  points  I  et  J  se  confond(*nt  dans  ce  cas  tous  les  deux 
avec  le  point  N. 
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18.  On  peut  géuéralÎ5er  la  construction  décrite  plus 
baut  (15)  de  façou  k  la  rendre  applicable  aux  courbes 
dëGnies  par  une  équation  de  la  forme 


n  sinoA 


0>  CL'—  M  cos/i&> 


n  désignant  un  nombre  quelconque. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  celte  construction. 

On  peut  aussi  construire,  par  un  procédé  analogue,  la 
tangente  à  la  courbe 


P  = 


ta  —  a  —  m  costo» 

OU,  plus  généralement, 

a 
P= ' 

*  W —  a —  /72COS/I&> 

/i  désignant  toujours  un  nombre  quelconque.  Les  exemples 
que  nous  avons  traités  suffisent  pour  mettre  le  lecteur  sur 
la  voie  de  la  méthode  a  suivre. 


SUR  LA  MACHINE  PNEOMATIQOB  ^ 

Par  m.  Euoàne  ROUCHÉ. 


Il  s'agit  de  calculer  la  loi  de  décroissemcnt  de  la  force 
élastique  de  Tair  contenu  dans  le  récipient  d'une  machine 
pneumatique,  en  tenant  compte  de  Tespacc  nuisible. 

Soient 

V  le  volume  du  récipient  et  des  conduits^ 

V  celui  du  corps  de  pompe  quand  le  piston  est  au  haut  do 

sa  course  ; 
u  le  volume  de  Fcspacc  nuisible; 


H  la  pression  atmosphérique  ; 

fl«  la  pression  initiale  dans  le  récipient  ; 

H|,  en  général 9  la  pression  après  le  À'^"*  coup  de  piston. 

Quand  le  piston  est  au  bas  de  sa  course,  après  le 
{k  —  !)'•«»•  coup,  Tair  occupe  à  la  fois  le  volume  V  sous 
la  pression  lii^i  et  le  volume  u  sous  la  pression  H*,  lorsque 
le  piston  est  soulevé,  le  mélange  de  ces  deux  niasses  d^air 
occupe  le  volume  V  +  v'  sous  la  pression  H^*,  la  loi  du 
mélange  des  gaz  donne  donc  la  formule 

(l)  (V-+-r)H*±=:VH*..,-i-«H. 

Cette  relation  n'est  pas  simple,  et  c'est  ce  qui  explique 
le  calcul  assez  lourd  et  peu  accessible  aux  commençants  au 
moyen  duquel  on  en  déduit  Texpression  générale  de  ll„. 

Mais,  si  Ton  pose 

.a)  H,-^H  =  .*, 

la  nrlation  (i)  prend  la  forme  expressive 

On  voit  que  Ton  obtient  chaque  quantité  e  de  la  précé- 

V 
denic  en  la  multipliant  par  -   —9  et,  par  suite,  qu'en 

faisant  successivement  Â=  i,  a, . .  • ,  /i,  on  a 


.4,  •« 

C*est  la  formule  connue 


=  (vï-.)"- 


Ajoutons  qu'il  est  logique  de  substituer  les  quantités  :* 


4    n^rtiini*'     «ti    fiorurr    uiDi:hi£tLïf3efii.    lar    m    niHin— 

ppTtf     i#^    »ni:ir.         sndr-    ^     -scacc-   :iuifiiie>.     iHnesiir 

rtl#^iKnri*  -       i.    -r    r-  -zhcra    *-  1..   «ne   'm    aii   ainSk. 

•:!    ttrrnni    t*^,iitif  r    irniHi-r    rr.«r    c*le    orre    ^iaMiiçu 

irtniH       1  "^t^rrrat,  v*iir  -!i-f«  atesuie.  ui  lumiiirs  luiini- 

U'  MiiiiA  fi*  iiAfnn.  Infii  if  iiii«  isLiam  aoi?-  nuf  •& 
•:u*n*:i«^  fil  tpn  u*  .i..  -«nn  -TCi-r^s  -lu*  «.  uiamin  iinilif. 
*i  ytn'  .111  ii>  ff*  unAiiiiiiT  b  û  ^-!£iuin  I.  ïnirvf  •lens 
nv^'i^  *îîf*iifnu*8  'nnst^mi''«'3  3j_  •»  i  a.  "t-îaiiiiir  «  il 
.•iiii«.»  ti»:i\*  «-ît'.-^  'niiftt*mr.r5  _.  f.  r^  'I»î  TîHiix-  Atidr 
»i#iînu«».  ->^<  jif^iitiH  iar->ft  Mnn  lor  a  'HmuiiiHre  «lis  b 
«>!;«i;«\ii     ;      ini    *^i  fist^  I    "-«Tt-nir  fi   nu    "intiiiit:  i  ni 


MMlMtlt  H»  n  nMUIl  I  LIILISI  CUmiTMU 


K»   W.  >f«r.ftr#:ii  DO 


t^^f^^u  ott  t*'  profKMf:  'if:  trouver  le  nombre  X«  des 
ftfuttiKtViuiffif'rlUfU  iU:n  diagonales  d*un  puljgone  con- 
wv  df  ///  tflti^%^  iritérif'itrs  h  ce  |Hilvgone,  on  c-lierche  à 
Im'I  M'  tioMfliif  il  irliif  (|fii  lui  rori*(*5poiid  N^.i  ()Our  un 
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Si  Ton  clierclie  le  rapport— ^9  on  sait  que  Ton  trouve 

-|-^  = 7»  d'où  Ton  déduit  factlemenl  la  formule 

i>i,-,       m  —  4 

connue  N,„  =  C^,. 

Mais  II  est  plus  facile  de  trouver  ladifférence  N^ — ]N,„_i 

que  le  quotient  -  *"  ;  on  obtient  alors 

N«,—  N.    ,       :  l(/W  —  3)  -+-  2(/lî  —  4) 

-f-Sj/zi  —  5j-T-...-i-(/w  —  3)i. 

Je  me  propose  de  faire  voir  comment,  n  Faide  de  ce 
résultat,  on  peut  très  facilement  arriver  à  la  formule 
obtenue  par  la  première  méthode. 

La  différence  peut  s'écrire 

N,  —  Nrt,-,  =      i-f-2-h3-+-...-f-(/w--4)-i-(''»  —  3) 

-+-  1  -î-  2  -h  3  4- . . .  4-  (  m  —  4  ) 


4-  1  -f-  a  -4-  3 
-f-  I  4-  ?. 

4-  I 

ou 

N.-N-._.= — h ^  4- 

1.2  1.2 

4.3       3.9.       i,\ 


1.2       1.2       1.2 


Cette  différence  est  donc  égale  à  la  somme  des  m  — 3 
premiers  nombres  figurés  du  deuxième  ordre  du  triangle 
arithmétique  de  Pascal^  elle  est,  par  suite,  égale  au 
(m  —  3)*""*    nombre   flguré  du   troisième  ordre  de  ce 

triangle.  Ainsi, 

_(/yi  — l)(//i  — 2l(w-3: 
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ou 

Or,  pour  m  =  4)  nous  avons  le  quadrilatère,  dans  lequel 
les  diagonales  ne  donnent  qu^un  point  d'intersection; 
donc 

Il  me  suflSt  maintenant  de  faire  voir  que,  si  la  formule 
est  vraie  pour  un  polygone  de  m  —  i  côtés^  elle  est 
encore  vraie  pour  un  polygone  de  m  côtés,  cVst— à-dîre 
qu'en  supposant  Nm-i^C^-i  j'aî  M,„=  C^,  ce  qui  a 
lieu  en  effet,  car,  d*après  la  formule  (i},  j'ai 

Je  retrouve  donc  bien  ainsi  la  formule  qu'avait  donnée 
l'autre  méthode. 
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Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Poly- 
technique, COMPREHAHT  LES  ÉLÉMENTS  DE  LÀ  GÉOMÉTRIE 
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prApagb. 

Après  auinze  années  de  professoral,  pendant  lesquelles  je  mo 
suis  efforcé  sans  cesse  d'améliorer  et  de  compléter  mon  enseigne- 
ment, je  me  décide  à  publier  ce  Livre. 

Il  contient  les  Leçons  que  j'ai  faites  à  TÉcole  Polytechnique  pen- 
dant Thi  ver  1878-1879. 

Kn  les  reproduisant  pour  ainsi  dire  sans  modification,  j'ai  Tespoir 
de  leur  laisser  une  forme  plus  vivante  que  si  j*avaià  recherché  une 
rédaction  concise. 
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On  sait  que  les  élèves  atlmis  à  l'École  Polylechnicjue  sont  déjà 

îamiliarisés  avec  les  Éléments  de  la  Géométne  descriptive.  Il  est 

donc  nécessaire  de  posséder  ces  Éléments  en  commençant  la  lecture 

(le  cet  Ouvrage,  de  même  que,  pour  la  suite,  il  faut  se  reporter  aux 

notions  que  les  élèves  acquièrent  dans  le  Cours  d'Analyse. 
Cet  Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties. 
La  première  contient  l'étude  des  différents  modes  employés  pour 

la  représentation  des  corps.  Ceux-ci  sont  supposés  termmés  par  les 
surfaces  les  plus  simples,  c'est-à-dire  les  surfaces  planes,  cylin- 
driques, coniques,  sphér^ques  ou  les  surfaces  du  second  ordre. 

Après  une  Leçon  sur  les  ombres  et  une  autre  sur  les  projections 
cotées,  commence  l'étude  des  différentes  perspectives. 

J  ai  conservé  sans  aucun  changement  le  trait  de  perspective  que 
M.  de  la  Gournerie,  auquel  j'ai  eu  l'honneur  de  succéder  à  l'École, 
avait  adopté  pour  la  perspective  conique  et  qu'il  a  exposé  dans  son 
excellent  Traité  de  perspective  linéaire  (•). 

Pour  profiter  de  cette  première  Partie  du  Cours,  une  simple 
lecture  ne  saurait  suffire  :  il  est  indispensable  d'y  joindre  le  tracé 
de  nombreuses  épures. 

Les  surfaces  que  l'on  rencontre  le  plus  fréquemment  dans  la  pra- 
tique, telles  que  les  surfaces  réglées,  les  surfaces  de  révolution  et 
les  surfaces  hélicoïdales,  sont  traitées  dans  la  deuxième  Partie. 

C'est  aussi  danscette  deuxième  Partie  que  se  trouvent  les  éléments 
de  la  Géométrie  cinématique  y  exposés  didactiquement  pour  la  pre- 
mière fois. 

Voici  comment  j'ai  été  amené  à  entrer  dans  cette  voie  nouvelle. 

En  1867,  le  Conseil  de  perfectionnement  de  l'École  Poly- 
technique, sur  la  proposition  éclairée  et  libérale  du  général  Fnvé, 
qui  commandait  alors  l'École,  accorda  aux  professeurs  la  faculté  de 
modiGer  leur  enseignement. 

Proâtant  de  c«ltc  latitude,  j'ai  commencé,  dès  cette  époque,  à 
faire  usage  de  plusieurs  propriétés  relatives  aux  déplacements  des 
figures;  j'en  ai  successivement  ajouté  d'autres. 

Ce  sont  des  propriétés  de  cette  nature  que  j'ai  groupées  dans  mon 
Cours  sous  le  nom  de  Géométrie  cinématique. 

Dans  des  Mémoires  divers  et  do  nombreuses  Notes,  présentés  à 
r Académie  des  Sciences,  j'avais  préparé,  depuis  longtemps,  les  ma- 
tériaux de  cette  branche  particulière  de  la  Géométrie.  La  plupart 
(Je  ces  travaux  sont  coordonnés  dans  cet  Ouvrage;  ainsi  réunis  ils 
forment,  à  proprement  parler,  un  corps  de  doctrine. 

Tandis  que  la  Cinématique  a  pour  objet  l'étude  du  mouvement 
indépendamment  des  forces,  la  Géométrie  cinématique  a  pour 
objet  l'étude  du  mouvement  indépendamment  des  forces  et  tiu 
temps. 

11  s'agit  bien  là  du  déplacement  des  figures  et  non  du  mouve- 
ment tel  qu'il  est  considéré  en  Mécanique,  car  à  ce  dernier  point  de 

'  (')  Je  laiftis  celtA  nccaftion  pour  exprimer  publiquement  toute  ma 
fmtilude  à  M.  delà  Gournerie,  qui,  avec  la  plus  grande  bienveillance, 
■l'a  beaucoup  aidé  au  début  de  mon  enseignement  en  voulant  bien  me 
communiquer  ses  programmes  détaillés  et  sos  notes. 
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vue  «  ...  il  n'y  a  n*ellemenl  mouvement  qut»  quand,  l'idée  du  temps 
pendant  lequel  a  lieu  le  déplacement  étant  jointe  à  celle  du  dépla- 
cement lui-môme,  il  en  résulte  la  notion  de  vitesse  plus  ou  moins 
grande  avec  laquelle  il  s'opère...  ». 

En  employant  d'une  manière  systématique  des  propriétés  qui 
concernent  les  déplacements  des'  fi$;ures,  comme  procédé  très 
simple  de  démonstration,  je  suis  arrivé  à  constituer  une  nouvelle 
méthode  géométrique  au  moyen  de  laquelle  j'ai  pu  résoudre  des 


sont 
ipplication  immédiate  en  ^/er^/?/^!/^^  m'ont  également  permis 
de  faire  une  Leçon  (^Optique  géométrique.  J'ai  ainsi  cherché  à 
réunir  tout  ce  qui,  dans  les  Cours  de  Mécanique  et  de  Physique,  est 
relatif  à  la  Géométrie;  car  ce  n'est  que  par  une  liaison  bien  entendue 
des  différents  (^urs  de  l'École  que  renseignement  général  de  cette 
grande  Institution  peut  présenter  une  certaine  unité. 

Les  Applications  de  la  Géométrie  cinématique  à  la  Géométrie 
descriptive  concernent  le  raccordement  des  surfaces  réglées,  la 
théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  l'étude  des  surfaces  de  vis  à 
filet  triangulaiio  ou  carré  et  enfin  certains  problèmes  relatifs  aux 
surfaces  réglées  générales. 

Toutes  ces  Applications,  ainsi  que  celles  dont  il  est  question  plus 
loin,  sont  le  fruit  de  mes  recherches  personnelles  ;  elles  sont  pré- 
sentées dans  cet  Ouvrage  sous  une  forme  appropriée  à  l'enseigne- 
ment. 

J'ai  ajouté  à  plusieurs  Leçons  des  Suppléments  qui  renferment 
quelques  développements  relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  et 
montrent  l'utilité  des  surfaces  que  j'ai  appelées  normalies. 

Dans  d'autres  Suppléments,  j'ai  donné  diverses  Applications  de 
Géométrie  cinématique,  afin  (te  faire  mieux  connaître  et  de  propa- 
ger une  méthode  féconde  qui  me  semble  digne  de  l'attention  des 
géomètres. 

La  dernière  I^on  est  consacrée  aux  surfaces  topographiques  et 
à  leur  emploi  |>our  la  représentation  des  Tables. 

Tout  en  me  conformant  au  dernier  programme  arrêté  |)ar  le 
ConsiMl  do  perfectionnement,  j'ai  donc  agrandi  ma  tâche,  et  mon 
Cours  comprend  non  seulement  VArt  du  trait ^  mais  tout  V Ensei- 
gnement géométrique  de  1  École. 

La  partie  théorique  est  ainsi  plus  développée;  mais  je  me  suis 
rappelé  ce  (luo  disait  l'illustre  Lamé  en  1840  dans  la  Préface  de  la 
deuxième  édition  de  son  Cours  de  Physique  :  «  Les  études  suivies  à 
l'Ëcole  Polytechnique  sont  loin  d'être  uniquement  destinées  à  fain» 
connaître  une  suite  de  calculs,  de  formules,  de  figures,  de  phéno- 
mènes phvsiques  et  chimiques.  Ix'ur  utilité  principale  est  d'exercer 
cette  faculté  de  l'intelligence  à  laipielleon  donne  le  nom  de  raison» 
nement,  »» 
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SOI  LA. DÉTERMINATION  D'UNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DES 
RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ET  SUR  LA  SÉPARATION  DES 
RACINES; 

Pas  m.  LAGUERRE. 


I. 

1.  Etanl  donnée  une  équation  du  degré  ni 

;•)  /(4r;-o. 

dans  laquelle  le  coefficient  de  x"*  est  supposé  positif, 
Newton  a  fait  connaître  une  méthode  très  élégante  pour 
déterminer  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  cette  équation;  elle  consiste,  comme  on  le  sait,  à 
déterminer  une  quantité  a  qui  rende  positives  toutes  les 
fonctions 

/(*),  /(x),  r{x],  .  . . ,  /—  (x),  /-(.r). 

L'application  de  la  méthode  de  Newton  ne  laisse  pas 
que  d*ètre  assez  longue  dans  la  pratique ,  le  calcul  nu- 
mérique des  termes  de  la  suite 

(a)  /»./'(«),  ...,/--(a),/-(/i) 

étant  d'autant  plus  pénible  que  la  connaissance  de  quel- 
ques-uns des  termes  de  cette  suite  ne  facilite  en  aucune 
façon  le  calcul  des  autres  termes. 

2.  Eu  posant 

jénn.  iftf  4f«<A^ifi«/.,  literie,  t.  XIX.  (Février  iSSo.)  >4 


r.o  ; 


j#r  ronsi'lérersil  la  suite  des  polynômes 


I 


y  j:    :=:  A,:r"  -f-  A.J:*  -h .  .  .  -f-  A«_,x  H-  A,,, 

dont  le  dernier  est  précisément  le  premier  membre  de 
Féquatioti  proposée. 

I..es  valeurs  que  prennent  ces  polynômes  pour  une 
valeur  donnée  de  la  variable  égale  à  a  se  calculent  aisé- 
ment par  voie  récurrente;  ou  a, en  elTct,  la  relation  bien 

connue 

fi[a)  =  afi^,[a\  -h  A,.,-, 

et  les  quantités 

se  rencontrent  d'elles-mêmes  quand  on  veut  obtenir  le 
résultat  de  la  substitution  de  a  dansy(x). 

Cela  posé,  si  un  nombre  positif  a  rend  positifs  tous 
les  polynômes  de  la  suite  (  3  ),  ce  nombre  est  une  limite 
supérieure  des  racines  de  V eq nation  f[x)  =  o. 

On  n  f'n  ellet,  identiquement, 

/[.r]   :r:  l.r- II)  [/-«.(fl  )^- 

et  il  est  bien  clair  que,  sous  les  conditions  énoncées  ci-* 
dessus,  le  ]K>lynôme /(x)  a  une  valeur  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  a;  on  peut  même 
ajouter  que,  pour  ces  valeurs, /^(x)  va  toujours  en  crois- 
sant avec  a\  d*oii  il  résulte  que  a  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  de  réquationy(T)  =  o  et  de  Téqua- 
lion /\'.r^  =  o. 
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3.  Pour  trouver  une  limite  supérieure  des  racines  de 

l'équaiion  (i),  on  essayera  donc  d'abord  la  racine  a  de 

l'équation 

/«-,  {x)  =  A«x  H-  A,  =  o , 

etl  OD  calculera  de  proche  en  proche  les  diverses  expres- 
sions 

/■.-i(a),  /»-3(3c),    ...  ; 

ce  sont,  du  reste,  les  nombres  que  l'on  a  à  calculer  quand 
on  veut  trouver  la  valeur  dey*(a). 

Si  tous  ces  nombres  sont  positifs,  a  est  une  limite  des 
racines  de  l'équation  proposée;  sinon,  on  essayera  le 
nombre  entier  consécutif  et  Ton  poursuivra  les  opéra- 
tions jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  nombre  ^  tel  que  tous 
les  nombres  intermédiaires  qui  se  présentent  dans  le 
calcul  dey(^)  soient  tous  positifs. 

4.  Comme  application,  considérons  l'équation 

/*{«)  =x* —  lox* —  Saar'-f-^a:'  —  Soox —  I20=0, 

à  laquelle  est  appliquée  la  méthode  de  Newton  dans 
l'^/gèiredeM.  Briot(*). 

Eln  cherchant  le  résultat  de  la  substitution  de  lo  dans 
/(x),  on  rencontre  le  nombre  suivant 

—  32; 

lo  est  donc  trop  faible. 
En  substituant  ii,  on  obtient  les  nombres 

4-  I,  -h  I,  —  21  ; 
rc  dernier  nombre  étant  négatif,  1 1  est  trop  faible. 


\*)  Leçons  d'Algèbre,  8"  étlition,  p.  398. 
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18.  On  peut  géuérallser  la  construclion  décrite  plus 
haut  (IS)  de  façoa  a  la  rendre  applicable  aux  courbes 
déGnies  par  une  équation  de  la  forme 


'        fù  —  a  —  wcos/iw 


n  désignant  un  nombre  quelconque. 

Nous  n^insislerons  pas  sur  celte  construclion. 

On  peut  aussi  construire,  par  un  procédé  analogue,  la 
tangente  à  la  courbe 


P  = 


w  —  a  —  m  cosu> 

ou,  plus  généralement, 

a 

*  b) —  a — /72COS/I&> 

/f  désignant  toujours  unnombrequelconque.  Les  exemples 
que  nous  avons  traités  suffisent  pour  mettrele  lecteur  sur 
la  voie  de  la  méthode  à  suivre. 


SUR  LA  MACHINE  PNEUMATIQUE; 

Pab  m.  Euoàne  ROUCHÉ. 


Il  S'agit  de  calculer  la  loi  de  décroissement  de  la  force 
élastique  de  Tair  contenu  dans  le  récipient  d'une  machine 
pneumatique,  en  tenant  compte  de  l'espace  nuisible. 

Soient 

V  le  volume  du  récipient  et  des  conduits; 

V  celui  du  corps  de  pompe  quand  le  piston  est  au  haut  de 

sa  course  ; 
u  le  volume  de  IV'spacc  nuisible  ; 
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H  la  pression  atmosphérique  ; 

H«  la  pression  initiale  dans  le  récipient  ; 

Hi,  en  général,  la  pression  après  le  A'^*"*  coup  de  piston. 

Quand  le  piston  est  au  bas  de  sa  course,  après  le 
{k  —  i)**"*  coup,  Taîr  occupe  à  la  fois  le  volume  V  sous 
la  pression  Hi.i  et  le  volume  u  sous  la  pression  H  *,  lorsque 
le  piston  est  soulevé,  le  mélange  de  ces  deux  niasses  d'air 
occupe  le  volume  V  +  ^  sous  la  pression  Hi;  la  loi  du 
mélange  des  gaz  donne  donc  la  formule 

(i)  (V-f.i')"*--VH|_,-t-aB. 

Cette  relation  n'est  pas  simple,  et  c'est  ce  qui  explique 
le  calcul  assez  lourd  et  peu  accessible  aux  commençants  au 
moyen  duquel  on  en  déduit  Texpression  générale  de  H^. 

Mais,  si  Ton  pose 

.2)  H4 H  =  f*, 

la  relation  (1)  prend  la  forme  expressive 

On  voit  que  Fou  obtient  chaque  quantité  e  de  la  précé- 

V 
dénie  en  la  multipliant  par  -     —9  et,  par  suite,  qu'en 

faisant  successivement  A=  i,  2, . . . ,  /i,  on  a 


4,  '-  = 

C'est  la  formule  connue 


(v^-.)-- 


Ajoutons  qu*il  est  logique  de  substituer  les  quantités  î* 


aax  qauiii'un  H««  En  eâet.  cêf  qn  »:4i  2  expikpé  le  jeu  de 
la  nuKrhtn^.  on  moDtre  iMbiiaeîIeafe^&t.  pAr  on  raison- 
iMrnMmt  fort  timpie,  qn^  la  ibrce  ëtasiique  de  l'air  da  réci- 
pumt  ne  laaraît.  â  cause  de  l'e^Mce  cuîsible.  derenir 

inf^ifrarea  -  H.  et  le  calcul  «ie  H«.  eue  l'on  fait  après, 

e«t  fortont  destiné  à  prooTer  qoe  cette  force  élastiqoe 

limite  -  H  exigerait,  poar  être  atteinte,  un  nombre  infini 

de  coups  de  piston.  Quoi  de  plus  naturel  alors  que  de 
cberrber,  au  lieu  de  H.,  son  excès  sur  la  pression  limite, 
et  par  suite  de  substituer  à  la  relation  (i)  entre  deux 
forces  élastiques  consécutÎTes  Hj_,  et  H^  la  relation  (a) 
entre  deux  excès  consécutifs  £;.,  et  ei?  Ce  choix,  ainsi 
indiqué,  est  justifié  après  coup  par  la  simplicité  de  la 
relation  (3),  qui  est  aisée  â  retenir  et  qui  conduit  k  un 
calcul  déjà  fait,  puisque  le  rapport  de  deux  excès  consé- 
cutifs a  la  même  valeur  que  le  rapport  de  deux  pressions 
CTinsécutives  dans  le  cas  déjà  considéré,  où  Ton  fait  abs- 
traction de  Tespace  nuisible. 

fies  observations  analogues  s'appliquent  au  calcul  rela- 
tif â  la  machine  de  compression. 


REMARQUE  SUR  IK  PRORLÊNE  D'AXALYSE  GOIBINATOIRK  ^ 

Pae  m.  Maueice  D*OCâGNE, 

I^Jàvc  (Ml  Mathématiques  fipécialcs  au  Lycée  Fontanes. 


Lorsqu'on  se  propose  de  trouver  le  nombre  N,„  des 
points  d^intersection  des  diagonales  d^un  polygone  cou- 
\v\{*  de  ///  côtés,  intérieurs  à  ce  polygone,  on  dierclie  à 
lier  ce  nombre  à  «'elui  qnî  lui  correspond  N„,_|  pour  un 
polygone  de  ///  —  1  côlês. 
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Si  l'on  cherclie  le  rapporl— ^^  on  sail  que  l'on  Irouve 

\  m 

9  d'où  Ton  déduil  facilement  la  formule 


connue  N,„  =  €,„. 

Maïs  ilestplusfacîlede  irouver  la  différence  N,„ — jN\„_t 

que  le  quotient -r-  ;  on  obtient  alors 

N«,— N.  .,-:  I  (/Il  —  3)  -h  2(/ll--4) 

-\-Z[m  —  5)-f-...-f-(w  —  3)i. 

Je  me  propose  de  faire  voir  comment,  à  Taide  de  ce 
résultat,  on  peut  très  facilement  arriver  à  la  formule 
obtenue  par  la  première  méthode. 

La  différence  peut  s'écrire 

N«—  N«_,  =      i-f-2-h3-i-...-f-(/n  —  4)-^-('"  —  3) 

-f-IH-2-h34-...4-(w  —  4) 


4-14-24-3 

-f-  I  4-  2 

4-  I 
OU 

im  —  2  V  w  —  3 '        {m  —  Z\\  m  —  41 

N.-N-,-.= \-  ■ 

1.2  1.2 

4.3  3.9.  2.1 


1.2  1.2  1.2 


Cette  différence  est  donc  égale  à  la  somme  des  /;/  —  3 
premiers  nombres  figurés  du  deuxième  ordre  du  triangle 
arithmétique  de  Pascal^  elle  est,  par  suite,  égale  au 
(jn  —  3)*""*  nombre  figuré  du  troisième  ordre  de  ce 
triangle.  Ainsi, 

^m ï^m     I  -      o 

1.2.0 
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Mx  -¥-  ^  le  reste  de  la  division.  Décomposons  la  frac- 


tion 


X  —  a   \jn  —  h 

en  éléments  simples^  en  sorte  que  Von  ait 

Mx  -+-  N  A  B 


—  /i.'x  —  b         X  —  a       X  —  b 


i  \ 


Soit  ^(x)  V ensemble  des  termes  dont  le  degré  est 

B 

inférieur  à  m  dans  le  développement  de  7  suivant 

les  puissances  croissantes  de  x. 

Cela  posé,  si  Von  ordonne  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X  le  polynôme 

ff  X    -f-Y.-r: 

et  si  Von  ajoute  à  la  suite  de  ce  polynôme  le  terme  —  9 

le  nombre  des  ^variations  que  présente  la  suite  ainsi 
obtenue  est  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de 
l'équation  (i)  qui  sont  comprises  entre  a  et  &,  et,  si  ces 
ileux  nombres  sont  dij^érents,  ils  diffèrent  d'un  nombre 
pair. 

8.  L'application  de  la  proposition  précédente,  qui 
n'exige  guère  que  la  division  def(x)  par  (x — a)  (x — ï), 
me  parait  devoir  être  plus  facile  que  celle  de  la  méthode 
due  k  Budan  et  a  Fourier,  laquelle  exige  le  calcul  pé- 
nible des  nombres 

/'/i), /'(«),  r(«).   ... 

f[b),r-b].r[b] 

Comme  application,  je  cousidérerai  Téqualion 
f[x)  :--  .r* —  3x'  -f-  .H  —  8.ir  —  10  -^  O, 
|uu  j*Hi  déjà  traitée  plus  haut. 


r 
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Pour  avoir  une  limite  du  nooibre  des  racines  com- 
prises entre  -f-  I  el  -Ha,  je  divise /(x)  parx*  —  3j:4-2. 
On  a 

J^— 3x-f-2  '  X' — 3x-|-2 

=  x«-4-  3ar'-4-4«a?H-7  H ^^ \-^. 

*        X  —  I        X  —  2 

En  développant —  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x,  Tensemble  des  termes  du  quatrième  degré 
daos  le  développement  est 

nx       nx}       Tjr*        nx* 
^2  4  16         32 

Si  nous  considérons  maintenant  la  suite  des  termes  de 
l'expression 

romme  elle  ne  présente  aucune  variation,  nous  en  con- 
cluons que  l'équation  proposée  ne  renferme  aucune  ra- 
cine entre  -H  i  et  H-  2. 


TIBMtftMB  SDR  LES  POLYGONES  INSCRITS  ET  CIRCONSCRITS 
A  LA  FOIS  A  DEUX  CIRCONFÉRENCES^ 

Par  ]tf.   WEILL. 


Théobehe.  —  Lorsqu'un  polygone  con\fexe  se  dé- 
place  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonje^ 
rences,  sa  surface  reste  proportionnelle  à  celle  du  po- 
Ijgone  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des 
côtés  du  premier  avec  la  circonférence  intérieure. 
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Lorsque  le  polygone  ABC. . .  se  déplace  en  restant 
inscrit  à  une  circonférence  fixe  et  circonscrit  à  une  se- 
conde circonférence  fixe  ayant  O  pour  centre  et  R  pour 
rayon,  les  points  de  contact  a,  i,  c,  . . .  de  ses  côtés  avec 
la  circonférence  O  sont  les  sommets  d'un  polygone  dont 
les  côtés  sont  tangents  à  une  ellipse  ayant  le  point  O 
pour  foyer.  Soit  F  le  deuxième  foyer  de  cette  ellipse. 
Joignons  le  point  O  à  deux  sommets  consécutifs  A  et  B 
du  polygone;  ces  deux  droites  rencontrent  respecti- 
vement en  K  et  L  les  côtés  ab^  bc  du  polygone  des 
points  de  contact. 

Abaissons  du  point  F  les  perpendiculaires  FN,  FM 
sur  aij  bc.  Les  produits  OKx  OA  et  OK  X  FN  restent 
constants  pendant  le  déplacement  du  polygone.  Donc  le 

rapport  —  est  constant,  et  le  polygone  des  points  M, 

N,  . . .  est  homothétique  du  polygone  ABC. . .. 

Le  théorème  énoncé  sera  démontré,  si  nous  prouvons 
(|ue  le  rapport  des  surfaces  des  polygones  JNM ...  et 
abc. . .  est  constant.  Cela  revient  à  démontrer  que  le 
rapport  entre  la  somme  des  triangles  FNM  et  la  somme 
des  triangles  N6M  est  constant. 

Désignons  par  R'  la  distance  constante  du  point  F  au 
côté  NM ,  et  par  a  l'angle  de  la  droite  fixe  OF  avec  la 
droite  Oi.  Nous  aurons 

surface  FMN  =  |Nîd.R', 

surface  NAM  —  j  NM(  R  —  R'  —  OF.cosa) 

—  ;NM(R  — R  )  — f  OF.NM.cosa, 

surface  (MN. . . )  =  —  ZNM, 

surface  (N6M4-McS4-...)= INM iNM.cosa. 

Or  l'expression  31 NM.  cosa  est  égale  à  zéro;  donc  le 


(59) 
rapport  des  deux  surfaces  considérées  est  éeal  à 

On  en  déduit  que  le  rapport  des  surfaces  des  deux  poly- 

R' 
gones  (NM. . .)  et  (abc. . .)  est  égal  à  — -  • 

Or,  le  rapport  des  surfaces  des  polygones  (NM...) 

,  R'» 
cl  (ABC. . .)  est  égal  à  —  •  Donc  enfin,  le  rapport  des 

sarfaces  des  deux  polygones  {abc. . .)  et  (ABC. . .)  est 

,    I  .  R 
°         R 

On  peut  remarquer  que  la  surface  du  polygone 
(alfc.)  est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  du 
polygone  (ABC.  •  •)  et  celle  du  polygone  (NM. . .). 

Dans  le  cas  particulier  du  triangle,  le  rapport  des 
.'urfaces  est  égal  au  rapport  entre  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  On  en  déduit 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  La  surface  il' un  triangle  est  moyenne 
proportionnelle  entre  celle  du  triangle  ayant  pour 
sommets  les  centres  des  cercles  exinscrits  et  celle  du 
triangle  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  du 
cercle  inscrit  au  premier  a\^ec  ses  côtés. 

Théorème.  —  Etant  donné  un  triangle  T,  on  con- 
sidère le  triangle  T|,  dont  les  sommets  sont  les  poinUi 
de  contact  des  côtés  du  premier  avec  le  cercle  inscrit, 
et  le  triangle  Tj,  dont  les  sommets  sont  les  pieds  des 
hauteurs  du  deuxième;  on  opère  sur  ce  troisième  triangle 
comme  sur  le  premier,  et  ainsi  de  suite;  on  a,  par  celte 
construction,  une  suite  de  triangles  tels  que  la  surface 
(le  l'un  d'eux  est  moyenne  proportionnelle  entre  celles 
des  deux  triangles  qui  le  précèdent  et  le  suivent  immé- 
diatement. 
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SUR  LB  CERCLE  QDI  PASSE  PAR  LES  PIEDS  NS  TROIS 
NORMALES  ARAISSÊES  D  UN  POINT  DE  L'ELLIPSE  SUR  U 
COURRE; 

Par  m.  WEILL. 


Appelons  x^yi  les  coordonnées  du  point  considéré 
A  de  Tellipse.  L*équaiîon  de  Tellipse  étant 

et  celle  de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  les  pieds 
des  normales  abaissées  du  point  A  étant 

si  Ton  élimine  x  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 
une  équation  en  jr  du  quatrième  degré,  qui  donne  les 
ordonnées  du  point  A  et  des  pieds  des  trois  normales. 
Cette  équation  est 

(i)    r^(<i'—  6»)»-+- 26'r,(fl»—  b']y*^...-^b*r]  =  o. 

Considérons  un  cercle  quelconque,  dont  Téquatioti 
sera 

X^-f- jr»—  *xax  —  2p^4-  C  =  o, 

et  éliminons  x  entre  l'équation  de  Tellipse  et  celle  du 
cercle;  nous  aurons  Téquation 

-h  b*[[C  -i-  nV'—  4/ï»a»]  z=z  o. 

Cela  posé,  rappelons  que  le  cercle  qui  passe  par  les 
pieds  des  trois  normales  passe  par  le  point  diamétra- 
lement opposé  au  point  A.  Donc,  si  le  cercle  considéré 
passe  par  les  pieds  des  trois  normales,  les  équations  (i) 


(6.  ) 
el  (  2)  auront  respectivement  les  solutions 

Xx^  yt'*  Xi9  x*9 

et 


—  X\j  Xi*  X^i  X* 


» 


en  désignant  par  }'s,j'9,j>%  les  ordonnées  des  pieds  des 
trois  normales. 

Dès  lors,  en  formant  les  somn^es  des  racines  dans  les 
équations  (i)  et  (2),  et  retranchant  ces  deux  sommes,  on 
aura  la  relation 


a' 


d'où  Ton  tire 

et,  par  symétrie, 

«  =  — .^t' 

Considérons  maintenant  les  produits  des  racines  dans 
les  équations  (1)  et  (2),  et  faisons  le  quotient  de  ces  deux 
produits;  nous  aurons 


d^où  Ton  tire 

(c-+-«')'=6vî-+-^.-;  =  *\ 

C  =  — (/i'-f-6»). 
L'équation  du  cercle  est  donc 

On  Toit  que  son  centre  décrit  une  ellipse  quand  le 
point  A  se  meut  sur  Tcllipse  donnée,  et  qu'il  rencontre 
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suivant  un  diamètre  le  cercle  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  Tellipse. 

Remarque.  —  Cherchons  les  coordonnées  du  cenlre  G 
des  moyennes  dislances  des  pieds  des  trois  normales. 

L'équation  (i)  nous  donne 


yi-^ji^yz-^jK^—  - 


^  b\rx 


d*où  Ton  tire 


û'—  b^ 


> 


Les  coordonnées  du  point  G  sont  donc 


X 


3  a^—b 


On  voit  que  le  symétrique  de  ce  point  par  rapport  au 
grand  axe  est  silué  sur  la  droite  qui  joint  le  point  Â  au 
centre  de  Tellipse. 

Quand  le  point  A  se  meut  sur  Tcllipse,  le  point  G 
décrit  une  ellipse  concentrique  et  homothctique. 

En  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  du  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  pieds  des 
trois  normales,  on  a 

^    ,                      rt'4-^'       b^                   n*-hb' 
X=:  3jr  —  ia=zXi— — .r,  =:  J?,  j-r» 

-^^  b'I^a^-^b'} 

On  a  donc  facilement  l'équation  de  Tellipsc  décrite 
par  ce  point. 
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Sm  LES  QUESTIONS  699,  799,  800,  932  BT  13(6, 
CONGKRNANT  LIS  GYGIOIBES  ET  ÉPI€¥CLOIBES  ; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Les  question^  que  je  TÎeos  de  rappeler  ont  entre  elles 
un  lien  très  intime  quMI  m'a  paru  intéressant  de  si- 
gnaler. 

L*énoncé  de  la  question  1316  (2"  série,  t.  XVII, 
p.  336)  est  le  suivant  : 

On  prend  sur  la  tangente  à  une  cycloîdejixe,  à  partir 
du  point  de  contact^  une  longueur  proportionnelle  au 
rayon  de  courbure  en  ce  point  :  troui^er  le  lieu  de  V ex- 
trémité de  cette  longueur,  quand  la  tangente  se  déplace. 

(Bàrbàiiin.) 

Le  lieu,  comme  Ta  trouvé  M.  Lrz  (2^  série,  t.  XYIII, 
P*  47^)»  ^^  une  cycloïde;  on  voit  en  outre  aisément  que 
c*est  toujours  une  cycloïde  allongée.  Mais  il  y  a  plus  : 
le  même  lieu,  pour  une  épicycloïde  ordinaire,  est  aussi 
une  ëpicycloïde  allongée.  Cette  propriété,  ainsi  généra- 
lisée, n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  du  théorème 
suivant,  qui  a  fait  l'objet  de  la  question  932  (2°  série, 
t.  Vlll,  p.  192): 

Le  lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à  un 
triangle  donné ,  construits  sur  les  rayons  de  cou? bure 
d^une  épicycloïde  [cycloïde)  ordinaire  et  d*un  même 
côté  de  ces  rayons  de  courbure,  est  une  épicycloïde 
(  cycloïde  )  allongée  ou  raccourcie. 

M.   Moret-Blanc  a  donné  de   ce  théorème  une   dé- 
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monstration  géométrique  simple  et  ingénieuse  (a*  série, 
t.  XIV,  p.  71),  dont  on  peut  tirer  quelques  consé- 
quences intéressantes.  En  conservant  les  notations  de 
M.  Moret-Blanc  (*),  on  peut  se  proposer  de  trouTer, 
pour  chaque  position  du  cercle  mobile  qui  engendre 
Tépicycloïde  donnée  E,  sur  quel  lieu  doivent  se  trouver 
les  centres  d  des  cercles  mobiles  engendrant  les  épicy- 
cloïdes  qui  s'en  déduisent  diaprés  Tenon  ce  du  théorème, 
pour  que  ces  épicy cloïdes  soient  semblables  entre  elles, 
c'est-à-dire  allongées  ou  raccourcies  dans  le  même  rap- 
port. 

On  trouve  aisément  Téquation  polaire  du  lieu  des 
points  c^,  en  prenant  pour  pôle  le  point  n  de  contact 
des  deux  cercles  générateurs  de  Tépicycloïde  E  et  pour 
axe  polaire  la  droite  ne  joignant  ce  point  de  contact  au 
centre  du  cercle  mobile.  On  obtient  ainsi  Téquation 

dans  laquelle  p  et  o)  désignent  les  coordonnées  polaires 
d'un  point  quelconque  du  lieu,  a  et  r  les  rayons  respec- 
tifs on  et  en  des  cercles  mobile  et  fixe  servant  k  engen- 
drer Tépicycloïde  E,  X  un  paramétre  positif  qui  définit 
le  degré  d'allongement  ou  de  raccourcissement   de  la 

e'tn' 
nouvelle    épicycloïde,  et  qui  est  égal  au  rapport  -7-,- 

de  la  distance  du  point  décrivant  au  centre  du  cercle 
mobile  divisé  par  le  rayon  de  ce  cercle ,  de  telle  sorte 
que  Tépicycloïdc  est  ordinaire,  allongée  ou  raccourcie 
suivant  que  Ton  a  X=  I,  X]>i,  X<[i. 

On  voit  immédiatement  que  l'équation  (i)  est  celle 


(')  Le  lortniir  esit  prié  <le  so  reporteur  à  Tarticle  de  M.  Moret-RUnc. 
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d'un  cercle  d'un  rayon  égal  à  ^ L —-.i  et  dont  le 

centre  est  situé  sur  ne,    à  une   dislance   du    point    n 

égale  à r ;— —  •  Les  cercles   correspondant  aux 

^  (a  -+-  ry—Va^  *^ 

diverses  valeurs  de  X  ont  pour  axe  radical  commun  la 
perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du  rayon  on. 

De  la  similitude  des  triangles  mnm!^  cnc\  on  conclut 
immédiatement  que,  pour  chaque  position  de  la  figure 
mobile,  le  lieu  des  points  m'  qui  décrivent  des  épîcy- 
cloïdes  semblables  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la 
normale  à  Tépicycloïde  £.  Les  divers  cercles  ainsi  ob- 
tenus pour  diverses  valeurs  de  X  ont  pour  axe  radical 
commun  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  sur  la 
normale  à  Tépicycloïde  £.  Les  points  de  cet  axe  radical, 
considérés  comme  sommets  de  triangles  constamment 
semblables  à  eux-mêmes  et  construits  sur  les  rayons  de 
courbure  de  l'épicycloïde  E,  décrivent  des  épicycloïdes 
ayant  un  point  multiple  en  O.  Le  cercle  dont  les  points 
décrivent  des   épicycloïdes  ordinaires  est  le  cercle  Q. 
décrit  sur  le  rayon  de  courbure  de  l'épicycloïde  E  comme 
diamètre,  car  les  deux  extrémités  de  ce  rayon  de  cour- 
bure décrivent,  l'un  Tépicycloïde  E,  l'autre  sa  dévelop- 
pée, qui,  comme  on  le  sait,  est  une  épicycloïde  sem- 
blable. Un  point  quelconque,  pris  comme  sommet  d'un 
triangle  constamment  semblable  à  un  triangle  donné  et 
ayant  pour  base  le  rayon  de  courbure  de  l'épicycloïde  E, 
décrira  une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie,  suivant 
qu'il  sera  à  Textérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle  ^  (*)• 
Cherchons  maintenant  l'enveloppe  des  droites  menées 
par  les  divers  points  de  répicycloïde  E,  de  manière  à 


(')  Oci  explique  pourquoi  1p  lieu  faiftant  l'objet  de  la  question  1316 
est  une  eycloide  allongée. 

Amn,H9  Mathémnt,.  a'  série,  t.  XIX.  (Férrier  1880.)  5 
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faire  un  angle  constant,  dans  un  sens  déterminé,  avec 
les  tangentes  corrnspondantes  de  répîcycloïde.  D'après 
une  construction  bien  connue,  due  à  Réaumur,  le  point 
de  contact  d'une  pareille  droite  avec  son  enveloppe  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  droite  du 
centre  de  courbure  de  la  courbe  donnée.  En  appliquant 
cette  construction  à  l'épicycloïde  E,  on  voit  que  les 
points  de  Tenveloppe  considérée  sont  les  sommets  de 
triangles  rectangles  constamment  semblables  à  eux- 
mêmes  et  ayant  pour  hypoténuses  respectives  les 
rayons  de  courbure  de  celte  épicycloïdc  :  ces  points, 
pour  chaque  position  du  cercle  mobile,  sont,  par  con- 
séquent, situés  sur  le  cercle  il,  et  Ton  en  conclut  que  le 
lieu  qu'ils  forment,  c'est-à-dire  Tenveloppe  définie  plus 
haut,  est  une  épicycloïde  ordinaire  semblable  à  l'épicy- 
cloïde E.  La  même  propriété  subsiste  pour  la  cycloïde, 
dont  on  déduit  de  cette  manière  une  cycloïde  égale,  et 
l'on  a  ainsi  démontré  les  deux  théorèmes  suivants,  qui 
ont  fait  l'objet  des  questions  799  et  800  (  a*  série,  t.  VI, 

p.  96)0  : 

L' enveloppe  des  droites  coupant  une  cycloïde  sous 
un  angle  constant  est  une  cycloïde  égale. 

IJ env^eloppe  des  droites  coupant  une  épicycloïde  sous 
un  angle  constant  est  une  épicycloïde  semblable  [-). 

Le  théorème  énoncé  dans  la  (|uestion  932  comprend, 
comme  cas  particulier,  le  snivanl  : 


(*)  J'oir  également  le  Bulletin  tle  la  Société pfiihmathique^  »>•  série, 
l.  V,  p.  91  (année  i863). 

^')  M.  Bouquet  a  donné  une  <lémonstration  de  ces  tliéorcnieii 
(ï*  série,  t.  VI,  p.  38o).  Elle  csl  exacte  en  ce  qui  concerne  la  cycloïde, 
mais  elle  ne  l'est  pas  pour  répicycidîde;  en  se  reportant  à  la  fl(rure,  il 
est  facile  de  voir,  en  effet,  que  ré(ralité  des  an(;les  OGW  el  (K^.P.  sur  la- 
quelle elle  s'appuie,  n'a  (généralement  pas  lieu. 
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Le  lieu  des  points  qui  div^isent  dans  un  rapport  con- 
stant les  rayons  de  courbure  d'aune  èpicycloïdc  ordi- 
naire, est  une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie. 

Ce  dernier  énoncé  peut  se  transformer,  en  remarquant 
qu'il  y  a  proportionnalité  entre  le  rayon  de  courbure 
d'une  épicycloïde  ordinaire  vl  la  portion  de  la  normale 
à  cette  épicycloïde  comprise  entre  son  pied  sur  la  courbe 
et  Tun  de  ses  points  de  rencontre  avec  le  cercle  généra- 
teur fixe.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  théorème  qui 
s^étend,  comme  je  l'ai  déjà  montré  ailleurs  (^).  à  une 
épicycloïde  quelconque,  allongée  ou  raccourcie,  et  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  des  points  qui  dit^isent  dans  un  rapport 
constant  les  portions  des  normales  d'une  éjncycloïde 
{ordinaire^  allongée  ou  raccourcie)  comprises  entre 
leur  pied  sur  la  courbe  et  Vun  de  leurs  points  de  ren- 
contre a%fecle  cercle  générateur  Jixe  est  une  épicycloïde. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde,  le  théorème  est  le  suivant  : 

Le  lieu  des  points  qui  div^isent  dans  un  rapport 
constant  les  normales  d'une  cycloïde  [ordinaire,  al- 
longée ou  raccourcie)  est  une  cycloïde  [allongée  ou 
raccourcie). 

Comme  on  sait  que  les  cycloïdes  et  épicycloïcles,  al« 
longées  ou  raccourcies,  ont  leurs  arcs  exprimables  en 
arcs  d'ellipso,  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer 
explique  et  démontre  le  suivant  (question  699,  2*^  série, 
t.  III,  p.  i4i)  : 

En  partageant  dans  un  rapport  constant  les  nor- 
males d*une  cycloïde  quelconque  [ordinaire y  allongée 

*;•  ^  Bulletin  tie  la  Socit^tt^  philomathiqiie^  G*  séri*»,  t.  V,  p.  88. 
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OU  raccourcie),  on  obtient  une  courbe  dont  les  arcs  sont 

exprimables  en  arcs  d^ ellipse, 

(Mànnheim.) 

Une  démonstration  analytique  directe  et  très  simple 
de  cette  dernière  propriété  a  été  donnée  il  y  a  quelques 
années  (2*^  série,  t.  IV,  p.  i55).  On  peut  Tétendre  faci- 
lement à  la  propriété  analogue  de  Tépicycloïde. 


SUR  LE  CINTRE  ET  LE  RAYON  DE  COURBURE 
EN  UN  POINT  D  UNE  CONIQUE; 

Pae   m.   g.   db  LONGCHAMPS, 

ProfeMCur  de  Mathématiques  spéciales  au  lyct^  Charlemagne. 


On  sait  que,  si  p  désigne  la  longueur  du  rayon  de  cour- 
bure en  un  point  d'une  conique,  n  celle  de  la  normale  en 
ce  point,  oti  a 


0  "■  —  ^ 


p  désignant  le  paramètre  de  la  courbe.  On  déduit  de 
cette  formule  une  construction  du  centre  de  courbure; 
mais  on  peut,  par  les  considérations  très  élémentaires 
et  peut-être  nouvelles  que  nous  allons  donner,  arriver 
.1  déterminer  très  simplement  le  centre  et  le  rayon  do 
courbure  en  un  point  d'une  conique. 

1.  Soient  M  le  point  de  la  courbe,  ÂB  la  tangente  en 
re  point  :  le  cercle  osculateur  au  point  M  rencontre  la 
conique  en  un  point  L,  et  la  droite  ML,  par  une  propriété 
connue,  est  symétrique  de  la  tangente  AB  par  rapport 
aux  parallèles  aux  axes  menées  par  M.  Soit  MMe  point 
symétrique  de  M  par  rapport  à  O)';  la  tangente  en  M' 
sera  donc  symétrique  de  ABpar  rapport  à  0^%  et  par  suite 
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parallèle  à  ML  :  le  diamètre  OM'  passe  donc  par  le  milieu 
KdeML.  De  cette  remarque  on  déduit  la  construction 
suivante  : 

Soit  M  un  point  d'une  conique  à  centre;  la  tangente 
en  ce  point  rencontre  Vaxe  Ox  en  un  point  A  ;  ayant 
abaissé  du  point  M  sur  Ox  la  perpendiculaire  MP,  on 
prend  PA'=  PA  \  la  droite  MA'  rencontre  la  droite  symé- 
trique deOiAy  par  rapport  à  Ox,  en  un  point  K,  et  le 
centre  de  courbure  est  à  l'intersection  de  la  normale 
tfn  M  ai*ec  la  perpendiculaire  éles^ée  au  point  JH  à  la 
droite  MA'. 

Cette  remarque  est  en  défaut  quand  le  point  M  est 
un  des  sommets  de  la  courbe;  mais  il  existe^  pour  ces 
points  particuliers,  une  construction  simple  et  trop 
connue  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  la  rappeler  ici. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  modifie  la  règle  précé- 
dente en  prenant  le  point  M'  symétrique  du  point  donné 
M  par  rapport  à  Taxe  Ox,  et  en  menant  par  ce  point  une 
parallèle  à  Taxe;  la  construction  s^acliève  comme  pour 
les  coniques  à  centre. 

S.  Nous  allons  maintenant  donner  une  expression  du 
rayon  de  courbure  qui  permet  de  construire  cette  ligne 
par  une  quatrième  proportionnelle.  Nous  supposerons  que 
la  conique  proposée  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
nous  réservant  de  faire  au  sujet  de  la  parabole  une  re- 
marque particulière. 

Appelons  a  Tangle  aigu  que  fait  avec  Ox  la  tangente 
au  point  M;  co  étant  le  centre  de  courbure,  le  triangle 
rectangle  MKoi>  donne 

MK  =  psin2ay 
p  étant  le  rayon  de  courbure.    D'ailleurs,  le   triangle 


(  7o) 
MiVrKdoniieC) 


sin  p       sin  ;  a  -f-  p  ) 


^  élanl  Taiigie  MO x.  Cette  relation  peut  sY'crire 


MK.  =  -v 


siiixcotp  -T-  t'OSa 

et,  comme 


on  a 


coie  =  ^, 

y 


-y.  y  y' 


P—-JZI 


r  sm  'JL-r-  y  cob  OL  sin  -2  a 

Abaissons  du  point  O  la  perpcudiculairc  OU  sur  AB^ 

on  aura 

OH  —-  x'sina  -4-7'cos», 

et,  si  Ton  remarque  enfin  que 


MA  =  — -,      MB 


Sina  00s  a 


on  arrive  à  celte  expression  remarquable  dn  rayon  de 

courbure 

M  A.  MB 

expression  qui  peut  se  traduire  par  l'énoncé  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique  à  centre  est  une  (juatiiè me  proportionnelle  aux 
segments  comptes  sur  la  tangente  depuis  le  point  de 
contact  jusqu'à  la  rencontre  de  celle-ci  avec  les  axes  ei 
à  la  distance  du  centre  à  la  tangente. 

3.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  considérations  gco- 

fU -    1         -        ■  Il  ■        ■        -     I         _^    ■  B^M I  ■  B^M^^MM      ^m^^r-^-m^     m.^m^^m^Ê-^ 

.*)  '^  y  <lési(;nei]t,  dans  ce  qui  suit,  les  coordonnées  du  point  M. 
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métriques  que  nous    venons    d^appliquer  (conduisent  à 

l'expression 

MA 


sinacosa 


dans  laquelle  MA  est  la  longueur  de  la  tangente  comptée 
depuis  'le  point  de  contact  M  jus(|u^à  la  rencontre  de 
celle-ci  avec  Taxe  de  la  courbe,  et  a  Tangle  aigu  de  la 
tangente  avec  Ox.  Des  considérations  évidentes  con- 
duisent à  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  La  corde  interceptée  dans  la  parabole 
par  un  cercle  oscillateur  de  celle  courbe  esl  quadruple 
de  la  longueur  de  la  langenle  au  point  de  contact  du 
cercle  et  de  la  courbe,  longueur  comptée  depuis  le  point 
de  contact  jusqu'il  la  rencontre  de  cette  tangente  auec 
l'axe  de  la  courbe. 


mmm  d  algèbre; 

Par  m.  g.  de  LONGCHAMPS. 


Théobèmb.  —  Si  l'on  désigne  par  Ao-  Ai,  ...  ;  A^,, 
les  p  premiers  coefficients  d'une  équation,  coefficients 
supposés  positifs,  et  par  N  et  IN'  les  deux  coefficients 
négatifs  les  plus  élevées,  le  nombre 


Znri  -+- 


2  Ag  — r~  2  A I  ~r~  .  •  •  ~H  '2,  An ^  "t~  A n_-i 

est  une  limite  supérieure  des  racines  positii^es  de  V équa- 
tion, 

Nous  rappellerons  d*abord  une  règle  très  simple  pour 
trouver  une  limite  supérieure  des  racines  positives.  Cette 
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règle,  qui  est  une  règle  de  Maclaurîn  perfectionnée, 
mais  plus  commode  et  souvent  plus  puissante  que  celle 
qu'on  désigne  communément  ainsi,  estdueà  M.  Laguerre. . 
Elle  s*énoiice  ainsi  :  SilH  désigne  la  valeur  absolue  du 
plus  grand  coefficient  négatif  et  A«,  Aj,  . .  . ,  A^j  les 
coefficients  positifs  qui  précèdent  le  premier  coefficient 

négatif 

N_ 

A  g  "T~   Al  "T~  .    .    .  ~T~   A.p i 

est  une  limite  supérieure  des  racines  positivées  de  V équa- 
tion . 

Cela  admis,  posons 

-f-Ap_,ar'"   Z'-^' —  A,,  ^'^  /* -f- .  .  .  4- A«, 

et  remarquons  [que  Téquaiion 

f^  [x]  z:z  [x  -\-  l]  f  [x]  —  O 

aura  les  mêmes  racines  positives  que  la  proposée.  Or 

^  (x)  r.  :  Ao-r"-^' -f- (  A, -+- A.)jt"' -f- .  .  . 
-4-  ^  Am— I  ~\~  Ap—2  j  3r    "  "T"  .  .  .  f 

et  le  plus  grand  coefficient  négatif  de  cp  est,  dans  le  cas 
le  plus  défavorable  qu'on  puisse  imaginer,  N4-N', 
N  et  N' désignant  les  deux  plus  grands  coefficients  négatifs 
de  f.  Appliquons  à  l'équation  cf  la  règlede  M.  Laguerre  : 

le  nombre 

N-f-N' 
n- ; : —  - 

•2  At  -t-  a  Al  -f-  .  .  .  H-  1  Ap^i  H-  Ap^i 

sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tioii  9>  et  par  suite  de  Téquation/*. 
Exemple.  —  Considérons  Téquation 

f:     .r'-î-7Vr*-|   qx^—q^JK' — x — 1  =  0, 
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dans  laquelle  uous  supposerons  ^  =  luo,  pour  fixer  les 

idées. 

La  règle  de    Maclaurin  ordinaire  donne  une  limite 

égale  à 

9^-4-1  =  loooooi; 

la  règle  de  Maclaurin  perfeciionnée, 

y  -f- 1  =  loi; 

celle  de  M.  Laguerre, 

I  H m  -L î 1 ==7  H 


tf-r-q-r-l  q^-r-q-rl  7'  -h  7  -i-  I 

c'esl-à-dire^  +  i,  comme  la  précédente;  eniin  celle  que 
nous  proposons, 

I  H ; — > 

2,q''^q-\-'X  27^-4-7-4-2 

ou,  en  prenant  le  nombre  entier  supérieur, 


^-.=5. 


Remarque.  —  L'exemple  que  nous  avons  choisi  est  un 
de  ceux  où  notre  méthode  perfectionne  la  règle  de  M.  La- 
guerre;  mais  il  n'en  est  pas  nécessairement  et  toujours 
ainsi.  Par  exemple,  si  N  =  N',  ce  qui  est,  il  est  vrai,  le  cas 
le  plus  défavorable  à  notre  règle,  on  reconnaît  sans  peine 
que  celle-ci  est  en  infériorité.  Il  y  a  supériorité  toutes  les 
fois  que  Tinégalité 

N  N' 


A%  — 1~  ■  •  •  — 1~  An — I  "0  ~1~  •  •  •  "f—  A  0.^1 

PSI  !>atisfaite. 


'  :4  , 


PROPRIÉTÉ  DES  COURBES  01  DES  SURFACES  Dl'  SECOXD 

ORDRE  ilOHOFOCALES-, 

Pak  m.  g.  KœNIGS, 

Klèvc  rlc  TKcule  IN'ormale  supérieure. 


Trois  coniques  A,  B,  C  sont  liées  par  la  coiulitionque 
les  deux  premières  soient  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  la  troisième;  M  et  A  désignant  un  point  du  plan 
et  sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  C,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Les  tangentes  issues  du  point  IS  à  la  conique  A,  les 
coniques  W  et  C  marquent  sur  la  droite  A  trois  couples 
de  points  en  im^olution. 

Kn  eflet,  soient  x  et  j^  les  points  doubles  de  Finvolu- 
lion  déterminée  sur  la  droite  A  par  les  coniques  B  et  C. 
Ces  points  étant  conjugués  par  rapport  à  ces  deux  coni- 
({ues,  on  voit  que:  i^  leurs  polaires  par  rapport  à  la 
conique  C  sont  les  droites  N/  et  Nx;  2"  ces  droites  Nx* 
etlN  y  sont  conjuguées  par  ra))port  h  la  conique  A,  puisque 
leurs  pôles  y  et  x  par  rapport  h  C  sont  conjugués  par 
rapport  à  B,  et  que  cette  conique  B  est  précisément  la 
polaire  réciproque  de  A  par  rapport  à  la  conique  C.  Le 
iaisceau  formé  par  les  tangentes  issues  du  point  N  à  la 
conique  A  et  par  les  droites  Nx,  N)  est  donc  harmo- 
ni(|ue,  ce  qui  montre  ([ue  les  traces  de  ces  tangentes  sur 
la  droite  A  divisent  harmoniquenient  le  segment  xy^  et 
cela  suflit  pour  démontrer  le  théorème. 

Désignons,  suivant  Fusage,  par  |   aC      le  quadrilatère 


circonscrit  commun  aux  deux  coniques  A  et  C. 

On   voit  (|ueNxei!Vr  sonl   les   rayons  doubles  du 
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faisceau  involulif  de   tangentes  issues  du  point  N  aux 


coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère      AC 

Du  reste,  le  théorème  précédent  énonce  quC;  si  M  et 
M'  sont  les  points  de  rencontre  de  la  conique  B  avec  la 
droite  A,  NM  et  NM' sont  deux  tangentes  issues  du  point  N 


h  une  môme  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère     AC 

Imaginons  actuellement  que  le  système  des  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatère  soit  homofocal  ;  les  droites 
Nx  et  N>'  seront  les  bissectrices  de  l'angle  formé  par  un 
couple  quelconque  de  tangentes  issues  du  point  N. 

Le  théorème  ci-dessus  prend  alors  la  forme  suivante: 

Soit  un  point  N  du  plan^  sa  polaire  A  par  rappoH  à 
une  conique  C  donnée  coupe  cette  conique  en  des  points 
Q  et  Qf\  elle  coupe  aussi  en  M  et  M'  une  conique  B, 
polaire  réciproque  par  rapport  à  C  d'une  conique 
quelconque  homofocale  àC:  les  angles  MNQ,  M' N'Q' 
sont  égaux. 

Ce  théorème  renferme  le  suivant,  dû  à  M.  Laguerre: 

Soit  un  point  N  du  plan  ;  sa  polaire  A  par  rapport  à 
une  conique  C  donnée  coupe  cette  conique  en  des  points 
Q  eti^\  elle  coupe  aussi  en  M  et  M' le  cercle  B,  Leu  des 
points  d'où,  la  conique  C  est  "vue  sous  un  angle  droit  : 
les  angles  MNQ,  Mis  Q'  sont  égaux. 

Ce  théorème  résulte  du  précédent,  car  le  cercle  B  est, 
ou  le  saii,  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  C  d'une 
conique  homofocale. 

Mais  ce  qui  parait  plus  intéressant,  c'est  Textension 
de  ce  théorème  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Soient  A,  B,  C  trois  surfaces  du  second  ordre  liées 
par  la  condition  que  les  deux  premières  soient  polaires 
réciproques  par  rapport  à  la  troisième;  désignons  par  N 
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et  n  un  poinl  et  son  plan  polaire  par  rapport  à  la  surface 
C.  On  a  ce  théorème  : 

Le  cône  circonscrit  à  A  et  de  sommet  N,  les  surfaces  B 
et  C  tracent  sur  le  plan  II  trois  coniques  ayant  le  métne 
triangle  conjugué  commun. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  qui  a  été  faite 
plus  haut;  il  est  donc  inutile  de  la  recommencer.  Mais 
ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  que,  en  désignant 
par  or,  j^,  z  les  sommets  de  ce  triangle,  les  plans  Nxy» 
"HxZy  iijrx  sont  les  plans  tangents  au  point  N  aux  trois 
surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  ce  point  en 
étant  inscrites  dans  la  développable  commune  aux  deux 
surfaces  A  et  C.  On  sait  que  ces  trois  plans  sont  rectan- 
gulaires dans  le  cas  où  les  surfaces  A  et  C  sont  homofo* 
cales.  Les  droites  Nx,  Nj^,  Nz  sont  alors  rectangulaires, 
et  tout  cône  ayant  pour  sommet  le  point  N  et  pour  base 
une    conique  ayant    le    triangle  xjrz  comme    triangle 
conjugué  admet  les  trois  droites  ci-dessus  pour  axes. 

De  là  ce  théorème  : 

Étant  donné  un  point  N,  son  plan  polaire  par 
rapport  à  une  surface  C  du  second  ordre  coupe  suii^ant 
une  conique  Q  cette  surface  et  suiv^ant  une  conique  M 
la  réciproque  B  par  rapport  à  C  d^unehomo/ocaleà  C  : 
les  cônes  ajrant  leur  sommet  au  point  N  et  ayant  Q  et 
M  pour  bases  ont  les  mêmes  axes. 

SUR  ONE  APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  STIiRN; 

Pae  m.  Ch.  filEHLER, 

Directeur  des  études  à  l'École  préparatoire  du  collège  StanislM. 


L'application  de  la  méthode  de  Sturm  à  Téquatlon  de 
degré  m  qui  fournit  les  m  valeurs  de  tang  —  >  quand  on 


(  77  ) 
connaît  Uoga,  donne  lieu   k   une  remarque  qui  offre 
qnelqae  intérêt. 
Si  Ton  pose 


a 
lang  a  =  fl,     tang  —  =  jr, 

m 

réqnttion  dont  il  s'agit  est 

(i  -hix)*—  (i  —  ijf)"' 

^  ""  i[(i  -h  /jr)- -h  (i  —  ixf] ' 

et,  mise  sous  forme  entière,  elle  devient 

(i  H-  ix)"'(i  —  ««) —  (i  — «ary"(i  -i-  ia)  :=~.  O. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  renferme  i  en 
facteur.  Soit 

•i}       «U«  =  (i-f-ix]'"(l--  ia)  ~  (i  —  £>)"'(n-/a), 

et  désignons  généralement  par  iU,i  le  polynôme 

/U^=  [i-h  ixY{i  —  ïfl)—  {ï  —  ix)^{l  -f-  ia); 

on  a  entre  U^,  Um-i  »  U„.2  la  relation 

On  obtient  cette  relation  en  multipliant  membre  à 
membre  Téquation  (i)  et  la  suivante 

(3!  2  1=  (l  H-iJr) -h  (l  —  ia:)y 

et  en  changeant  dans  le  résultat  obtenu  m  en  m  —  j . 

CestPéquation  (2)  qui  va  nous  permettre  d^établir, 

parla  méthode  de  Sturm,  la  réalité  de  toutes  les  racines 

de  Féquation 

U«,  — o. 

De  Téquatiou  (2)  on  tire  en  effet,  par  le  changement 
de  m  en  m  —  i,  m  —  2,. . .,  3,  2,  les  suivantes  : 

\ 


'    U«      r:--:2U„_.-(l 

y    U«_.r:=2lU_,-(l-f-*^)U«.„ 


U,      =2U,      —  (l-f-J:>)U.. 


(  78) 

Ces  fonctions  U  jouissent  dvs  propriétés  suivantes  : 

i**  Uo  est  une  constante,  Uo=: — 2/1; 

2**  Deux  fonctions  consécutives  U^,  U^_i  ne  peuvent 
s'annuler  pour  une  même  valeur  de  j:,  car  Uo  devrait 
s'annuler,  ce  qui  est  impossible  d'après  ce  qui  précède; 

3°  Si  une  fonction  U^  s'annule  pour  une  certaine  va- 
leur de  x,  les  deux  fondions  Ujjl_i,  V,^i  sont  de  signes 
contraires. 

On  en  conclut  que^  si  la  suite  des  fonctions 

tJw>        tJin_  9         -  •  •  ^         tJ|,        Ug 

présente  A"  variations  pour  x  =  a,  et  J/  variations  pour 
a:  =  a',  il  y  a  au  moins  k  —  k  racines  réelles  de  l'équa- 
tion U„,  ==  o  entre  a  et  a!  si  k  est  supérieur  à  kj  et  k — A"  ra- 
cines réelles  si  k  est  inférieur  à  A'. 

Pour  les  formes  4'*»4''~^*?  4'*  ^"  ^>  4^^^  ^^ 
nombre  entier  jx,  les  coefficients  du  terme  de  degré  le 
plus  élevé  de  U^  sont  respectivement 

On  voit  donc  que,  si  a  ^  o,  la  suite 
(5)  Uo,     U„     U„     ...,     U, 

donne,  pour  j:  r=  —  00  ,  la  succession  des  signes 


cl,  pour  X  =  -h  00  ,  la  nouvelle  succession 


•        • 


dans  chacune  des  deux  suites  les  signes  n'alternent  que 
de  deux  en  deux,  et,  si  <i<^ o,  on  a  : 


.1. 


pour  j:  =tr  —  00  ,  4-      —      —      -I- 

pOUr    J:  rrr  H-  ^  ,  -i-        -^        —        —        -r         -h 


(  79  ) 
Si  donc  m  est  pair^  le  nombre  des  variations  que  pré- 
sente la  suite  ( 5 )  pour  x  =  —  oo  est  le  même  que  celui 
quVlle  présente  pour  x  =  -i-oo  \  dans  chaque  cas,  ce 

nombre  est  égal  à  —  ;   la   quantité  h — A^  dont   il  a  été 

question  est  donc  égale  à  zéro,  et  la  méthode  de  Sturm 
sfmble  indiquer  que  Téqualion  U„,  =  o  n'a  pas  de  ra- 
cines réelles. 

Mais,  si  Ton  fait  x  =  o  dans  toutes  les  fonctions  de  la 
saite  (5),  toutes  les  fonctions  de  cette  suite  prennent  la 
même  valeur  —  î>.a-,  pour  x  =  — oo  ,  la  suite  (5)  pré- 
sente —  variations  ;  pour  X  =  o,  elle  n'offre  plus  que  des 


m 


permanences  :  la  suite  (5)  a  donc  perJ/2 —variations. 

L^équation  U„  =  o  a  donc  au  moins  —  racines  néga- 

tîves. 

m 


Pourx=  -t-  00  ,  la  suite  (5),  présentant  —  variations, 
en  a  gagné  —  quand  x  a  varié  de  zéro  à  -H  oo  . 

L'équation  U„=o  a  donc  au  moins  —  racines  posi- 


2 

m 

2 

ti  ves,  et,  comme  elle  n'est  que  de  degré  m,  toutes  ces  ra- 
cines sont  réelles  et  il  y  en  a  autant  de  positives  que  de 
négatives. 

Si  m  est  impair,  on  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de 

a^  o,  l'équation  U„,  =  o  a racines    positives    et 

racines  négatives;  et  inversement,  si  a  <[o,réqua- 


T'                m  -*- 1         .            ,      .             m  —  I 
lion  L„=:  o  a  racines  négatives  et  racines 

2  ^  'i, 

positives. 

L^équation  Um=  o  a  donc,  dans  tous  les  cas,  toutes 
ses  racines  réelles. 


(8o) 

Nous  avons  vu  que,  si  Ton  substitue  dans  la  suite  (5) 
successivement  —  oo  et  4-  oo  ,  le  nombre  des  variations 
gagnées  ou  perdues  est  zéro  dans  le  cas  de  m  pair  et  i 
dans  le  cas  de  m  impair. 

Cela  tient  à  ce  que  le  rapport  -^  passe  du  négatif  au 

positif  quand  x,  en  croissant,  traverse  une  racine  n^a- 

tive  de  U^=  o  •,  au  contraire,  le  rapport  -  *""*  passe  d  u 

positif  au  négatif  quand  x^  en  croissant,  traverse  unera- 
cine  positive  de  U^=  o.  Car  la  suite  (5)  perd  des  varia- 
tions quand  x  croît  de  —  oo  à  zéro;  elle  en  gagne  quand 
X  croit  de  zéro  à  4-  oo  . 

Il  est  aisé  de  démontrer  directement  que  le  rapport 

"*"'  jouit  de  cette  intéressante  propriété. 

Si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de  Téga- 
lité  (i),  il  vient 

(6)  Vi^=m[[i  -h  /x)'»-«(i  —  ia)  -h  (i  —  ixj"-  (i  +  ia)], 
et,  si  Ton  multiplie  (6)  par  Fidentité 

(7)  7.ix=z  (i  4-  ix)  —  (i  —  ix), 
membre  à  membre,  il  viendra 

(8)  aa:I]'^=:/wU«— m(i-4-a:«)U«»,. 

Cette  équation,  combinée  avec  l'équation  (a),  savoir 

U«  =  2U«_.~(i-hx^]U«_„ 
donne 

(9)  ^^'m-^  /ItU,.  ,—   /llU;n=0, 


dW 


U«^^^__    x_   IÇ 


^t 


(8.  ) 
On  sait  que,  lorsque  a:,  en  croissant,  traverse  une  des 

racines  de  U„.  =  o,  le  rapport  -~  passe  toujours  du  né- 

gatif  an  positif. 
Pour  une  valeur  de  x  voisine  d^une  des  racines  de  Té- 

quation  t)«  =  o,  le  signe  de  -y^  est  celui  de  —  x  yp* 

car  cette  quantité  peut  devenir  en  valeur  absolue  aussi 
grande  qu'on  le  veut. 

On  voitdonc  que, lorsque  x,  en  croissant,  traverse  une 

racine  négative  de  U,„  =  o,  le  rapport  —  0:-^—  passe  du 

n^atif  au  positif  comme  — p;   mais,  lorsque  x  traverse 

tJ/»i 

en  croissant  une  racine  positive  de  U„,  =0,  le  rapport 

—  X  Ypi  et  par  suite  aussi  -~^i  passe  du  positif  au  né- 

gatif. 

La  méthode  de  Sturm  est  donc  applicable  séparément 
à  chacun  des  deux  intervalles  de  —  oc  à  zéro  et  de  zéro 
à  +  00  ,  et  elle  met  ainsi  en  évidence  la  réalité  de  toutes 
les  racines  de  Péquation  U,„=  o. 

On  voit  de  plus  qu^elles  sont  inégales.  En  effet,  Téqua- 
tion  (9)  montre  que  toute  racine  multiple  de  U,„=o 
annulerait  U„_i,  et  par  suite,  d'après  (4))  elle  annule- 
rait U,«_t,U,„_3, . .  .  ,Uo.  Or  Uo  =  —  ia\  par  conséquent. 
Ut  ne  peut  s'annuler  et  Téquation  IL=  o  n'a  que  des 
racines  simples. 


ERRATUM. 


Tome  XVIII,  'i"  série,  p.  170,  au  lieu  de  p.  387,  Usez  p.  387. 


Ânm.  de  Matkémai.,  i'  série,  t.  XIX .  (FVvrier  1880.)  6 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÊiMATIQIlES  SPÉCIALES 
PROPOSEE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1878; 

I 

Par  m.  GAMBEY. 


On  donne  une  sphère  S,  un  plan  P  et  un  point  A\par 
le  point  A  on  mène  une  droite  qui  rencontre  le  plan  P 
f-n  un  point  B,  puis  sur  AB  comme  diamètre  on  décrit 
une  sphère  S'*,  le  plan  radical  des  sphères  Set  S' rencontre 
la  droite  AB  en  un  point  M: 

1°  Trouv*er  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la 
droite  AB  tourne  autour  du  point  A  5 

2**  Discuter  le  lieu  du  point  M  en  supposant  que  le 
point  A  se  déplace  dans  l'espace,  le  point  P  et  la  sphère 
S  restant  fixes. 

Je  prends  le  plan  P  pour  plan  des  0:7  et  je  fais  passer 
Taxe  des  z  par  le  centre  de  la  sphère  S. 
Soient  : 

a,  fj^y  les  coordonnées  du  point  A 5 
//  le  z  du  centre  de  S  ; 
)'  son  rayon. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  AB  passant  en 
A  étant  prises  sous  la  forme 

,r  —  oi~-  m  ^z  —  7  ; , 

on  en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  point  milieu  du 
segment  AB, 

///y  /îy        7 

a 1    p 9    —9 

•>.  '\         2 

et,  pour  Téquation  de  la  sphère  S', 
X  —  a  '  -4-  :  .>  —  p  -  -\-Z'-r-  m 7  \x  —  a    -}-  /J  7  \y  —  p    —  7  c  =  o. 


(83) 
D^ailleurs,  Téquation  de  S  est 

Retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient, 
pour  Téquation  du  plan  radical  des  sphères  S  et  S', 

m*i[x  —  a)  -h  /17  (j  —  p)  —  'y.oLX  —  apj 

-;-  (  2A  —  7  )  3  -r  a^'  -!-  p-  -:-  r—  Ji"  --  o. 

En  éliminant  m  et  /i  entre  cette  équation  et  celles  de 
la  droite  AB,  ou  obtiendra  Téquation  du  lieu  cherché. 
Cette  élimination  est  immédiate,  et  Ton  obtient,  après 
quelques  calculs  et  réductions, 

I  7 \jc"- -r y^ )  --  {o.h  —  7 \  z'  —  2 ^yz  —  T.oLXz 

'  j  ;     :S-;     2K^)3  — K-7zrrO, 

oà  Ton  a  posé 

3r— ?=-f-7=  — 2^74-^---/":     S     et     r-— /i2     :K% 

avec  riiypolhèse  r^h. 

Propriétés  générales  du  lieu,  —  L'équation  (1)  repré- 
sente nne  surface  du  second  ordre  qui  passe  au  point  A. 
Cette  suriace  admet  comme  plans  cycliques  les  plans 
parallèles  au  plan  P,  et  le  point  A  est  un  de  ses  ombilics. 
car,  pour  2  :^  7,  on  obtient  le  cercle- point 

2  —  7,      (.r  —  a)=  -1-  [y—  p  Y  -.:  o. 

L'équation  (1)  pouvant  encore  s'écrire  des  deux  ma- 
nières suivantes, 

]       — z[2aj:  ~  2P/-f- (7  —  2/*)2  — s -- 2K=]  =  0, 

7[x^-f-r'-h(«-A)=  — /^J 

—  z[2aar-^2pjr-i-2(7--A)2  — 2A7  — S  — 2K']=:0, 

on  en  conclut  que  la  surface  qu  elle  représente  contient 


(84) 
les  courbes  plantas  inlerseclions  du  cylindre 

avec  les  deux  plans 

c  =  o,     2ax-4-  2?/+  (7  —  2^)2  —  S  —  2K-=o, 

ainsi   qu(^  celles  qui  résultent  de  rintersection  de  la 
sphère  S  et  des  plans 

2  =  0,     ^OLX  -+-  2Pjj  -+-  2  (7  —  A)z —  2/<7  —  S  —  2K*  =  o. 

La  surface  (3)  et  la  sphère  S  sont  donc  doublement 
tangentes.  On  voit  en  outre  que  le  plan 

2a.r  -t-  2pvH-2(7  —  /t]z  —  2A7  —  S  —  2K^=r:0 

est  parallèle  au  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la 
sphère  S. 

Discussion.  —  J^emploie  la  transformation  en  carrés. 
Mettant  tout  de  suite  de  côté  le  cas  où  le  point  A  est  dans 
le  plan  P,  cas  auquel  Téquation  (i)  se  décompose  en 
deux  facteurs  linéaires  dont  Tun  désigne  le  plan  P,  je 
suppose  y  différent  de  zéro. 

Je  multiplie  par  y,  ce  qui  permet  de  former  immédia- 
tement deux  carrés.  L'équation  (i)  peut  alors  s'écrire 


,» 


^^'       \       —  (S-r-Iv»)«M-7(S  +  2K»)s  — K»7=ro. 

Si  Ton  a  S4-K"  =  o,  c'est-à-dîre  si  le  point  A  est 
sur  la  sphère  concentrique  à  la  sphère  S  et  tangente  au 
plan  P,  Téquation  du  lieu  est  ramenée  au  type 

M'-4-K^-4-P~o; 

clic  représente  alors  un  paraboloïde  elliptique. 

Si  l'on  a  en  outre  S  =  o,  ce  qui  suppose  r  :=  h,  le  lieu 
se  compose  de  la  droite  réelle  intersection    des  deux 


(85) 
plans  imaginaires 

Supposons  maintepant  que  Ton  ailS+K'  différent 
de  zéro.  On  peut  alors  multiplier  (4)  par  S  +  K'  et 
récrire  ainsi  : 

Elle  rentre  alors  dans  le   type  des  surfaces    à    centre 
unique. 

Distinguons   deux    cas,    et,    pour    abréger,    posons 
S-hK«  =  S,. 

I®  S^  o.  —  Si  l'on  a  Si  >  o,  c'est-à-dire  si  le  point  A 
est  extérieur  à  la  sphère  concentrique  à  la  sphère  S  et 
tiogente  au  plan  P»  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

Si  au  contraire  on  a  Sj  <[  o,  c'est-à-dire  si  le  point  A 
<*st  intérieur  à  la  même  sphère,  la  surface  est  un  ellip' 
scSde  réeL 
Le  cas  de  Si=  o  a  déjà  été  examiné. 
2®  S=  o.  —  Pour  Sj  >  o,  on  a  un  cône  réel.  Cela 
^appose  r'^h^  ce  qui  est  justement  notre  hypothèse. 

Si  Ton  supposait  r<!^h^  le  cône  deviendrait  imagi- 
naire. 

Ainsi,  lorsque  le  point  A  est  dans  la  région  de  l'espace 
extérienre  à  la  sphère  concentrique  à  S  et  tangente  à  P, 
le  lieu  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Si  ce  point  est  dans  la  région  intérieure  à  la  même 
^plière,  le  lieu  est  un  ellipsoïde. 

Enfin,  si  le  point  A  est  sur  la  surface  séparative,  le 
lien  est  un  paraboloïde  elliptique. 

Dans  le  cas  où   le  point  A  est  situé  sur  la  sphère 


(86) 

donnée,  Thyperboloïde  sç  confond  avec  son  cône  asynix 
ptoie. 

]Sote.  —  La  même  qiiostion  a  été  résolue  par  MM.  DurantOD,  profes- 
Heur  au  lycée  du  Puy  :  A.  Leincku^el. 


SOLUTION  D'UNE  QUESTION  DE  LICENCE 

(Farulté  de  Paris,  juillet  1879)  ; 
Par  m.  h.  COURBE. 


Étant,  donné  Le  paraboloïde  défini  en  coordonnées 
rectangulaires  par  V équation 


m.rr'  -!-  r- 


--  -     —  » 

2^1 


on  considère  sur  cette  surface  les  courbes  dont  les  t4zn- 
getitesjonl  un  angle  constant  donné  y  a\fec  l'axe  Or  : 

1**  Trousser  V équation  différentielle  des  projections 
de  ces  courbes  sur  le  plan  j^O}\  et  montrer  que  Vinfé^ 
gration  de  cette  équation  se  ramène  à  une  quadrature^ 

a"  Effectuer  la  quadrature  et  construire  la  projec- 
tion dans  le  cas  particulier  où  m  est  égal  à  l'unité. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  des 
courbes  considérées  étant  x^y^z^  on  doit  avoir  en  chaque 
point  de  ers  courbes 

dz- .  cosyifff 

</.<  étant  la  différentielle  de  i'arc.  de  sorte  que 

tis  i  -:  \fftx'  —  rt[>  -  —  dz' . 

D'ailleurs,  la  valeur  de  /;/c  étant  la  même  pour  un  point 
quelconque  de  la  courbe  et  pour  le  point  correspondant 
de  la  surface,  on  peut  éliminer  d^  et  dz  entre  les  deux 


(8?  ) 
équalîons  précédeutes  et  la  suivante, 

m  xtix  4-  Y  dy 
dz^^^         -        *     -  » 
a 

obtenue  en  diffëren liant   Téqualion  de  la   surface;  on 
trouve  ainsi 


mxdx  -.-  ydy  r..-  n  yVir'  -,-  dy^^ 
en  posant,  pour  abréger  Técriture, 

L'équation  obtenue,  qui  ne  contient  quex,  )^  et  leurs 
différentielles,  est  Téquatioii  différentielle  des  projections 
des  courbes  considérées  sur  le  plan  xOy.  On  peut  la 
résoudre  par  rapport  ky  et,  en  posant 

dy 
mettre  «-ette  équation  sous  la  forme 


{ I  '  r  ---  n m  -' 

P  P 

Cette  équation  différentielle,  linéaire  par  rapport  aux 
variables  xeijry  peut  s'intégrer;  en  effet,  si  Ton  diffé- 
rentiel on  trouve 

iix  m  n 

dp      P[P^-^^;  p[p^-,-m]sJi-hp^ 

L'équation  (2)  est  une  équation  différentielle  linéaire 
do  premier  ordre  ;  son  intégrale  est  de  la  forme 

fP      m  dp        I  /.f    _Ç^  _J!*J}L_  "I 

On  obtiendra  T intégrale  de  Téquation  (1  )  en  élimi- 
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iianl  p  en  Ire  les  t'quations  (i)  el  (3).  La  question  se  ra- 
mène donc  bien  à  une  seule  quadrature,  car  on  obtient 

sans  difiiculté   '         '" 


e   I     — - — 


Dans  le  cas  particulier  où  m  =  i,  on  a  à  considérer 
Téquation  diflerenticlle 

[  f\  ]  xclx  H-  yth  z=  n  ds, 

//.v  représentant  cette  fois  la  difTérentielle  de  Parc  de  la 
projection  sur  le  plan  xOy  des  courbes  considérées,  de 
sorte  (|ue 

Kn  intégrant  Téquation  (4))  ce  qui  donne 

X'  —  y-  :  -  ins  -1-  const.» 
puis,  passant  aux  coordonnées  polaires  r  et  0,  on  a 

n:  :  2/f5  -i-  const., 
ou  on  diflVriMitiant. 


rdr  T-  mis  .  .  ny  n c/0" -•   ttn , 


Los  variables  se  séparent  aisément,  et  Ton  a  à  int^rer 
riH]uation 


\  H  —  n 


»    ,  [        rtir  dr        l 


Si  Ton  reniai  que  que 

.il 

'        -  ~  '• ^^ «f  rta^cco$-• 

on  obtient 

i     -     —  ^ 
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La  construction  de  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tien  (5)  se  fait  facilement,  puisque  cette  courbe  est  la 
dét^loppante  du  cercle  de  rayon  n  =  a  coty. 


SUR  nu  THÉORÈME  D  BULER  CONCERNANT  LA  DÉCOMPOSITION 
D'UN  NOMRRE  EN  QUATRE  CURES  POSITIFS, 

Par  m.  Édouaad  LUCAS. 


Euler  a  démontré  qu'un  nombre  positif  quelconque, 
entier  ou  fractionnaire,  est  égal  à  la  somme  de  quatre 
cubes  positifs,  entiers  ou  fractionnaires.  Ou  trouve  la 
formule  correspondante  dans  une  Note  qui  termine  les 
Exercices  d^ analyse  numérique  de  Lebesgue.  Nous  fe- 
rons d'abord  observer  que  Lebesgue  ne  parait  pas  avoir 
deviné  la  méthode  qui  a  dû  servir  à  Euler  pour  obtenir 
cette  formule.  En  effet,  il  nous  parait  évident  que  celle-ci 
provient  des  recherches  entreprises  par  Euler  pour  la 
i-ésolution  de  l'équation  indéterminée 

■;i)  x»-f-j»=z  As». 

L*idcntité  d*Euler  est  la  suivante, 
dans  laquelle  on  suppose  m  tel  que  Ton  ait 


et,  de  plus, 


^<-<s- 


6/W*  ,  2fl* —  I  26' —  I 

n  a» -h  I  6M-  I 

11  est  fort  probable  que  cette  identité  provient  de  l'A- 
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rilhmétique  et  non  de  FÂlgèbre,  contrairement  à  la  sup- 
position de  Lebesgue.  En  partant  des  formules  qui 
peuvent  servir  à  la  résolution  de  Téquation  (i),  on  ob- 
tient le  théorème  suivant,  dont  la  première  partie  com- 
plète le  théorème  d'Euler  : 

Théorème.  —  Un  nombre  positif  quelconque,  entier 
ou  fractionnaire,  est^  d'une  infinité  de  manières^  le 
produit  ou  le  quotient  de  deux  nombres  Jormés  de  la 
somme  de  deux  cubes  positifs. 

En  d^autres  termes,  on  peut  résoudre  d*une  infinité 
de  manières,  el  en  nombres  rationnels,  les  deux  équa- 
tions 

■  9.  ;  il 1  X    —I-   >      I   ^v.   ■  *f    -\~  U     , , 

et 

(3)  N  :..:  ■>'»-i-^-=»)  :(«'-!- a»', 

N  désignant  un  nombre  quelconque. 

Parmi  les  formules  en  nombre  infini  qui  permettent 
de  résoudre  les  équations  (2)  et  (3),  nous  donneions  les 
deux  suivantes,  qui  fournissent  elles-mêmes  des  solu- 
tions en  nombre  infini. 

Pour  Péquation  (3),  on  pose  N-:  2*3:*  ^;  on  choisit  ^ 

par  les  conditions  d'inégalité 

B        ^^^        B^ 

2V>-' A  -^  b»  ^  a^à»*- a' 

et  Ton  a 

B  b^  9}  3»*-»  A  û»  ~  B  fc» 

jc  = ,      y- -j 

a  a 

B/>'—  ii^3^-'Aa^  2^  3»'-' Au» 

b  '  b 

Pour  Féquation   (2),    qui    correspond  au    ihéorèroe 
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d*Euler,  nous  remarquerous  que  Ton  a  les  deux  iden- 
tités 

;6LM-^L=—  3M';^-f-  i6LM  — L'-i-3M=)» 

2=.3'LM(L=--3M';^ 
(L    -M    -!-    L-     M^      2L(L-   -  3MM. 

Donc,  en  multipliant  membre  à  membre,  et  divisant 

les  deux  membres  derëgalité  obtenue  par  (L--}-3M')', 

on  aura  décomposé  2^. 3' L^ M  en  un   produit  de  deux 

facteurs  égaux  à  une  somme  de  deux  cubes;  en  supposant, 

de  plus, 

L  =  B  Z;s     M  =  9}-^  3*-'  Aû% 

on  aura  ainsi  décomposé  en  ce  produit  le  nombre 

N  =  2\3i*AB'5 

on  déterminera  d'ailleurs   le   nombre  y-  de  telle  sorti* 
qu'il  rende  positifs  tous  les  cubes  considérés. 


SUR  UN  LIED  GÉOHÉTRIQUE  ; 

Par  m.  a.  MACÉ  DE  LÉPINAY, 

Professeur  do  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


Par  deux  points  donnés  sur  une  ellipse,  on  fait 
passer  une  circonjérencc  (fuefconque,  puis  on  mène  à 
ces  deux  courbes  les  tangentes  communes  :  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

On  sait  que,  si  S=oesl  Téquation  d^une  conique, 
P  =  o  Téquation  d'une  droite,  S  -f-  ?'P'  =  o  est  Féqua- 
tion  générale  des  coniques  bi tangentes  à  la  conique 
S  =  o,  P  =  o  étant  la  corde  des  contacts.  On  sait,  d'autre 
|iart«  que,  si  deux  coniques  sont  bitangentes  à  une  iroi- 
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sième,  deux  des  sécantes  communes  à  ces  deux  coniques 
passent  par  le  point  de  rencontre  des  deux  cordes  de 
contact. 

Cela  posé,  rapportons  l'ellipse  à  son  centre  et  à  ses 
axçs  ^  son  équation  sera 

rt V  H-  b^x*  —  û»  6»  =  G. 
Soit 

X  =  mx  -f-  n 

Téqualion  de  la  droite  qui,  par  son  intersection  avec  Tel- 
Hpse,  détermine  les  deux  points  donnés,  et  soient  a,  (3 
les  coordonnées  du  point  de  concours  de  deux  tangentes 
communes  à  l'ellipse  et  à  Tun  des  cercles  passant  par  les 
deux  points  donnés.  « 

L'équation  de  Tensemble  de  ces  deux  tangentes  com- 
munes sera 

'*^  /  —  (fl'Pr-hô'ax  — û«A»)»  =  0. 

La  corde  des  contacts  du  cercle  et  du  système  des  deux 
tangentes,  devant  passer  par  Tintersection  de  la  corde 
des  contacts  à^^jr  -{-  h^xx  —  a}l}*  =  o  et  de  la  droite 
y  =  m x  •+- 1,  sera  représentée  par  Féquation 

(2)         a^Px-h  h^oLX^  a^b^  -^  ^(r  —  mx  —  n\  =-  o. 
Dès  lors,  Téquation 

—  [a^px-hb^ax^a^b'Y 

-t-  «a[«*P^  4-  b^oLX  —  a^b*-{-  \(y  —  mx  —  n]y  =1  q 

représente  une  conique  bitangente  au  système  des  deux 
tangentes  communes  considéré.  Si  l'on  veut  que  cette 
courbe  passe  par  les  points  donnés  sur  rellipse,il  faut  que 
cette  équation  soit  satisfaite  si  Ton  pose  en  même  temps 

a^yi  ■+•  b^x^  —  a^b"  __  o,      r  —  mx  —  n  zzzo. 
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Donc  //  =  I,  et  réqualion  devient,  en  développant, 

Si  nous  écrivons  que  cette  équation  représente  un 
cercle  et  si,  entre  les  deux  équations  de  condition,  nous 
éliminons  X,  nous  aurons  le  lieu  cherché.  Les  conditions 
sont,  en  supprimant  la  solution  X  =  o  qui  ne  convient 
pas,  et  posant  a*  —  6*  =  c', 

i  m\  =  b^oL  —  //ifl'p, 

(4)  '   c^{a^P''hb^ci-  —  a'b^) 

\        -f-2)i(a'p-+-  mb^a)  -f-(i—  w»)>-:  -  o. 

Éliminant  X,  on  trouve,  en  réduisant, 
(5i  ! 

ou  encore 

Sous  la  forme  (5),  on  voit  que  le  lieu  est  une  conique 
passant  par  Tinterseclion  de  Tellipse  donnée  et  des  deux 
droites  i'x  —  ma*y  =  o^  i'x4- ma'j^  =  o,  dont  la 
premièie  est  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  de  la 
corde  donnée. 

Sous  la  forme  (6),  on  voit  que  le  lieu  est  une  hyper- 
bole homofoca  le  à  Tellipse  proposée;  déplus,  Féqua- 
tion  (6)  étant  indépendante  de  n  et  ne  renfermant  m 
qu'au  deuxième  degré,  on  voit  que  le  lieu  est  le  même 
pour  toutes  les  cordes  parallèles  à  la  direction  donnée  et 
k  la  direction  symétrique  par  rapport  h  Taxe  des  x.  En 
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particulier,  on  voit  que,  si  la  corde  devient  tangente  à 
l'ellipse,  le  lieu  représenté  par  Téquation  (6)  est  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  une 
ellipse  donnée  et  aux  cercles  tangents  à  cette  ellipse  en 
un  point  donné. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole,  le  lieu  cor- 
respondant est  l'ellipse 

réelle  si  m} a-  —  i-^o,  imaginaire  si  rn^a^  —  i-<^o. 
La  même  méthode  s'applique  au  cas  de  la  parabole. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^unc  lettre  de  M,  Haton  de  la  Goupillière, 

Vous  avez  bien  voulu  donner  Thospitalité  des  Nou" 
velles  Annales  (2"  série,  t.  XIII,  p.  534)  ^  un  court 
résumé  des  propriétés  de  la  courbe  remarquable  qui  est 
représentée  par  Téquation 

2  3  2 

x^  -\-  y'  -  :/% 

et  qui  n'est  autre  que  répicycloïde  à  quatre  rebrousse- 
meuts.  Je  pense  que  le  supplément  suivant  pourrait  servir 
à  compléter  cotte  première  insertion. 

D*Alemberta  étudié  cette  courbe,  dans  la  rectification 
de  laquelle  il  a  cru  trouver  un  paradoxe  de  Calcul  inté- 
gral [Mémoires  de  Berlin,  1747)-  I'  y  est  encore  revenu 
dans  ses  Opuscules  (vol.  IV,  Mémoire  XXIII). 

Lord  Brougham  a  éclairci  les  difficultés  soulevées  par 
d^ Alemheri  [Comptes rendus  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  l.XLIV,  p.  1 134)'  En  même  temps  il  en  a 
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signalé  d'autres  auxquelles  donne  lieu  cette  même  ligne, 
etquî  sont  relatives  à  la  Dynamique  [ihid,,  p.  ii84). 

H  a  rencontré  incidemment  une  propriété  donnée  éga- 
lement par  .M.  Cliasles  et  qui  consiste  en  ce  que,  quand 
on  décrit  répicycloïde  comme  l'enveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  mobile  entre  les  côtés  d'un  angle 
droit,  si  la  "vitesse  d'une  des  extrémités  de  la  droite  varie 
en  raison  inverse  de  sa  distance  au  sommet  de  Tangle 
Gxe.  le  point  de  contact  de  Tenveloppe  avec  la  droite 
mobile  décrit  uniformément  celle-ci. 

M.  Van  den  Broek  est  revenu  sur  ce  mode  de  généra- 
tion en  le  considérant  comme  un  cas  particulier  du  pro- 
blème plus  général  qui  concerne  un  angle  quelconque 
«  Nouvelle  Correspondance  mathématique  de  Catalan, 
t.I,  p.  91). 

M.  Barbarin  a  montré  que  l'épicycloïde  à  quatre 
branches  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  para- 
boles dont  les  foyers  appartiennent  n  une  circonférence 
et  qui  sont  en  même  temps  tangentes  à  deux  diamètres 
fixes  de  ce  cercle  (Nouvelles  Annales,  2'  série,  1875. 
t.  XIV,  p.  328).  Quelques  autres  propriétés  énoncées 
par  M.  Barbarin  dans  le  même  article  se  trouvaient  déjà 
dans  ma  INotire,  dont  il  ne  parait  pas  avoir  eu  connais- 
sance. Lui-même  n'avait  sans  doute  pas  été  lu  par  M.  E. 
Lucas,  qui  a  donné,  en  iSjO,  Ténoncé  précédent  comme 
théorème  à  démontrer  dans  la  Nom^elle  Correspondance 
mathématique  de  Catalan  (t.  II,  p.  ^oï\,  La  démons- 
tration a  été  insérée  dans  le  même  recueil  l'année  sui- 
vante par  M.  Schocntjes  [ibid,,  t.  III,  p.  58). 

.M.    Lambiotte  a  fait  coniiaitre  (ibid,,  t.  III,  p.  63) 

réfpiation 

/ 

r        -  _.  CCS  ?.  0 , 

de  la  roule  suivie  par  le  sommet  d*un  angle  droit  qui  se 
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meut  en  s' appuyant  sur  répîcycloïde  à  quatre  rebrou ssc- 
ments. 

M.  Gambey  a  proposé  (Nousf elles  Annales^  a*  série, 
t.  XVII,  p.  1287)  la  recherche  du  lieu  géométrique  du 
point  de  la  tangente  de  l'épicycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments  qui  est  conjugué  harmonique  du  point  de  contact 
par  rapport  aux  axes  de  coordonnées,  et  M.  Lez  a  donné 
(ibid.y  t.  XVIII,  p.  322)  l'équation  de  ce  lieu  sous  la 
forme 

M,  Todhunter  a  proposé  (Nouvelle  Correspondance 
mathématique  de  Catalan,  t.  III,  p.  4oo)  la  recherche  de 
Tenveloppe  de  la  base  d'une  cycloïdc  qui  roule  sur  une 
droite,  et  M.  Mennesson  [ibid.,  t.  IV,  p.  362)  a  montré 
que  cette  courbe  est  une  développante  de  l'épicycloïde  à 
quatre  rebroussemen Isa  laquelle  on  donnerait  pour  para- 
mètre le  double  du  diamètre  du  cercle  générateur. 

M.  Amstein  a  pris  celte  épicycloïde,  qu'il  appelle 
astroïde  [Société  %iaudoise  des  Sciences  naturelles, 
t.  XV,  p.  175),  comme  exemple  de  sa  méthode  de  repré- 
sentation conforme,  en  cherchant  la  représentation  con- 
forme de  l'astroïde  dans  l'intérieur  du  cercle  qui  passe 
par  ses  rebroussements. 

Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer  enfin  que, 
dans  la  courbe  qui  nous  occupe,  la  relation  de  l'abscisse 
à  l'ordonnée  étant  précisément  celle  des  courbures  de  la 

parabole  aux  deux  extrémités  d'une  corde  focale, 


(?)■'-(?)■-(;)' 


cette  épicycloïde  peut  ôtrc  considérée  comme  la  courbe 
icprésentative  Av.  la  relation  en  question. 
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SDI  L4  lÊTUMMATION  D  HKB  LIMITR  SlIPÉRIEl-RB  DES 
MCiKIS  IHKR  ÉQIATION  ET  SUR  LA  SÉPARATION  lES 
RACffllS: 

Pae  m.  LAGUERRE. 

[suite  (M.] 


8.  JT ajouterai  encore,  pour  éclaircir  ce  qui  précède, 
une  seconde  application. 
Soit  Téquation 

f[x\  r=x* —  5x*  —  i6-r*-4-  lax*  —  gx  —  5  =  o, 

qui  a  été  considérée  par  M.  J.  Petersen  dans  sa  Théorie 
des  équations  algébriques  ('). 

En  sobsiituant  successivement  o  et  +  i  dans  le  poly- 
nAmey(x)  et  dans  ses  dérivées,  on  déduit  du  théorème 
de  Bndan  que  Téquation  proposée  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  les  limites  considérées  ou  qu'elle  eu  a 
deux,  et  Ton  peut  trancher  la  difficulté  en  substituant, 
comme  le  fait  INI.  Petersen  ,  un  nombre  intermédiaire 
cl  en  mettant  en  usa^e  une  règle  due  à  Fourier. 

Appliquons  la  méthode  exposée  ci-dessus  et  effectuons 
la  division  du  polynôme 

par  X*  —  X;  on  trouve  aisément 
x^  —  5x*  —  i6x^  -r- 1 2x*  —  gx  —  5 

1-    x»  — 4x»--  20.r  — 8);x=— x)  — 17X  — 5, 


[*    youvelUs  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XIX,  p.  /{g. 
(*)  Théorie  der  algebraisehen  Gleichtingenj  p.  30i. 

jiam.  de atmthémmt.,2* •érit,  l.XIX.  (Mars  1880.)  7 


m 


•-  —  '^. 


c<  q-s.:  CC--&;,  en  iici«»_:pciz.:  —^-^  sxJ^xs.:  les  puis-* 


i  «rjtt  le»  usTStsn  Stui  iezr^  infer-isir  i  cis-Iid  de  x*. 

5 

x'  —  4-r^  —  ^ox  —  ^  —  22  ~  i2  X  —  iz  ^  —  la-r^ ^ 

,    .         -    .  .5 

23  X-  —  !5r-—  ir  —  ij. 


coarloroas  qt»  l'équatioa  propoâ«e  a' a  ancniie 
compri  k  ff nire  o  ec  —  l  ;  c'est  l«s  résolut  auquel  ci 
l'appIicaLxoa  de  la  rèsle  de  Foorîer. 

IV. 

9.   Il  T    aara  soavent  liea  de    foire    sinLaluaénia&l 

m 

ufiatzv  du  théorème  de  Budan  et  du  proctkié  de  ladlvismi. 
Il  ii*»i  (acilti  du  reste  d"niia:zîner  des  ca5  très  é tendus  oà 
(lit  proctkié  est  plus  avantage  us  que  T  emploi  du  théorème 
d«f  Budan. 

Pour  en  donner  uu  exemple,  jéacncerai  d* abord»  sous 
la  t'jrrrie  suivante.  la  proposition  que  j  ai  démoatrée 
plj^  tjut  : 

/{n  rlrsigNfinf.  par  a  et.  b  deux  nombres  positif Sy  soit 
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fo  partie  entière  du  quotient  tiu  polyiwttie  f{x)  par 
(  -t — a)(x  —  b),  et  eotniiiérons  ta  suite 

:;5j  /■(»)-i'(S  — o)C 

1/(4) -»—(»-")€.-„/(»); 
dénombre  des  racines  lie  i'é^aation 

/(x)  =  0 

çui  sont  comprises  entre  a  et  b  est  nu  plus  égal  au 
nombre  lîes  'variations  des  termes  de  cette  suite,  et,  si 
ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence  est  un 
nombre  pair. 

10.  Cela  posé,  proposuDi-nous  le  problème  suivant  : 

Étant  donné,  un  polynôme  entier  f[x),  déterminer 
*ieux  limites,  entre  lesquelles  demeure  comprise  la  va- 
ieur  de  ce  polynôme,  lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs 
Komprises  entre  les  deux  nombres  positifs  a  et  b. 

II  est  clair  cjue  ce  problème  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il 
suit  : 

Trouver  deux  nombres  xet^  tels  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  ).  inférieures  à  a  et  pour  toutes  les  valeurs  de 
cette  variable  supérieures  à  p,  l'équation 

n'ait  pas  de  racine  réelle  comprise  entre  a  et  b. 

L'emploi  du  ihéorême  de  Budan  ne  peut,  en  général, 
être  d'aucun  secours  pour  la  déterminât! ou  de  ces 
nombres,  car,  si  l'on  considère  les  deux  suites 

/'«i-i,  /■(.),  /'(»■.  ... 

/it  -}..  rit),  /•;*,    ..., 


(  ï"0  ) 
on  voiujue,  4uaiidreiiscmble(lcstermesy(<i),y^(a), ... 
ei  rensembic  des  termes  y*'(i),  y*'' (i),  ...  ne  pré- 
sentent pas  le  même  nombre  de  variations,  il  est  impos- 
sible de  déterminer  X  de  telJe  sorte  que  les  deux  suites 
précéditntes  offrent  le  mèmenombrede  variations  :  ce  qui 
serait  nécessaire  pour  pouvoir  conclure  du  théorème  de 
Budan  que  Téquation  J  ix)  —  X  =  o  n'a  aucune  racine 
réelle  comprise  dans  rintcrvalle  considéré. 

J^emploierai  ici  la  méthode  de  la  division,  et,  en  dési- 
gnant comme  ci-dessus  par 

la  partie  entière  du  quotient  dey'(j:)  par  (x — a)(x — &), 

je  remarque  d'abord  que  ce  polynôme  est  aussi  la  partie 

entière  du  quotient  de /(x)  —  X  par  [x  —  à)[x  —  b). 

La  suite  (|ue  nous  avons  à  considérer  devient  ainsi 

(6)  ]  f[b]---k--b^[b-a)C,,    ..., 

(  f[b)  -  \  -  Z»"-«  (^  -  a;C«-.„  f[b]  -  X. 

Désignons  respectivement  par  a  et  par  |3  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  des  termes  de  la  suite  (5);  si  Ton  donne 
;i  Aune  valeur quelcon(|ue  inférieure  ci  a,  tous  les  termes 
(le  la  suite  (6)  sont  négatifs,  d'où  il  résulte  que  Téqua* 
lion  f[x) —  X  =  o  n'a  aucune  racine  réelle  comprise 
entre  a  et  b  lorsque  X  est  plus  petit  que  a.  On  prouve- 
rait de  même  que  cette  équation  n'a  aucune  racine  réelle 
comprise  entre  ces  limites  lorsque  X  est  plus  grand  que /3. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

La  valeur  que  prend  le  polynôme  f{x)^  quand  x 
varie  depuis  a  jusqu'à  ft,  demeure  toujours  comprise 
antre  les  nombres  «  r/  |3. 


(   ^oi  ) 

V. 

H.    J'ai    démontré   précédemmenl  qu'étant  donnée 
une  équation 

où  les  termes  sont  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  si  l*on  forme  les  polynômes 

*,(x)  nu  A,a:"-f-Bx"-f  CxP, 


le  nombre  des  racines  de  réquaiion/(x)  =  o  qui  sont 
supérieures  au  nombre  positif  a  est  au  plus  égal  an 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la 
suite 

♦,(fl),   *,(«),   4»i(«),    

* 

La  démonstration  supposait  évidemment  que  les  expo- 
sants m,  /i,  p,  ...  étaient  des  nombres  entiers  et  posi- 
tifs; mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  restriction  est 
inutile. 

En  premier  lieu,  si  quelques-uns  étaient  négatifs,  en 
multipliant /(x)  par  une  puissance  de  x  convenable- 
ment choisie  (ce  qui  n'altérerait  pas  le  nombre  des  ra- 
cines positives  de  Péquation),  on  pourrait  rendre  tous 
ces  exposants  positifs. 

En  second  lieu,  si  quelques-uns  des  nombres  m,  n, 
p,  . . .  étaient  fractionnaires,  on  arriverait  au  même 
résultat  en  changeant  x  en  a:**,  o)  étant  le  plus  petit 
commun  multiple  des  dénominateurs  des  nombres  //i,  //, 
//,  ....  Par  un  raisonnement  connu,  on  en  déduit  que 
la  proposition  subsiste  encore  lorsque  les  exposants  sont 
incommensurables. 


(      I02    ) 

Rien  n* empêche  mèoie  de  supposer  que  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  /{x)  soit  illimité,  pourva  que  U 
série  composée  de  ces  termes  soit  conTergente   pour 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Étant  donnée  l'équation 

oîi  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  décroissantes  dex  et  convergente  pour  x  =  a, 
le  nombre  des  racines  positives  de  Inéquation 

f  X    =0, 

qui  sont  supérieures  au  nombre  positif  a,  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  variations  que  présentent  les  termes 

de  la  suite 

♦«(a),  ^i[a],  4»î(a),    .  .  ., 

et,  si  ces  deux  nombres  sont  différents  y  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

Le  nombre  de  ces  variations  sera  du  reste  évidemment 
lini,  si  la  série  tend,  pour  x  =  a,  vrrs  une  limite  difTé* 
rente  de  zéro,  puisque  pour  une  valeur  suffisamment 
grande  de  n  les  termes 

doivent  avoir  le  même  signe  que /*(«). 

12.  Scmblablemeni,  étant  donnée  une  équation 

/(.r)  z^r  A  H-  B  J*  -h  Cx"  -h  DxP  -f- 

où  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  suivant  k*s 
puissances  croissantes  de  x  (les  exposants  m,  n^  /;,  ... 
pouvant  être  d^ailleurs  entiers,  fractionnaires  ou  irra- 
tionnels)  et  convergente  pour  une  valour  positive  de  x 


(  io3  ) 
égal  à  a  \  formons  la  suite  des  polynômes 

♦,(4:)=A,     <l>,{jr)=A-l-Ba:*,     *,(a:)  =  AH-Bx^-f- Cx»,..., 

Cela  posé,  le  nombre  des  racines  positi^f es  de  V équation 
f(x)  =  o  qui  sont  inférieures  à  a  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  que  présentent  les  ternies  de  la 
suite 

*,(<!),    *,(«),    *a(û),     .  .., 

ety  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence 
est  un  nombre  pair, 

VI. 

i3.  Je  donnerai  encore, en  terminant,  une  application 
de  la  règle  des  signes  de  Descartes  aux  équations  que  Ton 
obtient  en  égalant  à  zéro  les  dénominateurs  des  réduites 
de  la  fonction  e'. 

On  appelle,  comme  on  le  sait,  réduite  de  rang  n  de  la 
foDCtion  e*  une  fraction 

VÎT] 

dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  de  degré  n  tels 
que  le  développement  de  cette  fraction  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  coïncide,  jusqu'au  terme  du 
degré  a/i  inclusivement,  avec  le  développement  de  e'  (  *  ); 
on  peut  poser,  par  conséquent, 

R  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  Tordre 
dex»"+^ 


(*)  Sur  ces  réduites,  l'oir  notammcut  le  Mémoire  do  M.  Hermite   Sur 
i4ïï  /onction  exponentielle  s  p.  ^i- 


(  'o4  ) 

Ou  a  il*ailleurs 

cil  sorte  que  le  polynôme  F(j:)  ne  présente  que  des 
\arialions;  par  suite,  l'équation 

F;  XI  =  o 

nv.  peut  avoir  que  des  racines  positives. 

Le  polynôme  4^(x),  étant  égal  à  F(  —  j:),ne  présente 
que  des  permanences.  J'observe  maintenant  que  la  série 
R  satisfait  à  Téqualion  difTérentielle 

Cette  série  est  de  la  forme 

où  m  doit  prendre  tontes  les  valeurs  entières  depuis 
stn  +  i  jusqu'à  Tinfini.  En  substituant  cette  expression 
dans  Téquation  différentielle,  on  voit  aisément  que  Ton 
a  identiquement 

d'où  la  relation  suivante  : 


*»in4-i  —  7       -    -  ^  -  -  -   t%m» 


m  ~  n 

[m  —  2«)(//i  4-  i) 

La  fraction 

m  —  n 

\m  —  2/1  '  ./Il  -f- 1) 


étant  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures 
à  2/1,  on  en  conclut  que  tous  les  termes  de  la  série  R  ont 
le  munie  signe. 

Par  suîlc,  le  polynôme  ^{x)  et  la  série  R  n'ayant  que 


{  io5  ) 
des   permaueiices,   on   voit  que    le   développement  de 
^'F(x)  présente  au  plus  une  seule  variation  ^  Téquation 

qui  a  les  mêmes  racines  que  l'équation  F(.r)  =  o  et  dont 
le  développement  est  d'ailleurs  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  variable,  a  donc,  en  vertu  de  la  règle 
des  signes  de  Descartes,  une  racine  positive  au  plus;  Té- 
quation  F(x)  =  o  ne  peut  avoir  du  reste  que  des  racines 
positives. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  nombre  n  est  pair,  F  équation  F  (x)  =  o  a  toutes 
ses  racines  imaginaires . 

Si  ce  nombre  est  impair,  elle  a  une  seule  racine 
réelle. 


NOTE  SUR  LA  SÉRIE  DE  TAYLOR; 

Pae  m.  e.  amigues, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Mines. 


M.  Jules  Kœnig  a  déduit  des  propriétés  élémentaires 
des  séries  une  démonstration  nouvelle  de  la  formule  de 
Tavlor  (^).  On  peut,  en  partant  du  même  principe,  don- 
ner une  démonstration  encore  plus  simple. 

Ou  sait  que  pour  tout  polynôme  de  degré  m^f[x)j 
on  a 

/>  +  A)  =/(x)  +  ^/-(x)  +  . . .  +  .  -A"       /(-) (x). 

J  1    •  ^  •    •    •  r/ • 


f*  ;.  youvelies  Annales  de  Mathématiques,  187/1. 


io6 

C>t(e  formule  remnrquable  c- induit  loul  naitarelle- 
ment  â  étudier  la  série  suivante 

I  J   .T /     r /      X    -r-..., 

I  1.2 

dans  laquelle? y*  jt^  est  une  fonction  quelconque. 

(leMenéi'ie  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de 
h  et  p^iur  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  rendent  infinie 
aucune  des  quantités  /[^  ''^/'[x  ''/^i^)^  ••  •  • 

Cette  convergence  se  déduit  a  fortiori  de  la  conver- 
gence de  la  série  suivante 


-  »I  H M  H .^ 

I  1.2  I  .  2  .  O 


BI  H M  H M  -\ M  -+-... , 


dans  laquelle  h'  représente  la  valeur  absolue  de  h  et  Ai 
la  plus  grande  valeur  absolue  desquanlitésy(x),y'(x)y 

J    l  •*•  y  ï   •  •  •  • 

l^a  série  convergente  (i  )  est  une  fonction  de  x  et  de  A, 
et  il  est  visible  que  cette  fonction  a  même  dérivée  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  A.  Or  toute  fonction  À  (x,  A) 
(|ui  a  celte  propriété  est  de  la  forme  <jf  (x  +  A). 

Kn  ellet,  soit 

on  n  alors 

\[.v^h]     ;  À(*,  tt  —  J?)  .-^■Ji(x,  m)=z  <ji(j:,  jr-f-  A), 

Kxprimant  alors  que  ^  (x,x  +  A)  a  la  même  dérivée 
par  rapport  h  x  que  par  rapport  h  A,  on  a 

f .  [jc.JT  ~\-  h]  4-  f^A  (x,  a:  -4-  II)  =z  ^'j,^f,  (x,  x-hh) 

OU,  en  réduisant, 

^î'I.iJ^,^ --:-/')    -  o. 

Donc  la  fonction  ^  ne  contient  x  que  par  la  somme 
T-h  A. 

On  a  ainsi  pour  faire  la  somme  de  la  série  (i)  la  for- 


(  '«7  ) 
mole 

1  I    •  ^ 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  A  =  o  et  pour  toute 
valeur  de  x,  on  voit  que  la  forme  ^  n'est  autre  que  la 
forme  y,  d'où  la  formule  de  Taylor 

/(x  -+-  A)  =/(x)  +  -f  (x)  +  — /"(x)  +  .  .  .  . 

Nous  ferons  remarquer  en  premier  lieu  que  la  démons- 
tration précédente  s'étend  au  cas  où  h  et  a:  ont  des  va- 
leurs imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  h'  représente 
le  module  de  h  et  M  le  plus  erand  module  des  quantités 
f{x),f{x),f'{x),.... 

En  outre,  cette  démonstration,  comme  celle  de 
M.  Kœnig,  offre  cet  avantage  qu'elle  permet  de  dévelop- 
per les  fonctions  en  série  en  évitant  la  fastidieuse  discus- 
sion du  reste. 

Néanmoins,  comme  la  forme  du  reste  est  utile  dans 
certaines  questions,  notamment  dans  l'étude  de  la  réso- 
lution numérique  des  équations  par  la  méthode  de 
Newton,  il  importe  de  compléter  ces  démonstrations  et 
toutes  celles  qui  leur  seraient  analogues. 

A  cet  effet,  désignons  par  A  une  quantité  quelconque  et 
par  (f  (h)  une  fonction  arbitraire  de  A,  assujettie  h  cette 
condi  tion  que  q>  (  o  )  =  o . 

On  a  évidemment 


\ 


/  X  ^- A  )=/(x)+*/'(.r  ;.  +  ... 


2    .  .:..Jl..../i-)r)+ A  •>{/,) 


1.2...     // 


(   loS  ) 

DélermillOQs  A  de  façon  que  la  seconde  partie  du 
second  membre  soit  nulle,  c'est-à-dire  par  Téquation 

I  .1,  .  .{/I  -*-  2j  ^ 

Si,  dans  le  second  membre  de  celte  équation,  on  rem- 
place a:  par  z  et  A  par  x  -+-  A  —  z,  ce  second  membre, 
sans  cesser  d'être  une  série  convergente,  devient  une 
fonction  de  z  que  nous  désignerons  par  F(2).  On  a  donc 


I  .2.  .  .(//-f-  2)  ^     ' 

Il  est  maintenant  visible  que  F(x)=:o,  d'après 
Téquation  (3),  qui  définit  A;  et  aussi  queF(x  +  A)=r  o, 
puisqu'on  suppose  ^  (o)  =  o.  Donc,  quand  z  varie  de  x 
à  x+  A,  la  fonction  F{z)  ne  peut  être  ni  toujours  crois- 
sante ni  toujours  décroissante  :  donc  la  fonction  F'(z) 
ne  peut  être,  entre  ces  limites,  ni  toujours  positive  ni 
toujours  négative.  Cette  dérivée  est  très  simple  : 

(4)     F'(.)=  Ay'(x  +  A  -  *)  -  -'^^^^^'J'y^.  (,). 

Supposons  que  les  fonctions  a/ [x '\- h  —  z)  et 
y*(»+i)^5^  soient  continues  quand  z  vari«  de  x  a  x-4- A. 
Alors  la  fonction  F'(z)  est  aussi  continue  entre  ces 
limites,  et,  comme  elle  n'y  garde  pas  le  même  signe,  elle 
doit  s'annuler  pour 

z  —  x-hBk     (o<e<i). 

Ecrivant  que  la   valeur  (4)  de  F'{z)  s^annule  pour 


(  '«9  ) 
^elle  valeur  particulière  de  2,  on  obtient 

0  =  Aç'[A(,  -  9)]-  ^I1-1l>,+.)(,+  e,,), 

ce  qui  donne  une  valeur  de  A  sous  forme  finie,  maïs  avec 
une  quantité  0  dont  on  ne  connaît  que  les  limites. 

La  formule  (a )  devient  alors,  en  y  portantcette  valeur 
de  A  et  en  remarquant  que  la  seconde  partie  du  second 
membre  est  nulle, 

^[à[t  —  d)]   I.2..  ./î  ^ 

Cette  forme  du  reste  est  très  générale,  puisqu'elle  con- 
tient une  fonction  arbitraire  9(j^)  qui  n'est  assujettie 
qu*à  deux  conditions,  savoir  :  que  cf(o)  soit  nulle  et  que 
^{jr)  reste  continue  quand  y  varie  entre  o  et  h.  Cette 
forme  n'est  point  nouvelle;  M.  Bourget  Ta  obtenue  par 
un  calcul  diflerent  de  celui  qui  précède  ('). 

La  fonction  f(A)  =  /i'  satisfait  aux  conditions  pres- 
crites, pourvu  que  /  soit  un  entier  supérieur  à  o.  On 
obtient  ainsi  la  forme  classique  du  reste 

^  1.2.  ../l''        ^      ^ 


I     I  .  2  .  .  .  /I 


Enfin,  pouri=  i  on  a  la  forme  de  Cauchy  et  pour 
I  =  /i  -4-  I  on  a  la  forme  de  Lagrange. 


'^  Xuuvelles  Annales  de  Mathématitjues,  1870. 


(   io8  ) 

termiiious  A  de   façon  que  la  seconde  partie  du 
^d  membre  soit  nulle,  c^est-à-dire  par  rëquation 

0=:~  A-pf^lH ^"^' -/C^Oforl 

Si,  dans  le  second  membre  de  celte  équation,  onran- 

lace  a:  par  z  et  A  par  x  -+-  A  —  z,  ce  second  membn; 

ans  cesser  d'être  une  série  convergente,  devient  une 

fonction  de  z  que  nous  désignerons  par  F(2).  On  a  doàc 


1  .2.  .  .^//  -f-  2)  ^    ' 


•  •■• 


Il  est  maintenant  visible  que  F(x)=o,  d'aprai 
rëquation  (3),  qui  définit  A;  et  aussi  qucF(x  +  A)=pOa 
puisqu'on  suppose  f  (o)  =  o.  Donc,  quand  z  varie  de  X 
à  x+  A,  la  fonction  F(z)  ne  peut  être  ni  toujours  croit* 
santé  ni  toujours  décroissante  :  donc  la  fonction  F'(sl 
ne  peut  être,  entre  ces  limites,  ni  toujours  positive  ni 
toujours  négative.  Celte  dérivée  est  très  simple  : 

(4)     F'(«)=  Ay'(x  +h-z)-  ^f.-tA-~'I/>^,  (,). 

Supposons     que    les     fonctions    c/ [x '\- h  —  z)    rf 
/^"^^^[z)  soient  continues  quand  z  varir  de  x  à  x-4-A 
Alors  la  fonction  F'(z)   est  aussi  continue  entre  a 
limites,  et,  comme  elle  n'y  garde  pas  le  même  signe,  el 
doit  s'annuler  pour 

z--x-hBh     fo<ô<i'. 
Ecrivant  que  la   valt*ur  (4)  de  F^{z)  s^annule  f 


(  I«ï  ) 

de  d^ré  m  —  i  en  x  les  m  — p  suivantes, 


çp(x)  zrro, 

et  Ton  ^ale  à  zéro  le  déterminant  du  système  de  ces  m 
équations  considérées  comme  linéaires  en  x^""*,  jc*""*, .. ., 


,    X». 


Si  Ton  désigne,  d'une  manière  générale,  paryj,  et  f  ^ 
les  polynômes 

/^=  Atx«*-h  A,  jr»*-'  -f- . . .  -h  A^, 
Inéquation  (3)  pourra  s'écrire 


A,,  or*-»* 


OU  bien 


par  suite 

(4) 


çj.-,       B^+^-^x—»*  -h ...  4-  B^ 
/^_,ç(x)  —  ?,.-./(x)  =  o. 


Soit  Gtii.v  le  coefficient  de  x^"''  dans  cette  équation  ;  on 


Le  déterminant  de  Cauchy  sera  donc 


O»»— ;M-I,I 

\Jm—p^\.7 

•  •  • 

•      •      • 

^«— ^^  t,m 

Oji— ^+1,1 

G«,-p+,.î 

•  •  • 

•       •      « 

\Jm—p-\-i,m 

G... 

G«.j 

■  •  • 
•  •  • 

•       •       • 

•       •       * 

Qfm,m 

B. 

B. 

B, 

o 

O 

O 

B. 

B,-. 

B, 

o 

i           o 

o 

B. 

•      •       • 

•   •   • 

B, 

(  «"o  ) 
on  voit  que,  quandreiisembledeslerniesy'(«),y'(a), ... 
et  Teuserablc  des  termes  f'{b)^  /"(b)^  ...  ne  pré- 
sentent pas  le  même  nombre  de  variation^,  il  est  impos- 
sible de  déterminer  X  de  telle  sorte  que  les  deux  suites 
précédentes  offrent  le  mêm<^nombrede  variations  :  ce  qui 
serait  nécessaire  pour  pouvoir  conclure  du  théorème  de 
Budan  que  Téquation  J{x)  —  X  =  o  n'a  aucune  racine 
réelle  comprise  dans  riniervalle  considéré. 

J'emploierai  ici  la  méthode  de  la  division,  et,  en  dési- 
gnant comme  ci-dessus  par 

la  partie  entière  du  quotient  dey'(x)  par  (x — a)[x — i), 

je  remarque  d'abord  que  ce  polynôme  est  aussi  la  partie 

entière  du  quotient  de /(x)  —  X  par  (x  —  ^)(^  —  b). 

La  suite  que  nous  avons  à  considérer  devient  ainsi 

(6)  /(6)-X-6'(6~«)C.,  ..., 

Désignons  respectivement  par  a  et  par  |3  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  des  termes  de  la  suite  (5);  si  l'on  donne 
/i  X  une  valeur  quelconque  inférieure  à  a,  tous  les  termes 
(le  la  suite  (6)  sont  négatifs,  d'où  il  résulte  que  l'équa- 
tion f{x) —  X  =  o  n'a  aucune  racine  réelle  comprise 
entre  a  et  &  lorsque  X  est  plus  petit  que  a.  On  prouve- 
rait de  même  que  cette  équation  n'a  aucune  racine  réelle 
comprise  entre  ces  limites  lorsque  X  est  plus  grand  que /3. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

La  valeur  que  prend  le  polynôme  f{x)^  quand  x 
varie  depuis  a  jusqu'à  i,  demeure  toujours  compiise 
entre  les  nombres  a  et  ^. 


•  •  •  .        - 
•  •  *  •  *   • 


(  'ÛI  ) 

V. 

11.    J'ai    démontré   précédemment  qu'étant  donnée 
une  équation 

f[x]  —  Ax~-T-Bx»-f-Cx''-4-..  .  =0, 

où  les  termes  sont  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  si  Ton  forme  les  polynômes 

4»!  [x]  =  A».r"  H-  Bx", 
*,(x)  r=  At-r^-f-Bx"-»-  CxP, 


le  nombre  des  racines  de  réquatîon^(x)  =  o  qui  sont 
supérieures  au  nombre  positif  a  est  au  plus  égal  an 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la 
suite 

<ï>.(fl;,   *,(a),   <I>3(tf),    .  ... 

« 

La  démonstration  supposait  évidemment  que  les  expo- 
sants 171,  /i,  p,  ...  étaient  des  nombres  entiers  et  posi- 
tifs; mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  restriction  est 
inutile. 

En  premier  lieu,  si  quelques-uns  étaient  négatifs,  en 
multipliant  y*(x)  par  une  puissance  de  x  convenable- 
ment choisie  (ce  qui  n'altérerait  pas  le  nombre  des  ra- 
cines positives  de  Téquation),  on  pourrait  rendre  tous 
ces  exposants  positifs. 

En  second  lieu,  si  quelques-uns  des  nombres  m,  tz, 
p,  • . .  étaient  fractionnaires,  on  arriverait  au  même 
résultat  en  changeant  x  en  x**,  ci)  étant  le  plus  petit 
commun  multiple  des  dénominateurs  des  nombres  m,  /?, 
//,  ....  Par  un  raisonnement  connu,  on  en  déduit  que 
la  proposition  subsiste  encore  lorsque  les  exposants  sont 
incommensurables. 


(     «02    ) 

Rien  n^empèche  môme  de  supposer  que  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  f(x)  soit  illimité,  pourvu  que  la 
série  composée  de  ces  termes  soit  convergente  pour 
a:  =  a. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  l 'équation 

OU  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  satinant  les 
puissances  décroissantes  dex  et  conuergente  pour  x  =  a, 
le  nombre  des  racines  positives  de  V équation 

/(x)  =  o, 

qui  sont  supérieures  au  nombre  positif  rt,  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  variations  que  présentent  les  termes 
de  la  suite 

*o(rt),   *i(fl),   *j(rt),    .  .  ., 

et  y  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

Le  nombre  de  ces  variations  sera  du  reste  évidemment 
iini,  si  la  série  tend,  pour  x  =  a,  vf^rs  une  limite  diffé- 
rente de  zéro,  puisque  pour  une  valeur  suffisamment 
grande  de  n  les  termes 

doivent  avoir  le  même  signe  qucf[a), 

12.  Sembiablement,  étant  donnée  une  équation 

/(.r)  =  A  -f-  Bj."^  -h  Cx"  -!-  DxP  -^ 

où  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  (les  exposants  m,  /t,  p^  ... 
pouvant  être  d^ailleurs  entierS|  fractionnaires  ou  irra- 
tionnels)  et  convergente  pour  une  valcMir  positive  de  x 


(  io3  ) 
égal  à  a\  formons  la  suite  des  polynômes 

Cela  posé,  le  nombre  des  racines  positives  de  l' équation 
f{x)  =  o  qui  sont  inférieures  à  a  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la 
suite 

*•(«)»  *•{«),  *î(«)»    •••> 

et,  si  ces  deux  nombres  sont  différents  y  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

VI. 

13.  Je  donnerai  encore,  en  terminant,  une  application 
de  la  règle  des  signes  de  Descartes  aux  équations  que  Ton 
obtient  en  égalant  à  zéro  les  dénominateurs  des  réduites 
de  la  fonction  e'. 

On  appelle,  comme  on  le  sait,  réduite  de  rang  n  de  la 
fonction  e*  une  fraction 

dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  de  degré  n  tels 
que  le  développement  de  cette  fraction  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  coïncide,  jusqu'au  terme  du 
degré  a/i  inclusivement,  avec  le  développement  de  e'  ('  ); 
on  peut  poser,  par  conséquent, 

R  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  Tordre 


(*)  Sur  ces  réduites,  l'o/r  noUmmciit  le  Mémoire  de  M.  Hermiie   Sur 
léi  fonction  exponentielle^  p.  /j. 


(..6) 

Je  dois  ajouter  que,  dans  ce  qui  suit,  j^admets  comme 
connue  la  composition  de  deux  forces  concourantes,  que 
je  prends  pour  point  de  départ  et  que  je  fais  immédiate- 
ment suivre  du  théorème  que  voici  : 

Théorème.  —  Si  Von  considère  dans  un  plan  deux 
forces  appliquées  en  des  points  quelconques ^  et  qu^on 
fasse  tourner  ces  Jorces  d'angles  égaux  et  de  même 
sens  autour  de  leurs  points  d' application  : 

i^  Le  point  de  concours  de  leurs  directions  décrit 
une  circonférence  ; 

a®  La  direction  de  la  résultante  passe  par  un  point 
fixe  de  cette  circonférence  ; 

i^  Cette  direction  tourne  du  même  angle  que  les 
composantes, 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  assez  simple  pour 
que  je  n'aie  pas  besoin  de  la  donner  ici. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  l'on 
prend  constamment  pour  point  d'application  de  la  résul- 
tante un  point  de  sa  direction,  fixe  par  rapport  au  point 
de  concours  des  directions  des  composantes,  ce  point 
d* application  se  mouvra  sur  un  limaçon  de  Pascal* 

Centre  de  composition,  —  Comme  nous  pouvons 
prendre  pour  point  d'application  de  la  résultante  des 
deux  forces  un  point  quelconque  desa  direction,  nous  con- 
sidérerons cette  résultante  comme  constamment  appli- 
quée au  point  de  sa  direction  qui  reste  fixe,  lorsqu'on  fait 
tourner  les  composantes  d^angles  égaux  et  de  même  sens. 
Nous  appellerons  ce  point  le  centre  de  composition  des 
deux  forces. 

Pour  définir  géométriquement  la  position  de  ce  point, 
considérons  dans  un  plan  deux  forces  F  et  F'  appliquées 
aux  points  A  et  A'  et  dont  les  directions  se  coupent  en 


(  io5  ) 
des  permaueiices,   on   voit  que    le   développement  de 
^'F(x)  présente  au  plus  une  seule  variation  ;  l'équation 

e*F[x]  =1  o, 

qui  a  les  mêmes  racines  que  Téquation  F(j:)  =  o  eidont 
le  développement  est  d'ailleurs  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  variable,  a  donc,  en  vertu  de  la  règle 
des  signes  de  Descaries,  une  racine  positive  au  plus  *,  Té- 
qualion  F(x)  =  o  ne  peut  avoir  du  reste  que  des  racines 
positives. 
D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  nombre  n  est  pair,  f  équation  F(a:)  =  o  a  toutes 
ses  racines  imaginaires. 

Si  ce  nombre  est  impair,  elle  a  une  seule  racine 
réelle. 


NOTE  SUR  LA  SÉRIE  DE  TAYLOR; 

Par  m.  E.  AMIGUES, 
Professeur  de  MaUiématiques  spéciales  au  lycée  de  Mines. 


M.  Jules  Kœnig  a  déduit  des  propriétés  élémentaires 
des  séries  une  démonstration  nouvelle  de  la  formule  de 
Tavlor  (').  On  peut,  en  partant  du  môme  principe,  don- 
ner une  démonstration  encore  plus  simple. 

Ou  sait  que  pour  tout  polynôme  de  degré  m^f[x)^ 
on  a 

/>  +  /.)=/(x;h-^/'(x;  +  ...+       ^---/i->(x]. 

I  a    •  ^  •    •    .  fti 


**  .  Moweffes  Annales  de  Mathématiques,  187/1. 


'    io6 

Oue  forma  le  rpmarqaablc  coodoit  toat  namrelle- 
ment  à  étudier  la  série  ^aifante 

I  1.2 

dans  \3kf\ue\\(^ / <  x)  est  nne  fonction  quelconque. 

(^tte  série  est  confergente  {K>ar  tontes  les  Taleursde 
A  et  ponr  tontes  les  valeurs  de  x  qui  ne  rendent  infinie 
aucune  des  quantités  J\x)^f'[x)^J''[x),  .... 

Cette  convergence  se  déduit  a  fortiori  de  la  conver- 
gence de  la  série  suivante 

M  H M  H M  -\ r  M  -f-. . . , 

I  l  .'2  1.2.3 

dans  laquelle  }J  représente  la  valeur  absolue  de  A  et  M 
la  plus  grande  valeur  absolue  desquantitésy(x),y'(x), 

J  (^ j»  •  •  •  • 

La  série  convergente  (i)  est  une  fonction  de  x  et  de  A, 

et  il  est  visible  que  cette  fonction  a  même  dérivée  par 

rapport  i  x  et  par  rapport  à  A.  Or  toute  fonction  X  (x,  A) 

qui  a  cette  propriété  est  de  la  forme  <{/(x  +  A). 

Kn  cfTet,  soit 

X  -h  //  :=  a; 
on  n  alors 

Exprimant  alors  que  ^(x,x  + A)  a  la  même  dérivée 
par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  A,  on  a 

>|i'.  [x,x  -}■  ^)  -f.  f^A  [x,x  -I-  A)  =  ^'^^  (x,  X  -4-  A) 

on«  en  réduisant, 

•^'x[x,T'\'  h]--  o. 

Donc  la  fonction  ^  ne  contient  x  que  par  la  somme 
X  -♦-  /i. 

On  a  ainsi  pour  faire  la  somme  de  la  série  (■)  la  for- 


(  ">7  ) 
mule 

I  I   •  2 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  /i  =  o  et  pour  toute 
valeur  de  x,  on  voit  que  la  forme  ^  n'est  autre  que  la 
forme  y,  d'où  la  formule  de  Taylor 

/(x  +  A)=/(.r)+ -/'(,)+ -—/''^xl  +  .... 

Nous  ferons  remarquer  en  premier  lieu  que  la  démons- 
tration précédente  s'étend  au  cas  où  h  et  a:  ont  des  va- 
leurs imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  h'  représente 
le  module  de  h  et  M  le  plus  grand  module  des  quantités 
f[x),f{x),f'{x),.... 

En  outre,  cette  démonstration,  comme  celle  de 
M.  Kœnig,  offre  cet  avantage  qu'elle  permet  de  dévelop- 
per les  fonctions  en  série  en  évitant  la  fastidieuse  discus- 
sion du  reste. 

Néanmoins,  comme  la  forme  du  reste  est  utile  dans 
certaines  questions,  notamment  dans  l'étude  de  la  réso- 
lution numérique  des  équations  par  la  méthode  de 
Newton,  il  importe  de  compléter  ces  démonstrations  et 
toutes  celles  qui  leur  seraient  analogues. 

A  cet  eQet,  désignons  par  A  une  quantité  quelconque  et 
par  f  (h)  une  fonction  arbitraire  de  A,  assujettie  à  cette 
condition  que  o[o)=  o. 

On  a  évidemment 

/  .r  -:-  h]z=/{x'  -f-  -fi-r]  -^ ■  •  •  • 

_;_  _.. '!l   .-/('•)..r)+ A*7i• 
Ao    //)  -r- /•t''+')    .r'-i-...      . 

•  •        '  1.2...//  -:-  I  1 


(  io8  ) 

Détermiiious  A  de   façon  que  la  seconde  partie   da 
second  membre  soit  nulle,  c*est-à-dire  par  Tëqaation 


^^     '  1.2.  .  .1/1  -hl)  ^      ' 

-i- ,  /(•+»)  (.r)  4-.... 

V  j 

Si,  dans  le  second  membre  de  celte  équation,  on  rem- 
place X  par  z  et  h  par  x  -f-  A  —  -z,  ce  second  membre, 
sans  cesser  d'être  une  série  convergente,  devient  une 
fonction  de  z  que  nous  désignerons  par  F(2).  On  a  donc 

I  .2.  .  .(/i  H-  2)  ^     ■ 

Il  est  maintenant  visible  que  F(x)=o,  d'après 
Téquation  (3),  qui  définit  A;  et  aussi  queF(x  H- A)  =  o, 
puisqu^on  suppose  f  (o)  =  o.  Donc,  quand  z  varie  de  x 
à  x-l-  A,  la  fonction  F(^)  ne  peut  être  ni  toujours  crois- 
sante ni  toujours  décroissante  :  donc  la  fonction  F'(z) 
ne  peut  être,  entre  ces  limites,  ni  toujours  positive  ni 
toujours  négative.  Cette  dérivée  est  très  simple  : 

(4)    F'(*)=  Af  (X  +  A  -  *) -  f±±A-  *J:y^.  (,). 

M     .    JU   *     %     .   /if 

Supposons  que  les  fonctions  ^'[X'\-h  —  z)  et 
y(»+*)(s)  soient  continues  quand  z  vari«i  de  x  à  x  +  &. 
Alors  la  fonction  F'(z)  est  aussi  continue  entre  ces 
limites,  et,  comme  elle  n'y  garde  pas  le  même  signe,  elle 
doit  s'annuler  pour 

2-x-f-GA     (o<G<i;. 
Écrivant  que  la   valeur  (4)  de  ^'{z)  s'annule  pour 


(  '«9  ) 
reltc  valeur  particulière  de  z,  on  obtient 

o  =  Aç'[A{.  -  9)]-  ^.L^r-j;:/(«^.)(,  +  eh), 

1  •  J»  •   «   •  /s 

t 

ce  qui  donne  une  valeur  de  A  sous  forme  Unie,  mais  avec 
une  quaiililé  Q  dont  on  ne  connaît  que  les  limites. 

La  formule  (  2  )  devient  alors,  en  y  portantcette  valeur 
de  A  et  en  remarquant  que  la  seconde  partie  du  second 
membre  est  nulle, 

/[x  +  A)=/,x]^-^/^.rr)^-  . . .  -4-         'îl_  /(.)(^) 

A  l    m   J>  •    •    »  ft 

^--fT- Tn— ^/C-^')   x-^Ô/*^. 

f[n\i  —  d)]    1 .2. .  ./i  ' 

Cette  forme  du  reste  est  très  générale,  puisqu'elle  con- 
tient une  fonction  arbitraire  (f(y)  qui  n*est  assujettie 
qu'à  deux  conditions,  savoir  :  que  (f(o) soit  nulle  et  que 
?'(y)  ''^slc  continue  quand  y  varie  entre  o  et  h.  Cette 
foi  me  n'est  point  nouvelle^  M.  Bourget  Ta  obtenue  par 
un  calcul  différent  de  celui  qui  précède  (*). 

La  fonction  f(/i)  =  /i'  satisfait  aux  conditions  pres- 
crites, [>ourvu  que  i  soit  un  entier  supérieur  à  o.  On 
obtient  ainsi  la  forme  classique  du  reste 

f.x^h  zL^  fxx\  -+-...  H ^- — y^-)  \x\ 

1,2, , .n 


I     I  .  7. .  .  .  /I 


Enfin,  pouri=  i  on  a  la  forme  de  Cauchy  et  pour 
i  =  /i  -f-  I  on  a  la  forme  de  Lagrange. 

\  *  .  XottvtlUs  Annales  de  Siach^matit/ues.  1870. 


SUR  U  TRANSFORMATION  BU  BBTIRMINANT  W 1.  SYLVESTBR 

EN  CELUI  BBGAUGHY; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


Lorsqu'on  a  deux  équations,  V\inef{x)=o  de  de- 
gré m,  Tautre  y(j:)  =o  de  degré  p  (nous  supposeront 
p<^m)y  savoir 

(1)  /(ar)=:A.^-4-A,a:*'-f-...-!-A,rr:0, 

(2)  ^(x)  =:B,j:^  -f-B.J:!'-'  -f...  .H-Bp=iO, 

on  peut  exprimer  sous  deux  formes  diflerentes  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  deux  équa- 
tions aient  une  racine  commune. 

L'une  d'elles,  due  à  M.  Svlvester,  s*oblient,  comme 
Ton  sait,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  d'ordre  m  +  /? 
du  système  des  m-\-p  équations 

xP-'f[x):=zo,      j;-- 'ç(j:)r~o, 
jr/^»/(x)  rrr  O,      j:*-'y  {  x)  =  O, 


j-/(jt)— O,  .rç(x)=0, 

f[x)z:-iOy  ç(x)  =  0, 

considérées  comme   linéaires  en   x'"+''~*,  a""*"''"*,  ..., 


»A-  ,     «A» 


La  seconde  a  été  donnée  par  Cauchy  :  elle  s'obtient 
en  égalant  a  zéro  un  déterminant  d'ordre  m  que  Ton 
forme  comme  il  suit.  On  considère  les  p  équations 

'  A..r5^'  -h  A,x!^4-^.  .jl-  A^_, 


Aj^-r— i'-f-A,,^.,:!:— «*-'-f-.  .  .-4-A, 


•--"- 1 


'  B^+^_«.r*--!*4-  Bji^^.^_|.,x*   î*   '  -i-  .  .  .  -f-  B^ 

qu'on  obtient  en  donnant  à  fz  les  p  valeurs  m  — /; -f-  1, 
m — /)  4-2,  ...,//!  —  1^  /^*  5  on  ajoute  à  ces  />  équations 


(  '"  ) 

de  d^ré  m  —  i  en  x  les  m  — p  suivantes, 


Xff[x]  z=o, 
if(x)  —o, 

et  l'on  égale  à  zéro  le  déteriuinant  du  système  de  ces  m 
équations  considérées  comme  linéaires  enx"~*,  x*""*, ..., 


j^%  j^  • 


Si  Ton  désigne,  d'une  manière  générale,  par^^  et  (f^ 
les  polynômes 

Téquation  (3)  pourra  s'écrire 


on  bien 


par  suite 

(4)  A-x^(^)  —  ?ii-«/l^)  =  o- 

SoitGt&.v  le  coefficient  de  x^""  dans  cette  équation  ;  on 
aura 


"T~    t^ji^v"*  ~T~  .   .  .  ~T~  tj|i,«. 

Le  déterminant  de  Cauchy  sera  donc 

•  •         ...  .  .  •         \Jm—p-i  i,m 

•  •  •  .  •  ...        \Jm — ft-t-i,m 


Om-f+'i.t 

G 

w— ^4-t.t 

Gm-f+t., 

G 

*— p+a.J 

• 

0... 

Gm,7 

B. 

B. 

o 

B. 

o 

o 

•    ..••>• 


Bp^i      Bf 


B. 


o 
o 
B. 


(  "O 

Nous  allons  démontrer  que  ce  déterminant  est  idiïn- 
tique,  à  un  facteur  numérique  près,  à  celui  de  M.  Syl- 
vester,  savoir 


A  = 


A«        A|       A]        ...      A«i        o         o 

o         A«       A,        ...     Am— I     km        o 

o  o  A^  •  •  •         •  .  •       "m I       '*'<■ 


o  o 
B.  B, 
o        B. 


A. 

o 

B. 


A. 


B. 


o  o 

o  o 

o  o 

•  > 

Ajn_i  Am 

o  o 


B 


p-\ 


B. 


Ce  déterminant  renferme  le^  coefficients  Â  dans  ses 
p  premières  lignes  et  les  coefficients  B  dans  les  m  der- 
nières. 

Pour  opérer  la  transformation  de  ce  déterminant  en 
celui  de  Cauchy,  remplaçons  les  éléments  de  la 
(p  -i-  i)'*"'  ligne  de  A,  savoir 

Bc,  B|,   •••)  B^y  o,  o,   ••.,  o,  o, 

par  les  sommes  que  Ton  obtient  en  ajoutant  entre  eux 
les  éléments  d'une  même  colonnede  A,  après  avoir  mul- 
tiplié les  éléments  des  lignes  successives  respectivement 
par 

les  sommes  obtenues  sont  évidemment  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x  dans  la  fonction 

/^,^(x)— «p,_,/(.r). 

On  sait  que  cette  fonction  n'est  que  de  degré  m  —  i  et 
que  Ton  a 


/m  .?(^;  -  ?-.-./(^;  =  G.., 4:*-'  -h  G«.,x"-»-4- . .  .  4-G„; 


(  "3  ) 
les  ëléments  de  la  (^  +  i  )'^'"^  ligne  deviennent  donc,  par 
cette  transformation^ 

Oy       Oy       Oy        •     .    .    y       Oy       (jlH,  i  9       ^«,1»        •    •    •>      GjH,»' 

La  substitution  de  ces  éléments  à  la  place  de  ceux  de 
la  {p  + 1)**"*  ligne  de  A  a  eu  pour  effet  de  multiplier  le 
déterminant  A  par  Ao. 

Laissant  actuellement  intacts  les  éléments  de  la  pre- 
mière et  de  la  {p  •+•  i)**"*  ligne,  multiplions  ceux  de  la 
deuxième,  troisième,  . . . ,  y?*^"*  respectivement  par 

ceux  delà  {p  4-  a)»*»%  (p  4-  3 )•*"»%  . . . ,  (p  ^-  '«)»*»•  res- 
pectivement par 

et  remplaçons  les  éléments  de  la  {p  +  a)**"**  ligne  de  A 
parles  sommes  qu^on  obtient  en  ajoutant  par  colonnes  les 
éléments  ainsi  modifiés;  ces  sommes  sont  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x  dans  la  fonction 

qui  est  égale  h 

Cette  substitution  a  encore  pour  effet  de  multiplier  A 
par  Ao. 

En  laissant  maintenant  intacts  les  éléments  des  deux 
premières  lignes  et  ceux  de  la  (p-4-i)'*™  et  de  la 
(p  -h  a)***^,  multiplions  ceux  des  troisième,  quatrième, 
cinquième,  . .  • ,  p^^  rangées  respectivement  par  —  Bo, 
— B,,...,  — Bp.„ceuxdes(p-h3y*'"%  ...,  (p-hm)'*»* 
par  +  Ao,  Ai,  . . .,  Am.i%  et  ajoutons  les  éléments  mo- 
difiés par  colonnes  ;  on  obtient  les  éléments 

O,    O,     .  •  •  ,    Oy    G«i— ij,     CXiii—l.ly     •  •  •»     Gii— «.m. 
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Après     p 

(/>-}-2)»*'"% 

placées  par 


o,  o,  o, 
o,  o,  o, 
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Opérations     analogues,    les     (/> -f- 1)'*"*^ 
.  . ,  (2/7)'^""*  rangées  de  A  auront  été  rcni- 


0,0,0,     .  .  •  ,    O,    Urfl|_^^|^|,    ljfl|_y,^_|,2,     .  .  «  ,    VTm-^-4-l«M* 

Les /7i  —  ^  dernières  rangées  de  A  n^auront  pas  varié, 
et  A  aura  élé  multiplié  par  Al\  on  aura  donc 

Ao  A|   ...    .       An.  000.  o  o 

o     Ao     .  .  .      .        Am^i  An,  00.  o  o 


0 

0 

.  .  .  Ao 

•  •  •  • 

m     • 

• 

• 

• 

A/n_i 

A. 

0 

0 

...    0 

Gfl,,i 

G^.a 

• 

• 

• 

vFiw.in— 1 

G... 

K  ^  - 

0 

0 

...    0 

^Jm—\,i 

G«-,.2 

• 

• 

• 

'''m— i,w— 1 

G^,.. 

• 

• 

.  •  •    • 

• 

• 

• 

O      o      .  .  .     o    IJ/n— p+i,i   ^m-^p-\'\,7 

O    O    .  .  .   O        Bo  B| 

o     o    . . .    o         o  Bo 


Bp    o     o 

..   B«   o 


•      ••  ••      •••••••• 


o    o 


o 


.   B. 


B. 


Si  Ton  supprime  de  part  et  d'autre  le  facteur  A{^,  il 
viendra 


A  = 


Gm,t 

G«.3 

G«_,,, 

G^..,       . 

'm— ^+M 

Gm—^H-l,» 

B. 

B, 

0 

B. 

• 

*  .                 • 

^p        o 

Bp_i    Bp 


•  •      •  • 


0 


B. 


•   .    •    .    • 

G  M 

o 

O 


B. 


(  >'5  ) 
Le  second  membre  est  identique  au  déterminant  de 

Cauchy,  abstraction  faite  du  facteur  ( —  i)     ^     . 

Si  donc  on  désigne  par  A^  le  déterminant  de  Caucliy, 
on  aura 

M.  Yentéjol,  dans  un  Mémoire  sur  réliminalion 
(i5  février  1877),  *  donné  une  méthode  pour  opérer 
celle  transformation.  M.  Ventéjol  eiTectue  la  transfor- 
mation sur  un  exemple  particulier,  ce  qui  ne  montre 
peat-ètre  pas  assez  la  généralité  de  la  proposi  lion  ;  il  m'a 
paru  intéressant  de  donner  une  démonstration  générale, 
qui  met  mieux  en  évidence  le  principe  de  la  méthode. 


SUR  LA  COMPOSITION  DES  FORGES  DAKS  LE  PLAN, 

Par  m.  Maurice  D^OCAGNE, 
Élère  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Fontanes. 


Je  me  propose  de  développer  dans  cette  Note  une  mé- 
thode nouvelle  pour  établir  la  composition  des  forces 
dans  le  plan. 

Celte  méthode  a  l'avantage  d'être  plus  générale  que  la 
méthode  ordinaire,  en  ce  sens  qu'elle  rattache  dii^ecte- 
ment  la  composition  des  forces  parallèles  à  celle  des 
forces  quelconques  sans  qu'il  soit  besoin  de  recourir  à 
one  démonstration  spéciale.  Elle  met  de  plus  en  évi- 
dence Texistence  d'un  point  remarquable  jouant  par  rap- 
port aux  forces  quelconques  dans  le  plan  le  rôle  que 
remplit  le  centre  des  forces  parallèles  par  rapport  à 
celles-ci. 


Je  dois  ajouuir  que.  iâos  -ts  ith  toil.  i  idmecs 
coDuui.'  la  composa  lion  hn  iitxLZ  S:rr:ss  cancooranDes^ 
je  pieiids  pour  potac  ie  ii^p«rt  ■»!.  rne  ^e  rais  ii 
ment  ?uivre  'la  dumrenit»  -nie  ▼aici  : 

TsÉOftEifE.  —  ■>!  ^'"3^  cfyrLi^iidre  iLiits  un  plan  Jli 
forças  appliquées  en  dti'i  pct/i^s  'ZnetiZantpies^  et  qu'on 
fasse  tourner  ces  fi ''ces  d  arrz*^^  tf^mâj^  et  de  même 
sens  autour  de  leun  points  d  application  : 

i'*  Le    point  de  concoure  de  leun  directions  dècrîi 
une  circonférence  ; 

a"*  La  direction  *le  la  réiultante  passe  par  un  point 
fixe  de  cette  circonférence  : 

3''  Cette  direction  tourne  d^  même  angle  çœ  les 
composantes, 

La  démonstration  de  ce  th<forème  est  assez  simple  poar 
que  je  n^aie  pas  be-oîn  de  la  doaner  ici. 

Remarque.  —  Il  réiahe  de  ce  théorème  que,  si  l'on 
prend  constamment  pour  point  d'application  de  la  résul- 
tante un  point  de  sa  direction,  dxe  par  rapport  au  point 
de  concours  des  directions  des  composantes,  ce  point 
d'application  se  mourra  sur  un  limaçon  de  Pascal, 

Centre  de  composition.  —  Comme  nous  pouvons 
prendre  pour  point  d'application  de  la  résultante  des 
deux  forces  un  point  quelconque  de  sa  direction,  nous  con- 
sidérerons cette  résultante  comme  constamment  appli- 
quée au  point  de  sa  direction  qui  reste  fixe,  lorsqu'on  fait 
tourner  les  composantes  d'angles  égaux  et  de  même  sens. 
Nous  appellerons  ce  point  le  centre  de  composition  des 
deux  forces. 

Pour  définir  géométriquement  la  position  de  ce  point, 
considérons  dans  un  plan  deux  forces  F  et  F'  appliquées 
aux  points  A  et  A'  et  dont  les  directions  se  coupent  en 
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cident  ;  c^cst  ce  point  unique  que  nous  appellerons 
centre  de  composition  des  forces  quelconques  consi- 
dérées, et  nous  dirons  : 

Lorsquori  fait  tourner  un  nombre  quelconque  de 
forces  situées  dans  un  plan,  d^  angles  égaux  et  de  même 
sens  autour  de  leurs  points  d'application,  la  résultante 
de  ces  forces  tourne  du  même  angle  autour  du  centre 
de  composition  du  système. 

Composition  des  forces  parallèles.  —  Considérons 
deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  F  et  F'  appliquées 
aux  points  A  et  A'.  Composons  ces  forces  en  les  consi- 
dérant comme  des  forces  quelconques.  La  direction  de  la 
résultante  passant  par  le  point  de  concours  des  directions 
des  deux  forces,  qui,  dans  ce  cas,  est  à  Pinfini,  est  paral- 
lèle à  ces  directions. 

De  plus,  il  résulte  de  la  composition  des  forces  quel- 
conques qu'on  a  en  grandeur  la  résultante  de  deux 
forces,  en  appliquant  en  un  point  quelconque  des  forces 
égales  et  parallèles  aux  proposées,  et  en  les  composant. 
Cette  remarque,  appliquée  aux  forces  parallèles  F  et  F', 
montre  que  la  grandeur  de  la  résultante  est  égale  à  la 
somme  des  grandeurs  des  composantes. 

Pour  avoir  maintenant  le  point  d'application  de  cette 
résultante,  cherchons  le  centre  de  composition  de  F  cl 
de  F'.  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  formé 
par  les  points  d'application  et  le  point  de  concours  des 
directions  se  réduit,  dans  le  cas  considéré,  à  la  droite 
AA'  et  à  la  droite  à  l'infini  du  plan.  Le  centre  cherché 
est  donc  sur  A  A'  et  sa  position  sur  cette  droite  est  définie 
par  la  relation  établie  plus  haut 

corde  A^C        V^ 
corde  AC         F' 
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ah:_  F 

AC~F'' 

fpii  est  bien  la  relation  connue. 

On  passe  de  là  à  la  composition  des  forces  parallèles 
et  de  sens  contraires  par  le  procédé  connu. 

Puis  on  compose  un  nombre  quelconque  de  forces  pa- 
rallèles et  de  même  sens,  dans  un  plan,  en  remarquant 
que  le  centre  de  ces  forces  parallèles  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier du  centre  de  composition  des  forces  quelconques. 

Centre  de  composition  d'un  système  de  points*  — 
Le  point  auquel  Mœbius  a  donné  le  nom  de  barj  centre 
d'un  système  de  points  Ai,  As, . . . ,  A„  aiTectés  des  coef- 
licients  pu  p,,  *  •  .^pn  n'est  autre  que  le  ccnlre  des  forces 
parallèles  appliquées  aux  points  A|,  Aj. . . . ,  A„  et  ayant 
des  grandeurs  proportionnelles  à  ^,,  p^^  • . . ,  p^* 

Le  principe  qui  fait  le  fond  de  cette  Note  conduit  dès 
lors  h  la  généralisation  suivante  de  la  notion  de  bary- 
centre  : 

Nous  appellerons  centre  de  composition  d'un  système 
tle  points  Ai,  As, . .  •,  A„  d*un  plan,  affectés  respective- 
ment d<;s coefficients  linéaires  pi,  />,, . . .  ,p„  et  des  coef- 
iicients  angulaires  «i,  a,,  . . .,  a„,  le  centre  de  composi- 
tion du  système  des  forces  appliquées  aux  points  Ai, 
At9  •  •  «^Ab,  ayant  des  grandeurs  proportionnelles  à/^j, 
P%^  •  •  '^Pn  <^t  dont  les  directions  fassent  avec  une  droite 
fixe  du  plan  des  angles,  comptés  dans  le  même  sens,  res- 
pectivement égaux  à  «1,  a,, . . .,  a„. 

Tous  ces  angles  doivent  être  rapportes  à  une  même 
droite  du  plan,  mais  cette  droite  est  d'ailleurs  arbitraire; 
car  on  voit  facilement  que  passer  d'une  position  de  cette 
droite  à  une  autre  revient  a  faire  tourner  d'angles  égaux 
autour  de  leurs  points  d'application  les  forces  qui  défi- 


(   *^o  ) 
lussent  la  position  du  centre  de  composition,  de  telle 

sorte  que  ce  centre  ne  varie  pas. 

Pour  la  même  raison,  le  centre  de  composition  ne 
change  pas  lorsqu'on  donne  aux  coefficients  «i,  «i,  • . . , 
Un  des  accroissements  égaux. 

Lorsque  ^i  =  «i  =  . . .  =  a„,  le  centre  de  composition 
devient  le  barycentre  des  points  considérés. 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  D  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  FOYERS 
EXTÉRIEURS  AU  PLAN  D'UNE  CONIQUE  -, 

Par  m.  E.  G., 

Ancien  élève  du  lycée  de  Reims. 


On  sait  que  du  foyer  d'une  conique  on  voit  sous  un 
angle  constant  la  portion  d'une  tangente  mobile  inter- 
ceptée par  deux  tangentes  fixes.  On  peut  se  demander  si 
cette  propriété  n'appartient  pas  aussi  aux  foyers  exté- 
rieurs au  plan  de  la  conique. 

Clierchons  donc,  étant  donnée  une  conique  dans  un 
plan,  quels  sont  les  points  de  l'espace  d'où  l'on  voit  sous 
un  angle  constant  la  portion  d'une  tangente  mobile  in- 
terceptée par  deux  tangentes  fixes. 

Je  rappellerai  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Quand  on  fait  coïncider  deux  plans  en  faisant  tour- 
ner  Vun  d'eux  autour  de  leur  intersection,  les  points 
ciixulaires  à  rinjini  des  deux  plans  viennent  coïncider. 

Il  suffit  pour  s'en  remlre  compte  de  considérer  un 
cercle  dans  chacun  des  deux  plans. 

Cela  posé,  soient  uue  conique  ^,  deux  tangentes  fixes  A 
Dt  B,  et  un  point  S  de  l'espace  satisfaisant  à  la  condition 
•  énoncée  « 


(  •=»•  ) 

Considérons  une  tangente  quelconque  ab.  Tous  les 

Fig.  I. 


plans  tels  que  Sab  enveloppent  un  cône  SZ  ayant  la  co- 
nique pour  base  et  le  point  S  pour  sommet. 

Rabattons  tous  ces  plans  sur  Tun  d'eux,  sur  le  plan  SA 
par  exemple,  par  une  rotation  autour  de  leur  intersec- 
tion, telle  que  Sa  avec  ce  plan. 

Mous  aurons  dans  le  plan  SA  deux  faisceaux  homogra- 
pbiques  engendrés  par  un  angle  constant  aSb  tournant 
autour  de  son  sommet.  Les  rayons  doubles  de  ces  fais- 
ceaux seront  donc  les  droites  isotropes  issues  du  point  S 
dans  le  plan  SA.  Or  les  rayons  doubles  correspondent  au 
cas  où  la  droite  ab  [fig*  2)  passe  par  le  point  S,  et,  dans 

Fig.  2. 


ce  cas,  ab  se  confond  avec  ce  rayon  double,  qui  n'est 
antre  lui-même  que  la  génératrice  correspondante  S  m 
do  cène  SZ.  Il  en  résulte  que,  dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe, la  droite  ab  sera  perpendiculaire  à  la  généra- 


irice  Sift,  poijqne  les  droites  isotropes  jow»eBl  de  la 
propriété  d'élre  perpendiculaires  â  elles-nièiiies. 


un  m  Ptins  M  uictirei  Ms  TiKDiis 

A  en  MBtn  nia 


M    1^.  '  s 


«<  'P 


Paa  u  p.  LE  COCCTE,  S.  J. 


Par  i/eiu:  points  donnés  sur  une  conique,  on  fait 
passer  une  circonférence  quelconque  variable^  puis 
on  mène  à  ces  deux  courbes  des  tangentes  communes  : 
trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre 
de  ces  tangentes  considérées  deux  à  deux. 

Cette  question  a  été  traitée  à  diverses  reprises  dans  les 
Nouvelles  jénnales  de  Mathématiques  (^),  mais  les  géo- 
mètres qui  s*en  sont  occupés  Font  toujours  résolue  eu 
admettant  que  les  deux  tangentes  conununes  dont  on  de- 
mande le  lieu  du  point  de  rencontre  sont  choisies  de  telle 
sorte  ({uo  leurs  deux  cordes  de  contact  avec  la  conique 
donnée  et  avec  le  cercle  variable  concourent  en  un  même 
point  de  la  droite  joignant  les  deux  points  donnés  sur 
cette  conique.  Comme  cette  hypothèse  ne  se  réalise  qu'au- 
tant que  Ton  fait  un  choix  convenable  des  deux  tangentes 
considérées  parmi  les  quatre  tangentes  communes  à  la 
conique  et  au  cercle,  les  solutions  susdites  sont  incom- 
plètes et  ne  nous  paraissent  nullement  répondre  au  désir 
exprimé  autrefois  par  Terqucm  (*). 
'-^— — 

(')  a*iériti,  t.  Il,  p.  /|Ki  (annéo  i863),  solution  de  MM.  Mister  et  Neti- 
borg.  a*  S4«rio,  t.  III,  p.  /19  (année  186) ),  solution  de  M.  P.  Serr«t. 
—  2*  série,  t.  XII,  p.  a3  (onnéo  1873),  solution  de  M.  Doucet. —  a*  série, 
l«  XIX,  p.  91  (année  1880  ),  solution  de  M.  Macé  de  Lépinay. 

(•)  iVrtu»W/rj  Annnltf^  i'*  série,  t.  X,  p.  in. 
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La  manière  dont  nous  allons  présenter  la  solution  de 
la  question  nous  semble  ne  rien  laisser  à  désirer. 

Solution.  —  Désignons  par  S  la  conique  donnée,  par  A 
et  B  les'deux  points  donnés  sur  cette  conique  et  par  F 
la  circonférence  variable  passant  par  ces  deux  points. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  tracée  par  les  deux 

Fig.  I. 


|>oints  A  et  B,  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à 
cette  droite  menée  par  le  point  O,  milieu  de  la  dis- 
tance AB. 

Si  Ion  pose  OA  =  OB  =  p^  les  équations  des  deux 
courbes  S  et  F  peuvent  s'écrire  respectivement 

(r)  .r»-f-^'—  2flfj  — y?'  =:  o, 

e(,  dans  ces  équations,  tous  les  coefficients  sont  suppo- 
sés donnés,  sauf  t/,  qui  est  variable. 

Soient  a,  |3  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu. 

On  sait  que  Téquation  des  deux  tangentes  à  S  issues 
de  ce  point  (^,  (^)  est 

2=-h2BapH-Cp»H-:>.Ep-  />')(x'-h  2Bxj4-Cj'  4-  2E/— y^-) 

—  [.a-hBpjx  4-  .;Ba-f-Cp-î-  E) /• -+- (E,B  —  z?^-)]' —  o, 

et  que   Téqualion  des  deux  tangenles  à  F  ibsues  de  ce 


(  «»4) 

même  point  est 

(a»  -h  p»  —  2i/p  —  A?»)  (x'  -+-  r»  —  2£(r — p^) 


Comme  ces  deux  couples  de  tangentes  partent  du  même 
point  (^9^)9  pour  exprimer  que  ces  deux  cotMplcs  n^en 
font  qu^un,  il  suffit  d'exprimer  que  les  coefOcients  cfes 
termes  en  x*,  xjr  et  /',  dans  ces  deux  équations^  sont 
respectivement  proportionnels  (*).  On  a    ainsi  égalité 
entre   trois  rapports,    ou,  si  Ton  veut,   en  désignant 
par  K  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  a  les  trois 
équations 

(i)  (C~B^)p'-4-2Ep-/.—  K(P'-a^/5 -/,-;, 

(2)  (B»— C)ap-t-  BEp  —  Ea— B/^'==Ka(£/— p), 

(3)  (C  — B»)a'  — 2BEa—  E»  — C/>>  =  K(a'  —/,»  — ^j, 

entre  les  indéterminées  K  et  d. 

Si  Ton  remarque  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i)  peut  s'écrire 

on  voit  de  suite  qu'en  ajoutant  les  équations  (i)  et  (a), 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  seconde 

par  ->  il  vient 
*       a 

Eap  H-  BEP'  —  p'a  —  Bp^p  =  —  Ka  (^/p  -+-  />'), 

c'est-à-dire 

(4)  (Ep-;.»)(a4-Bp)=-Ka(^P4-/.'). 

Nous  substituerons  celte  équation  à  Téqualion  (i). 


(' )  En  écrivant  que  les  deux  couples  de  tangentes  coupent  Taxe  des  x 
au  même  point,  le  calcul  est  plus  rapide  et  on  obtient  Téquation  (4) 
sans  transformation.  Ch.  B. 


(  Ï25  ) 
c^est-â-dire  que  nous  considérerons  le  système  des  trois 
équations  (a),  (3)  et  (4). 

Pour  avoir  le  lieu  demandé,  il  suffit  d'éliminer  K  et  ^ 
entre  ces  trois  équations.  En  divisant  les  équations  (a) 
et  (4)  membre  à  membre,  on  aura  une  équation  du  pre- 
mier degré  en  d  qui  fournira  la  valeur  de  cette  indéter- 
minée en  fonction  des  coordonnées  a,  jS,  et,  portant  cette 
valeur  dans  Téquation  qui  est  le  résultat  des  deux  équa- 
tions (a)  et  (3)  divisées  membre  à  membre,  on  aura 
Tëquation  du  lieu,  que  nous  désignerons  ici  par 

(5)  *(-,?)  =  o    ('). 

Sans  nous  arrêter  davantage,  pour  le  moment,  à  cette 
équation  générale,  qui  est  du  sixième  degré  en  a,  P,  nous 
allons  étudier  plus  particulièrement  une  partie  du  lieu 
qu'elle  représente. 

Lorsqu'une  conique  quelconque  S  est  doublement  tan- 
gente a  deux  autres,  que  nous  supposerons  être  S  et  F, 
on  sait  que  les  deux  cordes  de  contact  vont  concourir  en 
un  certain  point  qui  est  le  point  de  rencontre  de  deux 
autres  droites  constituant  un  système  de  sécantes  com- 
munes à  ces  deux  coniques  S  et  F.  Or,  le  couple  des  deux 
tangentes  communes  aux  deux  coniques  S  et  F,  que  nous 
avons  considérées  issues  du  point  (a,  (3),  constitue  une 
ligne  du  second  ordre  doublement  tangente  à  ces  deux 
coniques,  et,  par  suite,  nous  pouvons  nous  proposer  de 
chercher  le  lieu  des  points  {oCy^)  pour  lesquels  les  deux 

(*)  Si  l'on  représente  respectivement  par  M|,  M„  M,  les  premiers 
membres  des  équations  (a),  (3),  (4),  cette  équation  (5)  peut  s'écrire 

«(^M.-+.M.)[«(^M.H-M,)-H(/i'-t-^»)M.]  =  (/>«-+-^')(M;-i-/»'M;), 

et,  dans  cette  équation,  l'expression 

«(^M.4-M.)-h(y.'-+-/3*)M, 

n'est  <pie  du  second  degré  en  a,  /3.  {F'oir  la  seconde  Note  ci-après.) 


:  126  ) 

lignes  de  contact  des  deux  tangentes  communes  usues 
de  chacun  de  ces  points  vont  concourir  en  lui  même 
point  de  la  sécante  AB  (axe  des  x),  commune  aux  deux 
coniques  S  etT  (  *  ) . 

Les  équations  des  deux  lignes  de  contact  en  question 
sont  respectivement 

(a-hBp)x4-  (Ba-+-Cp-4-E)j-h(Ep— />»)  =  o, 

et,  pour  que  ces  deux  lignes  rencontrent  la  droite  AB. 
c'est-à-dire  Taxe  des  x,  en  un  même  point,  il  faut  et  il 
suffit  que  Ton  ail 


> 


d'où  Ton  tire 


(6)  d^^p^-^    ^^gp    , 

Portant  la  valeur  (6)  ded^-hp*  dans  Téquation  (4)9 
il  vient 

(8)  K  =  il±M\ 

Maintenant,  si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  K  et  £/  dans  l'une  et  Fautre  des  équations  (2)  et  (3), 
et  si,  pour  abréger,  on  désigne  l'expression 

(B' —  C -h  i)a'-f- aBap -f- B^P' -t- 2BEa -t- B';7* 
par  F(a,  (3),  il  vient  respectivement,  pour  résultats  de 

(')  C'est  la  forme  sous  laquelle  M.  Macé  de  Lépinay  a  résolu  la  ques- 
tion (toc,  cit.). 


(  1^7  ) 
ces  substitutions  (*),  les  deux  équations 

lesquelles  doivent  être  vérifiées  simultanément  par  les 
coordonnées  a,  |3  de  tout  point  du  lieu  cherché;  d'où  il 
suit  que  les  points  de  ce  lieu  sont  d'abord  tous  les  points 
de  la  conique  représentée  par  l'équation 

^'    {  -t-2Ba,8-t-B»p»H-2BEa-4-B>'=:o, 

et,  de  plus,  les  deux  points  fournis  par  le  système  des 

deux  équations 

a*  —  p^z=zOy     P  =  o, 

c'est-à-dire  les  deux  points  A  et  B. 

On  se  rend  parfaitement  compte  de  T existence  de  ces 
deux  points  comme  faisant  partie  du  lieu  en  question 
en  jetant  les  yeux  sur  la  Jig,  i,  où  sont  tracées  les 
deux  tangentes  communes  CD,  CDl  à  la  conique  S  et 
au  cercle  F,  C  et  D  étant  les  points  de  contact  de  la  pre- 
mière et  C,  D'ceux  de  la  seconde.  Si  l'on  fait  varier  le 
cercle  F  de  manière  qu'il  tende  à  devenir  tangent  en  B 
à  la  conique  S,  alors  les  deux  droites  CD  et  CD'  tendront 
à  se  confondre  avec  la  tangente  en  B  à  cette  conique,  et 
leur  point  de  rencontre  tendra  lui-même  vers  B  comme 
position  limite.  Quant  aux  deux  cordes  de  contact  CC, 
DD',  elles  tendront  aussi  à  s'identifier  avec  la  tangente 
en  B  «1  la  conique  S.  Ainsi  le  point  B  est  bien  un  point 
du  lieu  cherché.  Il  en  est  de  même  du  point  A  (*). 

Relativement  à  l'équation  (9),  comme  tout  système 
de  valeurs  de  a,  (3  qui  vérifient  cette  équation  est  aussi 
une  solution  de  l'équation  (5),  le  premier  membre  de 


(•)  Voir  U  premièro  Note  ci-après. 

(*)  Cette  explication  est  singulièrement  contestable.  Ch.  B. 


(  '^8  ) 
cette  équation  (9)  doit  être  un  diviseur  de  la  fonc- 
tion 4>(  a,  j3),  ce  qui  amène  ainsi  la  décomposition  de 
Téquation  (5)  en  deux  autres,  l'une  du  second  degré j 
qui  est  Téquation  (9),  et  Vautre  du  quatrième  degré. 
Cette  décomposition  sera  donnée  dans  la  seconde  Note 
ci-après. 

La  conique  (9)  se  réduit  à  une  seule  droite,  qui  est 
Taxe  des  y^  si  Ton  a  B  =  o;  et,  comme  cela  a  lieu  tant 
que  C  est  ^  i,  on  peut  en  conclure  qu^il  en  est  encore 
ainsi  pour  C  =  i  ^  dans  cette  circonstance  la  conique  S 
est  un  cercle. 

Si  B^o,  la  conique  (9)  est  une  ellipse,  une  Ivyperhole 
ou  une  parabole,  selon  qu'on  a 

B»  —  C  >  ou  <  ou  =0, 

c'est-à-dire  selon  que  la  conique  S  est  une  hyperbole, 
une  ellipse  ou  une  parabole. 

Pour  que  la  conique  (9)  fût  un  système  de  deux 
droites,  on  devrait  avoir 

(10)  ;.>(B^-C)  =  E% 

cequi  entraineraîtB*  —  C>o.Mais  alors  la  conique  (9) 
ne  serait  qu'un  système  de  deux  droites  imaginaires,  ou 
plutôt  elle  serait  réduite  à  un  seul  point  réel,  et  cela  ne 
peut  avoir  lieu  ici,  car,  si  Ton  pose  B*  —  C  =  /*,  i*  dé- 
signant une  quantité  positive  quelconque,  Téquation  de 
la  conique  S  devient 

E» 

jT'-f- 2Bx/ -f- (B'— /»)^' H- 2Er  — —- =0, 

c'est-à-dire 

P[x  -4-  B/)'—  [Oy  ~  E)>  =  o. 

Cette  conique  S  serait  donc  elle-même  un  système  de 
deux  droites,  ce  qu'on  ne  suppose  pas  dans  la  question 
traitée  ci«dessus. 


(  >^'9  ) 
La  relation  (lo)  se  présenterait  si  l'on  avait  p  =  o, 
E  =  o,  ou  bien  C  ==  B**  E  =  o  ;  mais,  dans  ces  deux  cas 
la  conique  S  ne  serait  plus  qu'un  système  de  deux  droites. 

PltOPRlÉTÉS    RELATIVES    A    LA    CONIQUE    (9). 

I.  La  conique  (9)  et  la  conique  S  sont  homofocales. 
Car,  si  Ton  désigne  par  (Ç,  y,)  les  coordonnées  d'un  foytT 
de  la  conique  S  et  pary(a',^)  le  premier  membre  de 
Téquation  de  cette  conique,  on  a  les  deux  relations 

4(1 -c)/($,«)  =  /:■'-/;%  4B/($.«)=^'/„ 

cVsl-à-dîre 

i  (B>-C)(V-Ç')-2BEÇ 
(11)  I  —  2E1Ï  — E*-h/9'(i  —  C)=io, 

(  (B»— C)Çu  — Eg-4-BEu  — B/î'=o. 

Or,  on  sait  aussi  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  le  point  (Çi  y?)  soit  un  foyer  de  la  co- 
nique (9)  est  que  Ton  ait  les  deux  relations 

4(i-C)F(Ç,„)  =  Fç'-F;S     4BF(Ç,n)  =  FçF;, 

et  Ton  vérifie  sans  peine  que  ces  deux  relations  ne  sont 
autres  que  les  relations  (1 1).  Donc,  etc. 

U.  La  conique  S  étant  supposée  fixe,  invariable,  tra- 
çons une  corde  quelconque  parallèle  à  la  droite  AB,  et 
soit  j^  =  A  Téqualion  de  cette  corde. 

Désignons  par  Xo,^o  I^s  coordonnées  du  point  O', 
milieu  de  cette  corde.  L'équation  qui  donne  les  abscisses 
des  points  de  rencontre  A'  et  B'  de  cette  droite j^  =  X  avec 
la  conique  S  est 

jc»  4-  2BXx  4-  CV  -H  2EX  — />'  =  o, 
et,  par  suite,  on  a  Xo  =  —  BX;  d'ailleurs  j^o  =  X. 
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{   i3o  ) 

Transportons  les  a\es  des  coordoRnées  parallèle- 
ment à  en Z' mêmes  en  ce  point  'X«.  v«'i;  Téquatioii 
de  la   coniqne  S  devient,   en  t  faisant  x  =  X  —  Bl, 

-^î[  C  — B'  À-i-E]T-^:C  — B»;i*-!-aElk— /i^  =  o, 

et  par  snîte,  si  Ton  résont  la  question  précédente  relati- 
vement à  la  mèmeconlqueSetensiibsiiinantlacordeA'B 
à  la  corde  A  B,  la  coniqne  qui  correspondra  à  la  conique  (9) 
a  ara  ponr  équation,  par  rapport  an  nouveau  système 
d'axes  de  coordonnées, 

,   I    B»— C-r-iX^— 2BXT-f-B»Y' 
t'^^  \      ^2B[(C— B' >-f-EiX-r-B'[/»»— aEl—  C— B>)V]= 

Si  Ton  reytcnt  au  système  primitif  d^axes  de  coor- 
données, cette  équation  (ta)  se  transforme  en  Inéqua- 
tion (9),  d'où  résulte  cette  propriété  que,  reifttwement 
au  lien  géométrique^  objet  de  la  question  traitée  précé^ 
flemment,  la  partie  de  ce  lieu  consistant  en  la  conique{g) 
ne  change  pas  si  la  corde  AB  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même  dans  la  conique  S  supposée  fixe,  inva^ 
riablc, 

III.  Dans  la  conique  S,  considérons  la  corde  AfBi, 
symétrique  de  AB  par  rapport  à  Taxe  focal,  et  traçons 
dans  celle  même  conique  une  corde  quelconque  CD  pa- 
rallèle à  Al  Bf  Soit  I  le  poinioù  elle  rencontre  AB. 

Désignons  par  S' la  conique  (9)  et  par  S\  la  nouvelle 
conique  qui  serait  substituée  à  celle-là  si  l'on  remplaçait 
les  deux  points  fixes  A  et  Bpar  Ai  et  Bi  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même  d'après  la  propriété  précédente,  par  C 
et  1).  Je  dis  que  ces  deux  coniques  S  et  S\  n'en  font 
quunr. 


(  «3.  ) 
En  effet,  la  corde  CD  éiaiit  parallèle  à  A,Bi,  droite 
symétrique  de  AB  par  rapport  à  Taxe  focal,  on  sait  que 

Fig.  a. 


les  quatre  points  A,  B,  C,  D  appartiennent  à  un  même 
cercle  T^  et,  comme  celte  corde  CD  a  été  menée  quel- 
conque parallèlement  à  Af  Bi,  on  peut  obtenir  ainsi  une 
inGnité  de  cercles  Ff,  Fs,  • .  •  tels  que  Fi,  passant  chacun 
par  les  deux  points  A  et  B  et  en  même  temps  par  les 
extrémités  d'une  corde  de  la  conique  S  parallèle  à  A^B}. 
Or,  si  nous  considérons  la  conique  S  et  Tun  de  ces  cercles, 
par  exemple  Fi,  AB  et  CD  sont  un  système  de  sécantes 
communes  n  ces  deux  courbes,  et  il  y  a  un  couple  de 
tangentes  communes  à  ces  deux  mûmes  courbes  pour  les-* 
quelles  les  deux  cordes  de  contact  concourent  en  I.  Le 
point  M  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  est  alors  un 
point  de  S'  et  aussi  de  S',*  Ces  deux  coniques  S'  et  S',  se 
trouvent  ainsi  avoir  une  infinité  de  points  communs; 
donc  elles  se  confondent. 

Les  deux  dernières  des  trois  propriétés  précédentes 
ont  été  indiquées  par  MM.  Mister  et  Neuberg  et  par 
M.  Macé  de  Lépinay  (/oc*.  cit,)\  mais  leurs  démonstra- 
lions  sont  différentes  de  celles  que  nous  venons  dt 
donner. 


(  i32  ) 
Première  Note,  —  Lorsqu'on  porte  les  valeurs  de  K 
et  de  </dans  réquaiîon  (3),  il  vient  d*abord 

(B»—  C-h  i)a*-f-2Ba»p-f-B>a'P'-+-  aBEa» 

=:  (  I  —  C)/?*a'  -f-  2B/?»ap  +  B»/?»P'  -f-  aBE/?»a  +  B'/i*» 

et,  ajoutant  aux  deux  membres  de  cette  dernière  équation 
la  quantité  B*p'a',  elle  peut  s'écrire 

[(B»— C-h  i)a'+2Bap 

B'p'  +  aBEa  +  B»/>'](a*  —  p*)  =  o. 


Seconde  Note,  —  L'équation  (5)  étant  développée,  si 
l'on  divise  son  premier  membre  par  celui  de  l'équa- 
tion (9),  on  obtient  pour  seconde  équation,  qui  avec  cette 
dernière  représente  les  deux  courbes  constituant  le  lieu 
de  l'équation  (5), 

^     ^    I        -aB/?'(Ep— /;«)ap  —  (p»  H- />«)(Ep- /?')«  =  o. 

Relativement  à  la  courbe  du  quatrième  degré,  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation  (i3),  nous  nous  bor- 
nerons aux  indications  suivantes  : 

I®  Si  B'  — C  est  ]>o,  elle  a  deux  asymptotes  parallèles 
à  l'axe  des  x,  lesquelles  sont  représentées  par  les  équa- 
tions 

P 


V^B»~C 

et  elle  n'en  a  aucune  autre. 
De  plus,  selon  qu'on  a 

(B^  — Cy  — (Ch-  i)EV^«  — E*<  ou  =  ou  >o, 

le  point  dont  les  coordonnées  sont  o,  —-  est  un  point 

double  ordinaire,  ou  un  point  de  rebroussement,  ou  un 
)H>int  isolédela  courbe. 


(  «33  ) 
2°  Si  B*  —  C  est  <^  o,  la  courbe  n'a  pas  d'autres  asym- 
ptotes que  les  deux  droites  représentées  par  les  équations 

pK  p{pK-BE)  pK         p(pK-^BE) 

•^        E  ER  -^  £  ER 

dans  lesquelles  R  désigne  la  racine  carrée  positive  de  la 
quantité  C  —  B*. 

30  Si  B*  —  C  =  o,  elle  n'a  aucune  asymptote  réelle 
située  à  distance  finie. 

4**  Dans  le  cas  de  B'  —  C  ^  o,  le  point  dont  les  coor- 

données  sont  o,  ^  est  un  point  double  ordinaire  de  la 

courbe. 

5®  La  courbe  rencontre  l'axe  des  x  aux  deux  points  A 
et  B  et  en  aucun  autre  point  réel  (^).  Nous  trouvons  ici 
ces  deux  points  comme  faisant  partie  du  lieu  représenté 
par  l'équation  (i3),  parce  que,  supposant,  par  exemple, 
que  le  cercle  variable  F  tende  à  devenir  tangent  en  B  à  la 
conique  S,  du  moment  qu'il  n'est  pas  considéré  dans 
celte  position  limite,  les  deux  tangentes  CD  et  CD' dont 
il  a  été  question  ci-dessus  donnent  toujours  un  point  de 
rencontre  qui  appartient  à  ce  lieu. 


fUELQUES  THÉORÊNES  SUR  LES  TÉTRAÈDRES  DONT  LES 
ARÊTES  OPPOSÉES  SONT  ÉGALES  DEUX  A  DEIX/  ET 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1272; 

Par  m.  Em.   LEMOINE. 


Soit  S  ABC  le  tétraèdre 

(SA  =  CB  =  a,  SB  =  AC  =  ^,  SC  ~  AB  =  c  ). 

.]*)  L'auteur  t'ctt  imposé    inutilcmrnt  lu  condition  que  l'axe  des  x 
coape  la  conique  en  deux  points  réels.  (lu.  6. 


'  i34  ) 
Soient 

M,  B',  C,  a,  p,  7  les  milieux  de  SA,  SB,  SC,  BC,  AC, 

AB; 
^/9  ^tf9  ^bt  ^e  1^  pieds  sur  chaque  face  des  hauteurs  du 

tétraèdre; 

^'s  9  ^a  1  ^'à  9  '^'c  '^  points  de  concours  des  hauteurs  de 

chaque  face  ; 
O  le  centre  de  gravité  ; 
O,  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  ABC. 

Soient 

X  Tangle  que  la  face  SAC  fait  avec  SAB  ; 
a/  Tangle  que  la  face  CBA  fait  avec  CBS; 

y^y\  2,  s*  les  autres  angles  des  faces  entre  elles. 

Si,  dans  un  tétraèdre,  les  quatre  faces  sont  équipa  ^ 
lentes^  elles  sont  égales  et,  par  suite,  les  arêtes  opposées 
sont  égales  deux  à  deux. 

En  écrivant  que  la  somme  des  projections  de  trois 
faces  sur  la  quatrième  est  égale  à  celte  quatrième,  on  a 

1  =:  COS.r'  -I-  COS  y  -4-  COSZ'  , 
1  rrr  COSX  -f-  C05  J  -f-  COSz'  , 
I  rr:  COSJ  -4-  COSZ  -+-  COSJr', 
I  =  ces  S  -h  COSJ^  -h  COS  j'. 

Ajoutons  ensemble  les  deux  premières  de  ces  équations, 
puis  les  deux  dernières;  retranchons  ces  deux  sommes 
Tune  de  Tautre,  et  divisons  par  2,  il  vient 

o  =  cosz'  —  coss; 

d*où,  sans  ambiguïté,  z  ==  z .  On  aurait  de  même  a:  =  jc', 

y  «y. 

Les  angles  trièdres  de  chaque  sommet  étant  composés 
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de  dièdres  égaux  entre  eux  deux  à  deux,  ces  trièdres  sont 
égaux;  les  angles  plans  de  ces  trièdres  sont  donc  égaux 
deux  à  deux;  les  faces  du  tétraèdre  sont  alors  semblables; 
mais,  comme  elles  sont  équivalentes  par  hypothèse, 
elles  sont  égales,  etc. 
On  a 

puisque  les  triangles  SGA,  BC  A  sont  égaux  ;  donc  (3  B'  est 
perpendiculaire  à  SB.  Par  suite,  OS  =  OB;  de  même, 
OS  =  OA,  OS  =  OC.  On  voit  donc  que  : 

Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  coïncide  ai^ec  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre, 

La  distance  de  O  â  chaque  face  est  le  quart  de  la  hau- 
teur du  tétraèdre  opposée  à  cette  face.  Mais  ces  hauteurs 
sontégales  ;  donc  le  point  O  est  à  égale  distance  des  quatre 
faces,  c'est-à-dire  que  : 

Le  centre  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité, 

ck),0,,  «tf Otf,  «*0*,  ^cOc  sont  égaux  comme  représen- 
tant la  distance  de  points  analogues  dans  les  faces  qui 
sont  des  triangles  égaux.  Mais  ces  longueurs  égales  repré- 
sentent aussi  les  distances  de  O  aux  hauteurs  Sco,,  Sa>«, 
Soi>^,  So)^;  donc  : 

Il  y  a  une  sphère  de  centre  O  tangente  aux  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre. 

Soit  M,  le  centre  de  gravité  de  ACB;  M„  0„  ta,  sont 
en  ligne  droite,  et  0,(0,=  3M,0,.  Mais  M„  «,,  O,  sont 
aussi  en  ligne  droite,  et  Ton  a 
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d'après  un  théorème  connu.  Donc  en6n  ci>,,  fa'^  ,0,  sont  en 
ligne  droite,  et  Ton  a 

Par  suite,  la  sphère  tangente  à  Sco,  et  de  centre  O  est 
tangente  à  la  perpendiculaire  menée  en  o)',  à  la  face  ABC, 
d*oi]  : 

Il  y  a  une  sphère  de  centre  O  tangente  aux  perpeu" 
diculaires  à  chaque  face  menées  par  son  point  de  con^ 
cours  des  hauteurs. 

Les  tliéorèmes  démontrés  jusqu'ici  [théorèmes  que 
nous  avons  donnés  au  mois  d'août  1875  à  la  Section  de 
Maihéiuatiques,  à  Nantes,  au  Congrès  de  TAssociation 
française  pour  l'avancement  des  Sciences,  les  uns  sous 
une  forme  identique,  les  autres  sous  des  formes  peu  dif- 
férentes (i;o/r  le  Volume  des  Communications  faites  au 
Congres  )]  donnent  la  solution  delà  question  1272. 

A!oL  est  perpendiculaire  sur  BC  et  sur  SA  \  donc  : 

Les  perpendiculaires  communes  aux  arêtes  opposées 
passent  par  les  milieux  de  ces  arêtes  et,  par  suite,  se 
coupent  au  centre  de  grav^ité. 

Il  est  facile  de  voir  que  :  les  trois  perpendiculaires 
communes  aux  arêtes  opposées  sont  rectangulaires 
deux  à  deux  et  que  Ton  a 

a  A  m , 


pB'z= 


^C  =  ---- 

Le  triangle  OSA',  rectangle  en  A',  donne 
OS  =  OA'  -h  SA'  = 
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Oest  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre. 

Appelons  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC;  on  a 

00,  =OA  —  0,A  =  ., R». 

o 

C^est  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  au 
tétraèdre. 

Puisque  O  est  aussi  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre, 
la  hauteur  Soi>,=  4^^s]  donc,  en  appelant  P  la  surface 
du  triangle  ABC,  on  a  . 

et  Ton  peut  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 
Le  triangle  rectangle  00,  M,  donne 


0,M,  =0M,  —  00, 
Mais 


donc 


0M,=:i0S; 


I 


0,M  —  R» (a»-*-6»-+-tf'). 

9 


Comme  0,M,  est  le  tiers  de  0,w',,  on  a  ce  ihéorème  : 

Dans  un  triangle  ABC,  le  carré  de  la  distance  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  concours  des 
hauteurs  est  égal  à  neuf  fois  le  carré  du  r^ayon  du 
cercle  circonscrit ^  moins  la  somme  des  carrés  des  trois 
côtés. 
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J'avais  donné  ce  théorème  dans  les  Nouvelles  ji finales 
il  y  a  quelques  années:  j'ai  vu  depuis  qu'il  y  avait  déjà 
^té  démontré  par  M.  Brassine. 
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Couns  DE  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polttech- 
ifiQUE,  comprenant  les  éléments  de  Géométrie  cinéma- 
tique; par  M.  Mannheim.  Paris,  Gauthier-VilUrs; 
1880. 

Cet  important  Ouvrage,  que  nous  essayerons  d^analyser 
sommairement,  vient  combler  une  véritable  lacune  et 
est  appelé,  selon  nous,  à  faire  sensation  dans  le  monde 
savant  et  dans  le  monde  enseignant  spécialement. 

Bien  que  Tauteur  se  soit  imposé  de  suivre  exactement 
le  programme  de  son  Cours  à  TEcole  Polytechnique, 
son  Livre  ne  ressemble  en  rien  à  ceux  qui  ont  pu  lepré* 
céder  et  traiter  avant  lui  des  mêmes  matières.  Le  cadre, 
si  Ton  veut,  est  bien  le  même,  mais  ce  qu*il  renferme 
est  essentiellement  nouveau.  D'ailleurs,  par  des  sup- 
pléments très  développés  ajoutés  à  la  (in  de  chaque  Cha* 
pitre,  M.  Mannheim  s'accorde  la  latitude  nécessaire  pour 
s'étendre  longuement  sur  les  théories  quMl  n^aurait  pu 
introduire  dans  les  limites  un  peu  étroites  du  pro- 
gramme. 

La  première  Partie  de  TOuvrage  est  consacrée  k  l'étude 
des  différents  procédés  employés  pour  la  représentation 
graphique  des  objets.  La  méthode  élémentaire  des  pro» 
fections  orthogonales  étant  supposée  connue,  les  modes 
de  représentation  étudiés  sont  la  projection  cotée,   la 


(  »39) 
perspectisfe  conique^  la  perspectii^e  cai^alière,  enGn  les 
perspectii^es  isométrique  et  axonomé trique. 

Cette  première  Partie  est,  bien  entendu,  la  moins 
originale.  L'auteur,  comme  il  le  dit  dans  sa  Préface,  a 
conservé  sans  changemen  t  le  trait  de  perspectii^e  exposé 
par  son  prédécesseur,  M.  de  la  Gournerie  dans  son 
excellent  Traité  de  perspectii^e  linéaire.  Çà  et  là  cepen- 
dant, quelques  démonstrations  nouvelles,  quelques 
échappées  sur  la  Géométrie  pure  portent  bien  le  carac- 
tère de  leur  auteur.  Je  citerai  notamment  à  la  perspec- 
tive cavalière  du  cercle  (p.  119)  une  ingénieuse  cori- 
stniction  des  axes  de  Pellipse  perspective,  et  plus  loin 
(p.  126)  d'intéressantes  conséquences  déduites  de  la 
perpective  cavalière  de  la  splière. 

J'arrive  rapidement  à  la  seconde  Partie,  à  la  partie 
▼raiment  neuve  de  TOuvrage. 

Cette  seconde  Partie  est,  à  proprement  parler,  un 
complément  de  Géométrie  pure;  elle  comprend  l'étude 
des  courbes  planes  et  gauches  et  la  théorie  de  la  courbure 
des  surfaces,  ainsi  que  de  nombreuses  applications. 
M.  Mannlieim  y  a  réuni  et  présenté  pour  la  première 
fois,  sous  forme  didactique,  un  ensemble  de  théorèmes 
qui  constitue  ce  qu*il  appelle  très  exactement  la  Géo- 
métrie cinématique,  et  c'est  à  l'aide  de  ces  théorèmes 
généraux  qu'il  aborde  et  résout  géométriquement  les 
principales  questions  relatives  aux  courbes  et  aux 
aarfaces. 

La  Cinématique  étant  cette  branche  de  la  Mécanique 
qai  traite  du  mouvement ,  abstraction  faiie  des  causes 
qui  le  produisent,  on  conçoit  que  parmi  les  théorèmes 
qu'elle  démontre  il  peut  y  en  avoir  qui  soient  indépen- 
dants de  la  quatrième  variable,  du  temps.  Ces  résultats, 
parement  géométriques,  mais  obtenus  au  moyen  de  dépla- 
cements, forment  une  partie  de  la  Géométrie  cinéma" 
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ttqu/:.  >Iai§  la  Géoai*ririe  cîaéma'Jtpie  renferme  quelque 
clio-^  de  pi  a*. 

0>mnae  le  dit  très  jastement  M.  Resal  (*)  :  «  La  Géo- 
méuîe  cîoécDatîque  de  M.  Mannfaeîm  n*est  pas  sîm- 
plement  la  partie  géométrique  de  la  Cioématiqne,  telle 
qu'on  J'étudiai t  jasqa'iri  :  elle  comprend  en  outre  les 
figures  mobiles  de  forme  Tariable .  ainsi  que  la  re- 
cherclie  de»  propriétés  relaiiTes  aux  6gures  de  forme 
invariable  pour  lesquelles  le  déplacement  n'est  pas  abso- 
lument défini  et  dont,  avant  M.  Mannheim,  on  ne  s^é- 
tait  jamais  occupé.  » 

Parmi  les  principaux  théorèmes  qui  constituent  œ 
corps  de  doctrine,  nous  citerons  les  belles  propriétés  dé- 
montrées par  M.  Chasles  sur  les  foyers  et  les  caractéris- 
tiques des  plans  et  sur  les  droites  conjuguées,  le  théo- 
rème général  dû  à  M.  Mannheim  lui-même  et  relatif  au 
déplacement  d'une  figure  assujettie  à  quatre  conditions 
(p.  a6i^,  les  propriétés  des  pinceaux  et  celles  des  /lor- 
tnalies,  c'est-à-dire  des  surfaces  gauches  formées  par  les 
normales  à  une  même  surface  (p.  265  et  suivantes). 

C*c8l,  comme  nous  Tavons  dit,  la  première  fois  que 
ces  importants  résultats,  épars  dans  de  nombreux  Mé- 
moires, sont  réunis,  présentés  sous  une  forme  claire  et 
simple ,  et  définitivement  introduits  dans  renseigne- 
ment. 

Nous  n*avons  qu^un  regret  :  c'est  que  les  nécessités  du 
programme  aient  obligé  Tauteur  à  couper,  par  de  nom- 
breuses applications,  cette  suite  de  théorèmes,  dont  Ten- 
chatnement  et  la  belle  unité  seraient  plus  visibles  encore 
s'ils  formaient  une  suite  ininterrompue. 

Au  moyen  des  résultats  de  la  Géométrie  cinématique, 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences,  19  dé- 
ccrabro  1^70. 
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M.  Mannheim  démontre  avec  une  grande  élégance  les 
tbéorèmes  généraux  sur  les  surfaces,  tels  que  ceux  de 
Meusnier,  d'Euler  et  celui  de  Charles  Dupin  sur  les  sur- 
faces orthogonales. 

A  côté  de  cette  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  vient 
celle  des  classes  de  surfaces  particulières,  surfaces  déve- 
loppables,  surfaces  réglées,  surfaces  de  révolution,  puis 
Fétude  détaillée  de  quelques  surfaces  importantes,  comme 
les  hélîcoïdes,  le  biais  passé  gauche  et  enfin  la  surface 
de  Tonde,  à  laquelle  tout  un  Chapitre  (p.  ^iy)  est  con- 
sacré, ^ous  appellerons  spécialement  l'attention  sur  la 
démonstration  extrêmement  ingénieuse  qui  fournit  la 
coostruction  des  points  de  cette  surface,  définie  d'abord 
par  ses  plans  tangents  (p.  24^).  Dans  le  supplément  de 
la  vingt-deuxième  Leçon,  l'auteur  revient  encore  sur  la 
surface  de  Tonde  et  donne  la  construction  de  ses  centres 
de  courbure  principaux,  ainsi  que  la  détermination  des 
ombilics. 

Enfin  les  propriétés  des  courbes  d'ombres  se  déduisent 
sans  difficulté  de  Tétude  générale  des  surfaces  et  condui- 
sent R  des  constructions  simples  pour  les  points  de  la 
courbe  et  sa  tangente  dans  les  principaux  cas  que  Ton  a 
à  étudier. 

Tel  est,  très  en  résumé,  le  contenu  de  cette  seconde 
Partie,  où  Ton  trouvera  un  nombre  considérable  de  théo- 
rèmes nouveaux,  démontrés  ou  énoncés  simplement,  et 
aussi  de  précieuses  indications  bibliographiques  à  la  fin, 
pour  ainsi  dire,  de  chaque  Chapitre. 

Maintenant ,  après  avoir  analysé  sommairement  la 
substance  de  TOuvrage,  nous  voudrions  caractériser  en 
quelques  mots  Tesprit  de  ses  méthodes  et  de  ses  démons- 
trations. 

Ceux  qui,  sortant  de  la  Géométrie  des  anciens,  abor- 
deront pour  la  première  fois  cette  Géométrie  moderne 
éprouveront  sans  doute  quelque  chose  d'analogue  au 
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sentiment  de  celui  qui,  habitué  aux  lignes  rëguliirei  et 
classiques  de  rarchi lecture  grecque,  se  trouverait  pour 
la  première  fois  en  face  d'un  spécimen  de  rarchitectnre 
gotliique  avec  ses  combinaisons  imprévues  et  ses  sveltes 
élégances.  Dans  les  démonstrations  il  y  a  souvent  do 
Tinattendu,  de  la  surprise.  Ce  ne  sont  pas  ces  Toics 
droites  et  battues  où  Ton  sent  que  chaque  pas  vous  rap- 
proche du  ternie  à  atteindre.  On  aborde  avec  l'auteor 
des  chemins  nouveaux  où,  le  suivant  de  confiance,on  se 
trouve  soudainement  transporté  au  but  (^). 

C'est  là  ce  qui  fait  qu'il  est  essentiel  de  se  familiariser 
pendant  quelque  temps  avec  ces  ingénieuses  méthodes, 
qui,  souvent,  surprendront  au  premier  abord. 

En  somme,  le  Cours  de  Géométrie  de  M.  Mannheim 
vient  combler,  comme  nous  le  disions  d^abord,  une  la- 
cune des  plus  importâmes.  Lorsque  l'enseignement  de 
la  Géométrie  fut  institué  a  TEcole  Polytechnique,  ce 
devait  être  évidemment,  non  un  Cours  de  science  pure, 
mais  simplement  un  Cours  d'applications. 

Les  découvertes  encore  récentes  dues  aux  grandi  sa- 
vants du  siècle  dernier  avaient  donné  aux  méthodes 
analytiques  un  si  prodigieux  essor,  qu'on  en  était  venu  à 
envisager  le  calcul  comme  Toutil  scientifique  par  excel- 
lence et  à  négliger  tout  autre  procédé  d'investigation. 
Sans  faire  ici  la  critique  de  l'Analyse,  sans  nier  la  puis- 
sance et  la  généralité  de  ses  méthodes,  il  est  permis  de 
trouver  excessif  cet  engouement  qui  expropriait  tout  à 
son  profit. 

D'abord  il  est  incontestable,  et  les  découvertes  géomé- 
triques récentes  l'ont  assez  prouvé,  que  dans  une  foule  de 
recherches  la  Géonaétrie  pure  conduit  à  des  solutions 
plus  simples,  plus  rapides  que  celles  de  l'Analyse  propre- 


(')  roir,   k   l'Appui   do  co  que  j*avnncc,  les  très  rcraarquablet  et 
inifénicuses  démonstrations  des  théorèmes  d*Euler  et  de  Meusnier, 
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ment  dite  :  il  suffit  de  rappeler,  en  dehors  de  l^Ouvrage 
de  M.  Mannheim,  les  beaux  travaux  de  Poncelet  et  de 
M.  Chasles  pour  s'en  convaincre. 

Ensuite,  et  c'est  là  le  point  capital,  on  ne  saurait  trop 
insister  sur  la  pensée  si  juste  exprimée  par  Lamé  et  que 
M.  Mannheim  cite  à  la  Gn  de  sa  Préface  : 

Les  étufies  suivies  à  V École  Polytechnique  sont  loin 
d^étre  uniquement  destinées  à  faire  connaître  une  suite 
de  calculs,  de  Jormules,  de  figures,  de  phénomènes 
physiques  et  chimiques;  leur  utilité  principale  est 
d'exercer  cette  faculté  de  l'intelligence  à  laquelle  on 
donne  le  nom  de  raisonnement. 

C'est  1.1,  effectivement,  le  vrai  caractère  de  l'Ecole 
Polytechnique,  et  il  n*est  pas  inutile  d'y  insister,  à 
un  moment  où  cette  École,  en  butte  à  de  nombreuses  et 
injustes  attaques,  est  souvent  critiquée  dans  son  prin- 
cipe même  et  faussement  comparée  à  TÉcole  Normale, 
dont  le  but,  tout  autre,  est  de  former  exclusivement  des 
profi*sseurs  et  des  savants. 

En  nous  plaçant  donc  i  ce  point  de  vue,  qui  doit  être, 
selon  nous,  celui  de  renseignement  de  l'Ecole,  nous 
trouverions  extrêmement  regrettable  que,  fidèle  aux  pro- 
grammes primitifs,  on  ne  développât  point  ce  côté  pure- 
ment géométrique  de  l'enseignement,  car  ce  qui  fait 
précisément  le  caractère  de  la  Géométrie  pure,  c'est  la 
profonde  variété  de  ses  méthodes,  contrairement  à  l'A- 
nalyse qui,  par  des  procédés  uniformes,  arrive  à  résoudre 
le5  problèmes  les  plus  divers  et  en  vient  souvent  à  trans-- 
former  les  opérations  du  raisonnement  en  un  travail 
presque  mécanique. 

A  ce  point  de  vue,  l'Ouvrage  de  M.  Mannheim  nous 
parait  infiniment  intéressant.  11  montre  ce  que  peut  el 
doit  devenir,  selon  nous,  l'enseignement  de  la  Géométrie 
à  FEcole  Polytechnique.  P.  Haàg. 
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QUESTIOKS. 


1341.  D'an  point  donné  M  on  abaisse  les  normales  à 
une  conique;  soient a<  et  ^,deux  quelconques  des  pied 
de  ces  normales,  oc/,-  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  sur  la  corde  a,ay,  et  P,y  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  oCij  relativement  aux  points  Oi  et  Uj. 

II  y  a  six  points  (3/,-:  démontrer  qu'ils  sont  les  sommets 
d*un  quadrilatère  complet. 

Quelle  est  la  propriété  analogue  relativement  à  une 
surface  du  second  ordre?  Lâguerrb. 

1342.  D*un  point  donné  M  on  mène  deux  droites 
normales  à  une  parabole;  soient  a  eib  leurs  pieds,  a  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la 
corde  ab  et  ^  le  conjugué  harmonique  de  a  relativement 
aux  points  a  ei  b  :  démontrer  que  le  point  (3  est  sur  la 
droite  menée  par  M  perpendiculairement  à  Taxe  de  la 
parabole. 

Même  question  pour  le  paraboloïde. 

Laguerre. 

1343.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P. 
Soient  respectivement  a,  |3  et  y  les  points  où  les  côtés  du 
triangle  rencontrent  les  droites  PA,  PB  et  PC. 

On  suppose  que  les  droites  menées  par  les  points  a,  (3 
et  y,  perpendiculairement  aux  côtés  correspondants  BC, 
CA  et  AB,  se  coupent  en  un  même  point  M. 

Déterminer  :  i**  le  lieu  décrit  par  le  point  P;  a®  le 
lieu  décrit  par  le  point  M.  Laguerre. 
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SUR  UN  THÉOREVE  DE  N.  LAGIIERRE 

Par  m.  Édoua&d  LUCAS. 


M.  Laguerre  a  exposé  dernièrement  quelques  consi- 
dérations nouvelh»s  et  fort  remarquables  sur  la  sépara- 
tion des  racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients 
numériques  {Noui^elles  Annales ,  i"^  série,  t.  XVIII,  p.  i, 
el  l.XIX,  p.  49  î  Comptes  rendus  des  séances  deVudca- 
demie  des  Sciences,  i3  octobre  1879). 

Voici,  je  pense,  une  manière  plus  simple  et  plus  élé- 
mentaire de  présenter  le  principal  résultat,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'employer  la  théorie  des  dérivées. 

Théorème  de  Laguerhe.  —  Soient  f(^x)  z=z  o  une 
équation  algébrique,  a  un  nombre  positif  y  et 

,        1  4:  —  a 

'    ^  f 


X  —  a 
Le  nombre  des  vanations  de  la  suite 

^1  /»»  J\9  Jit   •  '  '  y  Jm—tf  Jm 

est  au  moins  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation 
donnée  qui  sont  plus  grandes  que  a.  Si  le  nombre  des 
racines  plus  grandes  que  a  est  inférieur  au  nombre  des 
variations  de  la  suite,  la  différence  est  un  nombre 
pair. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  pour  a  =  o  on  re- 
trouve le  théorème  de  Descartes.  Quant  à  la  démons- 
tration, elle  est  absolument  semblable  à  celle  que  Ton 

jénn.  de  Muthémat,,  a«  série,  t.  XIX.  (Avril  1880.)  'O 


(  ^46) 
donne  dans  les  Cours  pour  ce   dernier  ihéorènie.   En 
effet,  soit  b  un  nombre  plus  grand  que  a;  si  Ton  mul- 
tiplie le  premier  membre  de  réquation(i)  par  x  —  i, 
on  a 

j:  —  a 

f 

^  g^_,x-\-  g^^  [h  —  a) îî^, 

et  Ton  démontre  de  même  que  le  nombre  des  variations 
de  la  suite 

(3)  g.y    g,,     ,,.y    g„^u    gm^    —  ¥m 

surpasse  au  moins  d^une  unité,  et  en  général  d*un  nombre 
impair,  le  nombre  dos  variations  de  la  suite  (2). 

C.  Q.  F.  D. 

Cela  posé,  soient  Téquation 

f[x)  =:  A.x«  -h  A,  Jt"-'  -4-  A,.r*— »  -f.  ...-)-  A«  =  O, 

et  a  un  nombre  positif;  011  calcule  successivement 

yo  — -  Ao, 

/t  rr:  A^^a    H-  A,, 

/,  zrr  A,a'-+- A,a    -+-  A„ 

/j  =1  Aort*  -f-  A,«'  -I-  Ajfl  4-  A,, 


» 


/«,--  A«a'"-+-A,«'^'  4-  A, /!'"-'  -r-.  .  .4-  A;„. 

Le  nombre  des  variations  de  {/oi  •  •  •-/!»•)   ^st  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  plus  grandes 

que  a.  De  même,  en  changeant  j:  en  -9  on  déduit  que 

le  nombre  des  racines  de  Téquation  proposée  comprises 
entre  o  et/x  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations 
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de 

la 

suite 

A. 

> 

A. 

I 

a 

-t- A«. 

-1» 

A. 

I 

-+- A«_ 

I 

-1  *~ 
a 

-4-  A„_: 

A. 

I 

4-A«. 

I 

1 

-a- 

—1  ^  • 

i» 


A»  \ 


Je  plus,  si  ces  deux  nombres  diffèrcDt,  la  différence  est 
un  nombre  pair. 
Exemple,  —  Soit  inéquation 

X*  —  ^x*  -h  3x^  —  2x'  -h  "y  j:  H-  I  =  o. 

Diaprés  le  théorème  de  Descartes,  il  y  a,   au  plus, 
quatre  racines  positives. 

Pour  a  =  I ,  on  forme  la  suite 

-+-I,  —3,  o,   —2,  -1-5,  4-6; 

donc  il  y  a  au  plus  deux  racines  plus  grandes  que  i  \  en 
formant  la  suite  inverse,  on  trouve 

-f-i,  -+  8,  ~h6,  -+-9,   4-5,   4-6; 

donc  il  n'y  a  pas  de  racines  réelles  entre  o  et  i  ;  ainsi  il 
y  a  au  plus  deux  racines  positives,  que  Ton  sépare  en 
faisant  a  =  2. 

llemarque.  —  On   peut  appliquer  les  considérations 
c|ui  précèdent  aux  équations  de  la  forme 

et  Ton  obtient  des  théorcincs  intéressants. 
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SDR  LE  ifiVE  THCORBiE; 

Extrait  d'une  lettee  de  M.   LuciEir  LÉVT, 
Profcftseur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Rennes. 


Voici,  relativement  à  la  mélhode  si  ingénieuse  de 
M.  Laguerre  pour  la  séparation  des  racines,  une  re- 
marque que  vous  jugerez  peut-être  digne  d'intérêt. 

La  limite  supérieure  indiquée  par  M.  Laguerre  pour 
les  racines  positivrs  d'une  équation  est  toujours  au  moins 
égale  à  celle  que  donne  la  méthode  de  Newton. 

En  eiïet,  posons,  comme  M.  Laguerre, 

/*(  a)  =  K^x^  -^  A,  jr«-»  -+-...  -f-  A«, 
••> 

fm-p[jc]  =  k^xP  -4-  Ai.r/'-'  4-  .  .  .  -h  A^, 
•  •••«••«••••«•«••••••••> ., 

on  a 

ce  qu'on  peut  écrire 

Donc,  si  f„{x),  /;„_i(x),  .  . .,  /;„.,.+,  (jr)  sont  po- 
sitives, f^^p(x)  Test  aussi;  de  même,  /^_,,^,(x), 
fm-.p^i{jo)^  •  •  •  sont  positives.  Alorsy^,_^.(x\  qui  ne  dé- 
pend que  des  fonclions/^(a:),/„«i (x),  . .  .,/„_^+,(j:) 
et  de  leurs  premières  dérivées,  est  positive;  de  même 
Jm^p(x)^  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  si /«.^(x),y«.p+,(ar),  ...,/«(jr:)  sont  posi- 
tives, les  fonctions  de  Newton  J^_p  (x),  y^_^  (x^, 
/,!_;, (.T'V  ...  le  sont  aussi.  c.  q.  f.  d. 
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SIIR  UNE  GL4SSB  D'ÉQII4TI0KS  ALGÉBRIQUES  DONT 
TOUTES  LES  RACINES  SONT  RÉELLES  ; 

Pab  m.  Ch.  BIEHLER. 


I.  Considérons  Téquation 


B/, 


dans  laquelle  le  module  du  second  membre  est  égal  à 
Tunité;  nous  allons  démontrer  que  les  racines  de  cette 
équation  sont  réelles  et  inégales. 

En  efTi't,  soit  û,*-4-  ib^  une  des  m  valeurs  de  l'expres- 
sion V  A  -h  \M\  on  sait  que  a^  -j-  i^  =  i,  et  la  racine x^i 
de  l'équaiion  (i)  correspondant  à  cetie  valeur  sera  don- 
née parTéquatiou 


i» 

.    .    M  n     ,1     ih 

1  —  rXy, 

d'où 

•3) 

/(f  —  fl^ —  ib^) 
^          I  -f-  «n  H-  iày. 

En  multipliant  les  deux  termes   du  second  membre 
par  I -H  û^  —  ihy,^  il  viendra 


•*V  — 


IX  b^ 


OU 


Toutes  les  racines  de  Téquation  (i)  sont  donc  réelles. 
Elles  sout  inégales,  car,  si  deux  racines  x^,  x^i étaient 


(   '3o  ) 
égales,  on  aurait 

^    '  l  -hax         I  -4-  «,t 

En  vertu  des  relations 


«X  -4-  àî 

—  », 

al  4-  b^ 

—  i, 

r équation  (5) 

devient 

/C\ 

\  —  ax        I 

—  ^H 

(^) 

^> 

^ 

La  comparaison  des  égalités  (5)  et  (6)  donne 


par  suite,  comme  les  m  valeurs  de  yA-f-Bi  sont  dis- 
tinctes, les  m  racines  de  Téquatiou  (i)  seront  aussi  dis- 
tinctes. 

II.  Comme  première  application    de   ce  théorème, 
nous  allons  démontrer  algébriquement  que  les  racines  de 

l'équation  de  dcffré  m  qui  donne  les  valeurs  de  lanff  —  » 

connaissant  tanga,  sont  réelles  et  inégales. 
Cette  équation  peut  s^écrire 


(l  -h  /.r)'"— .(i  — /. 


T 


I 


(l)  taz^ : • —  y 

^' '  (I  -f-/x)--|-  (i-./x)'" 

en  posant 

a 
tanga  =  a     et     tang— =:.r. 

m 

L'équation  (7)  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

(l  4-  />)"(i  —  ia)  —  ( I  —  i,vY*(i  -h  ia)  =  o 
ou  bien 

(8)  (i±ij:Y  ...  i±±. 

.  \1  ~  tj/  I  —  ia 


(  'Si  ) 
Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  expres- 
sion dont  le  module  est  égal  à  Tunité  -,  ce  module  est,  en 
eiTet,  la  racine  carrée  de  la  quantité 

on  en  conclut,  en  se  reportant  au  théorème  démontré  pré- 
cédemment, que  les  racines  de  Téquation  (7)  sont  réelles 
et  inégales. 

Pour  la  même  raison,  les  racines  des  équations 

(9)  (»  -^  ^.r)'"—  (i  —  ixY*=Oy 

(10)  (l    +!>)'"-+-(  I    ixy^=  Oy 

tirées  de  (7)  en  y  faisant  a  =  o  ej  a  =  oo  ,  sont  réelles 
et  inégales. 

On  peut  d'ailleurs  les  mettre  sous  la  forme 

les  seconds  membres  ont  pour  module  Tunité. 

III.  Comme  seconde  application  du  même  théorème, 
nous  allons  démontrer  que  les  racines  de  Téquation  de 

degré  m  qui  donne  cos—  quand  on  connaît  cosa  sont 
réelles. 

Si  Ton  pose  cos—  =  x,  cosa  ==  a,  Téquation   dont  il 


a 
m 
s*agit  est 


(i3)        (x-h^x^— i)*-+-(x  — v/x'— i)-— 2fl  —  G. 
Faisons  actuellement  la  substitution 


.r 


il 


(  ^52  ) 
à  toule  valeur  réelle  de  j^  correspond  une  valeur  réelle 
de  X, 

Parcelle  subslîlution,  x'  —  i  devîenl H— >  el  l'é- 

(i-t-r^)' 

qualion  (i3)  prend  la  forme 

(i4;     -, z\ ia-=io^ 

ou  bien 


I2m 


i5  î '^ ^- ^^-^ 2a=:o, 


ou  enGn 


•"       /i  —  iy\'^ 

-f-  ( r-  1     —  2fl=:0. 


(I  _j_  îy\m 
.       )      i 


elle  donne 


I  -t-  /  r 


('■7)  ^r=r^l  ^^^'s'^'-^'- 


Le  module  de  chacune  des  expressions  a  -h  ly/i  —  a*, 

a  —  i^i  —  a*  esl  égal  à  runilé;  par  suite,  les  racines 
de  l'équation  en  j^  sont  toutes  réelles. 

On  obtient  ainsi  ?.m  valeurs  de  7;  ces  am  valcursde^ 
ne  fournissent  que  m  valeurs  de  jr.  les  expressions  con- 

j uguées    a-^  i\J  i  —  a' ,  a  —  i  y  1  —  a*    fourn i sscn  t    en 

/  Y  ^  /  y\ 

effet,  pour  ( :^  ]»  des  valeurs  qui  sont  ellos-mômes 

conjuguées;  par  suite,  les  valeurs  àc  y  correspondantes 
seront  de  signes  contraires.  Les  valeurs  de  y'  sonl  donc 
égales  deux  à  deux  ei  donnent  une  seule  et  même  valeur 
pour  X, 
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SUR  U  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

ORDINAIRES  ; 


Par  m.  h.  LAURENT. 


Ou  saitque,  étant  donnée  une  équation  M  ^jc-hNcf^^o, 
il  existe  toujours  un  multiplicateur  1  lel  que 

soit  la  difierentîelle  d'une  fonction  ç,  en  sorte  que  la 
connaissance  du  facteur  X  permet  de  ramener  l'intégra- 
tion de  l'équation  proposée  à  une  simple  quadrature. 

Il  existe  à  l'égard  des  équations  simultanées  un  théo- 
rème analogue  :  si^  en  effet,  on  considère  le  système 

P,,^X,  -f  Pn^^i  -f-   .  .  .   -}-  P,„+,rfx„^,  =  0    ou     a,  =r  O, 
P„€/x,  -+-  Paa^/x,  -f-    .  .      -f-  Pa„+,É^X„4.,  =  O    OU     ûj  =  O, 

• 1 

PnidXt  H-  PnidXi  -h   .      .    H-  Vnn+lff'^n+t  =  O     OU     a„  =  O, 

P,y  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables 
jr,,  X,,  ...,  x„^iy  il  existera  toujours  un  système  de 
multiplicateurs  X,,  Xj,  ...,  X„  tels  que  l'expression 
A,  £}|  -h  X,  û,  -H  .  .  .  H-  i„  û„  501/  liwe différentielle  exacte. 
Nous  donnerons  au  système  des  quantités  Xj,  X,,  . . .,  À„ 
le  nom  de  système  de  multiplicateurs  des  équations  (i). 
Pour  démontrer  l'existence  de  ce  système,  désignons  par 

•2  )  F,  =r  C,,       Fa  =  C„        .  .  .  ,       Fn^=  €„ 

les  intégrales  des  équations  (i)  résolues  par  rapport  aux 
constantes  d'intégration  Ci,  c^,    ...,  c„.  Si   l'on  diffé- 
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rentie  ces  équations^  2),  on  aura 

(3)  d¥t=iOy     dF,  =  o,     ...,     ^„=:o, 

et  ces  équations  devront  fournir  pour  les  rapports 

les  mêmes  valeurs  que  les  équations  (1).  On  sait  en 
effet  que,  en  éliminant  entre  les  intégrales  (â)  et  leurs 
dinerenticiles  les  constantes  d^intégration,  on  doit  re- 
tomber sur  un  système  équivalent  à  (i).  Ce  système 
équivalent  est  le  système  (3). 

Or,  les  formules  (i)  et  (3)  fournissant  les  mêmes  va- 
leurs des  quantités  dxx\dx^\ ...  :  dx^^x^on  sait,  d'après 
la  théorie  des  équations  linéaires,  que  Tune  quelconque 
des  formules  (3)  est  de  la  forme 

>,n,  -t-  >,a,  ^  . . .  -h  >„n„  =  o, 

ce  qui  met  en  évidence  Tcxistence  des  fadeurs  X. 

//  existe  une  infinité  de  systèmes  de  multiplicateurs, 
Kn  eflet,  soit  Xj,  ).,,... ,  X„  un  tel  système,  et  soit 

>,n,  -+-  >,nj  H- ...  -I-  >„ii„  z=  dFt. 

II  est  clair  que,  tp  désignant  une  fonction  quelconque, 
Xjç(Fi),  X,a)(Fi),  •  •  •  sera  encore  un  système  de  multi- 
plicateurs. Soient  plus  généralement 

^11»      ^U>        •    •    •   »       ^l/M 

^îl>     ^5J<       •    •    •  1      ^5l»» 
••♦••'       •   •    •  »       •    •  » 

^ii>    ^ia>     •  •  •  >    ^ih 

i  systèmes  de  multiplicateurs  et 
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il  est  claîr  que 

>ii?,(F,)-+-Xn<pj(F,)  -t-   .  .  .    -f->,„fn(F„), 

>Ji?i(F,)  -}->„<p2(F,) -H  ...  -+->„<pn(F„), 

constituera,  quelles  que  soient  les  fonctions  (fi,^ ,. . .  .,un 
nouveau  système  de  multiplicateurs.  Mais  il  n'existe 
que  n  systèmes  de  multiplicateurs  distincts. 

En  effet,  il  n^existe  que  n  intégrales  distinctes  de  la 
forme  (3)  ;  par  conséquent,  si  Ton  appelle 

^llf    ^ia>     •  •  •  >    ^in» 

(4) 

•  •>  •  •>  •  •  •  s  •  • 

les  systèmes  de  multiplicateurs  qui,  appliqués  aux  équa- 
tions (i),  donnent  lieu  aux  intégrales  (2),  toute  intégrale 
du  système  (i)  sera  de  la  forme 

^KF„  F,,  .  .  .,  F,)  =  const. 

Tout  système  de  multiplicateurs  appliqué  aux  équa- 
tions (i)  devra  donc  fournir  une  différentielle  de  la  forme 

«!t  sera,  par  suite,  une  combinaison  des  mulliplica- 
lenrs  (4). 

Pour  nous  en  convaincre,  écrivons  ainsi  la  formule 
précédente 

-^  pi„n,-T->,2n,-f-   .  .)-f-  7;r(>jiû,-f-A„a,-t-.. .;-+-.  ..=:o, 

dr,  (Ji*^ 

et  nous  reconnaissons  ((uc  les  multiplicateurs  en  question 


sont 
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dF;  "^dF,   "^' ••"^dF~*"" 


M 


Remarque.  —  Les  équations  diflerentielles  proposées 
peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes,  que  Ton  en 
déduit  par  rapplicalion  des  multiplicateurs  (4)9 

X21Û1  -4-  >5;n2-f-.    -    •-+-  ^fl^n--   o   ZZzdFi, 

> 

et  qui  sont  immédiatement  intégrablcs.  Ces  dernières 
équations  sont  satisfaites,  non  seulement  quand  on  y 
suppose  ûj  =  o,  ûj  =  o,  .  .  .,  mais  encore  quand,  12j, 
Xit,  .  . .  cessant  d'être  nuls,  Xj,  X2,  .  . . ,  x„^i  ont  des 
valeurs  telles  que  le  déterminant  A  des  multiplica- 
teurs (4)  soit  nul  ;  on  a  d^ailleurs  identiquement 

a.  =  -     -p-  r/F,  -H  -7—  dF,-h .  .  .  -t-  -rr-  rfF„  )  .  .  .  , 

de  sorte  que  Ton  peut  annuler  les  quantités  û  soit  en 

posant  rfFi,  ^Fj,  .  .  .  égaux  à  zéro,  soit  en  posant-  égal 

il  zéro  ou  A  =  Qo  .  Ainsi, e/i  égalant  à  zéro  l'inverse  du 
détenninant  des  sj'slèines  de  jnultiplicateursj  on  peut 
obtenir  une  solution  des  équations  proposées. 

Nous  avons  dit  qu'il  n'existait  que  n  systèmes  de  mul- 
tiplicateurs distincts.  Si  donc  on  connaissait  un  sys- 
tème de  multiplicateurs  distincts,  le  système  (4)  par 
rxemple,  tout  nouveau  système  rentrerait  dans  celui-ci, 
en  sorte  que.  i,+i,i,  ),,+i,t,  •  •  .  désignant  de  nouveaux 
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luultiplicateiirs,  on  aurait 

De  ces  équations  on  tire 

d^  _  ï   f  dA  d\  \ 

dF.  -  Â  Vdx:.  "^•'' "*"  di;;;  ^'^•'' "^  •  •  V  •  •  •  • 

Les  fonctions -r^ 5  -r^>  •••  pourront   donc  s'exprimer   à 

Taide  des  seules  quaniités  X,y,  et  en  les  égalant  à  des 
constantes  on  exprimera  que  F,,  Fj,  . .  .,  F„  sont  con- 
stants; par  suite,  on  aura  ainsi  les  intégrales  des  équa- 
tions proposées. 

-        ,         .         d\!/  d^!/  j.    . 

Les  équations  ■—  =  o,  —=  o,  . . .  seront  aistinct<'s, 
*  dl?,  (11?, 

sans  quoi  il  existerait  une  relation  de  la  forme 


^'dFi'dF;  •••'dp;'-"' 


entre Fj,  Fj,  .  .  .,  F„,  qui  ne  seraient  pas  des  fonctions 
distinctes. 

Pour  faire  une  application  utile  de  la  théorie  précé- 
dente, considérons  le  système  d'équations  linéaires 

— —  :n:  X||X|  -h  X13X2  -f-  .  .  .  -4-  A-xn^n  "^  -f*-io  » 
dx 

5\  ]    ~, —   ^^^  Xa|X|  -f-  XjjJTj  -h  .  .  .  -f-  Xtj|<3^n  "f"  X-aoi 


— —  ::!=  Xn|X,  -f-  A-nf^i  -h  .  .  .  -r  Xhr^h  -f-  Xr09 

dans  lesquelles  X/y  désigne  en  général  une  fonction  delà 
seule  variable  x.  Multiplions  la  première  de  ces  équa- 
tions par  1|,  la  seconde  par  1^.  . .  .,  et  ajoutons  ;  nous 
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aurons 

Pour  que  le  premier  membre  de  celle  é({ualion  soit  une 
différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

'  aXf        d.r, 

quels  que  soient  i  et  y,  et  que 

quel  que  soit  i.  Or  il  est  assez  facile  de  satisfaire  à  ces 
dernières  équations  en  prenant  pour  X,,  >,,  ...,/„  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x.  En  effet,  alors  les 
équations  (6)  deviennent  identiques  et  les  équations  (7) 
se  réduisent  à 

-j—  ^=^         [  A|  X||  -H  A3X21  -+-  .  .  .  -f-  A^Xn!  )» 

,  rt  \  j    ~~ï~  ^^^  (  A|X|2-f-  AjXjj-H  .  .  .  -h  A„X||j)  , 

(8)  \     ^«^ 


^^  ■■"  l  Al  Xm  -\-  Aj  Xjji  ~t-  .  .  .  -f-  A„Xnii  1  • 

Les  mulliplicateurs  satisfont  donc  aussi  à  un  syàlème 
de({Uutioi)s  linéaires;  mais  ce  système  est  en  général 
plus  simple  que  le  système  proposé  (5),  puisqu'il  ne  ren- 
ferme plus  les  ipiantités  X]o*  X^u,  .  .  .,  que  Ton  appelle 
les  seconds  membres  des  é(|uations  proposées. 

Quand  on  aura  inléi^ré  les  équations  (8)  sans  seconds 
membres,  de  simples  quadratures  feront  connaître  les 
inconnues  Xt,  Xi^  ....  x„.  Celte  manière  d'intégrer  en 
faisant  usage  des  multiplicateurs  sera  généralement  plus 
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avantageuse  que  la  méthode  connue  de  la  variation  des 
constantes.  En  effet,  la  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes impose  certaines  quadratures  au  calculateur;  la 
méthode  des  multiplicateurs,  au  contraire,  conduit  à 
l'intégration  de  différentielles  totales,  ce  qui  laisse  beau- 
coup de  choix  dans  la  manière  de  diriger  les  calculs. 

Il  est  à  remarquer  que  les  multiplicateurs  des  équa- 
tions (8)  sont  précisément  les  solutions  des  équations  (5), 
abstraction  faite  des  termes  Xio,  XiO)  •  •  • ,  à  savoir 


—7—  :=  XjiXi  -h   XjjiTT]  -f-     .  .  -|-  Xsn^n, 
dx 


--z      —  Xni  •?!-+-  •X,n2J"2-+-  .  .   .  -f-  XnnJTj,, 


en  sorte  que  l'intégration  de  Tun  des  systèmes  (8),  (9) 
entraîne  celle  de  l'autre  système. 

Il  y  a  plus,  on  peut  considérer  simultanément  les  deux 
systèmes  (8)  et  (9),  et  l'on  peut  toujours  en  déduire  une 
intégrale;  il  suffît  pour  cela  de  multiplier  les  équations 
du  système  (8)  par  x^  x,,  . . . ,  j:„,  celles  du  syslèiiic  (9) 
par  )|,  X,,  . .  .,  )„,  et  d'ajouter;  on  a  alors 


X,//>,  -h  >.,rfj:,  -4-  ...  -h  Xndïn-^  \ndXn'=^  G, 


OU 


'  10  )  /i,-C,  -f-  >j Ta  -f- .  .  .  -4-  X„.r„  =r  COnSt. 

Posons 


il  est  facile  de  voir  cjuc  li\s  systèmes  (8)  ri  i ())  forment 
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un  système  canonique.  En  effet,  on  peut  les  écrire 


dx,        dH 
dx        dX, 

dx^        dH 
dx        dX,  ' 

dk,             dH 
dx             dX| 

dk^             dH 

Tout  système  d'équations  linéaires  jieut  donc  se  ramener 
à  un  système  canonique,  contenant,  il  est  vrai,  un  nombre 
double  adéquations,  mais  dont  on  connaît  une  solu- 
tion (lo). 

La  recherche  des  multiplicateurs  est  un  peu  plus  fa- 
cile en  général  que  la  résolution  des  équations  proposées 
elles-mêmes.  Supposons,  en  effet,  le  système  des  équa- 
tions à  intégrer  ramené  à  la  forme 

/     X         dr,  €lx^  dx^ 

Si  Ton  appelle  Xi,  \i.  . .  .,  X„  un  système  de  multiplica- 
teurs, on  devra  avoir 


.   (  \tdx,  -4-  \^dx^ 
(12)  < 

(  -i-  \^dx^—  </x^X,X|-^...-^X.X„)  rr=  dlff. exacte. 

Mais  trouver  des  fonctions  X,,  X,,  . .  ,  X„  satisfaisant  à 
cette  condition,  c'est  intégrer  1  équation  aux  dérivées 
partielles 

d«      ^    d«  ^    dtf 

i3  T--^X,  —  -^...H-X,---  -z.  o, 

dx  dx.  dx, 

1       j  *  .    *       dw  di«    ,     1      -         .  - 

et  les  dérivées  -  — ?  •••■♦  —  de  la  lonction  u  seront  les 

dx.  dx, 

multiplicateurs  cherchés.  Pour  trouver  un  système  de 
multiplicateurs,  il  n'est  donc  pas  nécessaire  d'intégrer 
complètement  l'équation  ^i^).  équivalente  aux  équa- 
tions tii),  il  ^ufGt  d'avoir  seulement  les  dérivées  rela- 
tives à  Xi,  X*.  .  . .  ,x„  de  la  fouc  tion  u  qui  y  satisfait. 
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On  pourrait  de  la  théorie  précédente  déduire  la  mé- 
thode connue  pour  l'intégration  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  A  cet  effet,  on  raisonnera  ainsi  : 

Int^rer  Téquation  (i3  ),  ou 

du  _ 

-7 —  -f-  Jw  I  A I  -t-  .  .  .  -7-  A,n  A„  —  O  f 

clx 

dans  laquelle  on  a  posé  pour  simplifier  -r—  =  X/,  c*est 

trouver  des  quantités  Xj^^s, .  •  •  telles  que  Téquation  (12) 
ait  lieu.  Or  X,,  X„  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  mul- 
tiplicateurs des  équations  (ii)*  On  calculera  ces  multi- 
plicateurs, si  Ton  veut,  en  intégrant  ces  équations  (11). 
Soit  u  =  const.  une  intégrale  du  système  (11)  en  ques- 
tion ;  on  aura  précisément 

\idxt  -+-.  .  .-h  "k^dxn —  €3Lr(>,X, -h.  .  .  -f-î^«X«)  =dUf 

d'où  l'on  conclura  que  u  est  précisément  la  fonction  qui, 
égalée  à  une  constante,  est  une  intégrale  de  (ii)* 

Cette  manière  de  retrouver  la  règle  donnée  par  La- 
grange  et  confirmée  par  Jacobi  a  peut-être  l'avantage 
d*entrer  plus  au  cœur  de  la  question  et  de  mieux  mon- 
trer le  rôle  que  jouent  les  fonctions  intégrales  et  leurs 
dérivées. 


SDR  IIB  lÈTHODE  POUR  OBTENIR  PAR  APPROXIMATION 
LES  RACINES  B'IiNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  QUI  A  TOUTES 
SES  RACINES  RÉELLES; 

Pab  m.  laguerre. 


I. 


1.  Quand  on  a  une  valeur  suflisamment  approché*' 
d'une  racine  d'une  ëqualîon,  la  méthode  d'approxima- 

J mm, dtMathimnt.,  i*iérie.t.  XtX.  (Arril  1880.)  1 1 
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tion  de  Kcwloii  el  la  niéthr^de  des  parties  proportion- 
nelles fournissent  toutes  les  deux  des  moyens  com- 
modes et  rapides  d'approcher  indéfiniment  de  cette 
racine.  La  principale  difficulté  consiste  à  obtenir  cetie 
première  valeur  approchée  que  l'on  doit  prendre  comme 
point  de  départ. 

Je  ne  crois  pas  que,  si  Ton  considère  la  question  dans 
toute  sa  généralité,  il  y  ait  beaucoup  à  ajouter  à  ce  que 
Ton  sait  déjà  ;  il  me  semble  que  le  problème  doit  être 
posé  différemment  et  de  la  façon  suivante  : 

Une  équation  étant  donnée  [ou,  sil'on  veut,  un  type 
d'équations  étant  donné)^  trouver  une  méthode  qui  con- 
duise de  la  façon  la  plus  sûre  et  la  plus  rapide  aux 
valeurs  approchées  de  ses  racines. 

La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  donner  une  solution 
de  ce  problème  dans  le  cas  où  l'équation  proposée  est 
algébrique  et  a  toutes  ses  racines  réelles.  Les  équations 
de  ce  genre  se  présentent  du  reste,  comme  on  le  sait, 
très  fréquemment  dans  un  grand  nombre  de  questions 
importantes  de  TAnalyse. 

IL 

2.  Soient 

(.)  /(x)  =  o 

une  équation  algébrique  du  degré  w,  et  5?,  /3,  y,  .  . .  ses 
différentes  racines;  on  a  Tidenlité 


•    •   •  • 


(2)  ,  _ 

Si  X  est  une  valeur  suffisamment  approchée  de  la  ra- 
cine a,  la  quantité    qui  figure  dans    le   second 

membre  de  cette  relation  est  très  grande,  tandis  que  les 
autres  quantités ;--  »  •  •  •  ont  des  valeurs  beau- 

'  X  —  p      X  —  y 
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coup  plus  petites*,  on  aura  donc  sensiblement 

et  de  cette  formule  on  déduit  une  valeur  approchée  de  a 
qui  ne  diffère  pas,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  de  la  va- 
leur donnée  par  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 
Je  ne  chercherai  pas  ici  à  corriger  cette  méthode  en 
essayant  d^obtenir  une  valeur  approchée  des  termes  né- 
gligés 


or—  3         X 


I       • 


je  prendrai  plutôt  comme  point  de  départ  l'équation  sui- 
vante, que  Ton  obtient  en  dérivant  l'identité  (a)  : 

r'  -/r  _       I  I i_ 

On  en  déduit  que,  a  désignant  une  racine  quelconque 
de  Téciuation  (i),  on  a 

En  convenant  donc,  pour  plus  de  clarté,  de  représenter 
les  différentes  valeurs  que  peut  prendre  la  variable  x 
par  des  longueurs  portées  sur  une  droite  à  partir  d'une 
origine  fixe,  on  voit  que,  si  l'on  représente  par  un 
point  M  une  valeur  arbitraire  attribuée  à  x  et  si  l'on 
porte  de  part  et  d'autre  du  point  M  une  longueur  égale 
eo  valeur  absolue  à 

aocane  racine  de  l'équation  (i)  ne  peut  se  trouver  entre 
les  extrémités  N  et  N' des  segments  ainsi  déterminés, 
en  sorte  que  les  racines  de  cette  équation  seront  ou  supé- 
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j  ieures  au  nombre  déterminé  par  le  point  N'  ou  infé- 
rieures au  nombre  déterminé  par  le  point  N. 

*  3.  Cette  propriété  n'est  évidemment  qu'un  cas  parti- 
culier d'une  propriété  plus  générale  et  renfermant  une 
constante  arbitraire. 

Toutes  les  fois,  en  effet,  qu'une  proposition  relative  ;« 
des  polynômes  entiers  ne  comprend  pas  uniquement  dans 
son  énoncé  des  covariants  (simples  ou  multiples  de  ces 
polynômes),  elle  est  un  cas  particulier  d'une  proposition 
plus  générale*  dans  l'énoncé  de  laquelle  n'entrent  que  des 
covariants,  et  cette  proposition  plus  générale  peut  se  dé- 
duire immédiatement  de  la  proposition  particulière  don  t 
je  viens  de  parler  (  *  ). 

C'est  ce  que  je  pourrais  faire  ici;  mais,  pour  être 
mieux  compris  dans  un  premier  exemple,  je  suivrai  une 
autre  marche  et  partirai  de  l'identité  suivante,  où  Ç  dé- 
signe une  quantité  arbitraire  et  où  le  signe  S  s'étend  à 
toutes  les  racines  de  Téquation  (i)   : 


'  ?-«\'_V(?- 


Zà\'^-<^)     Zà 


.T 


—   ^^2 


n 


^(x  —  a;'  ^x  —  a 

np  +  7.(;  -  .r]ff  +  ;g  -  .r)'i/''-/r) 

/' 

....     -  —  - 


(  *  )  C'est  de  la  mémo  façon  qu'en  Géométrie  tout  théorème  dans  le- 
quel la  droite  de  l'infini  ou  les  omhilics  du  plan  jouent  un  rôle  parti- 
culier est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  dans  lequel 
les  ombilics  sont  remplacés  par  deux  points  quelconques  du  plan.  H  ett 
du  reste,  comme  on  le  sait,  très  facile  do  passer  du  théorème  particulier 
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Poar  transformer  cette  relation,  j'introduirai  la  fonc- 
i\onf(x^  y)  homogène  des  deux  variables  xeiy^  qui  se 
réduit  à/( x)  quand  on  y  fait  y  =  i  ;  en  supposant  donc 
que  cette  variable  soit  toujours,  dans  la  suite  des  calculs, 
remplacée  par  Tunité,  j*aurai 

/(x)=/(x,r) 

et,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes. 

Le  polynôme  (n  —  i)y  —  ^J/"  "^  diffère  que  par 
un  facteur  purement  numérique  du  covariantde/ljr^y) 
que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  hessien;  je  le  représen- 
terai par  la  lettre  H,  en  sorte  que  la  relation  précédente 
pourra  s'écrire 

4.  En  représentant  par  P  le  second  membre  de  cette 
égalité  (P  est  évidemment  toujours  positif,  et  il  en  est  de 
même,  comme  on  le  sait,  du  covariant  H),  je  considère 
les  deux  racines  X'  et  X'^  de  l'équation 


■<i       m)' 


P, 


que  l'on  peut  écrire 

p(-p-x)'-.;5-x)^  =  o. 

Si,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  on 
remplace  X  par  la  valeur  d'une  racine  quelconque  a  de 
Téquation  (i),  on  obtient  un  résultat  positif,  car,   en 


aa  théorème  général  ;  j'ai  le  premier  résolu  cette  question,  relativement 
aux  relations  angulaires,  dans  ma  Notr  sur  la  théorie  des  foyers  (  iVou- 
vtllet  Annales  de  Mathématiques,  i8.î3,  p.  .'î^). 
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vertu  de  ridentité  (3),  on  a  évidcmineiil 


( 


:;  —  a  ^  ' 


X  —  a 


<P. 


On  conclut  de  là  que  toutes  les  racines  de  Téquation  (i) 
sont  comprises  dans  l'un  des  intervalles  compris  entre  les 
nombres  X'  et  X"  (*). 

Si,  au  contraire,  on  remplace  X  par  x,  on  obtient  un 
résultat  négatif,  d'où  l'on  Yoit  que  celui  des  deux  seg- 
ments déterminés  par  les  points  X'  et  X''  qui  renferme 
toutes  les  racines  est  celui  en  dehors  duquel  est  situé  le 
point  X, 

5.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  et  ^  dési- 
gnent deux  racines  consécutives  de  Téquation  (i)(a  étant 
<^p)  et  que  nous  donnions  à  x  une  valeur  arbitraire 
comprise  entre  ces  deux  racines  5  désignons  par  X'  et  X" 
les  deux  racines  de  Téquation  (4)1  X' étant  la  plus  petite 
des  racines. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  X'  et  X^'^  sont  situés, 
quelle  que  soit  la  quantité  ^,  de  part  et  d'autre  du 
point  X,  et  que  toutes  les  racines  sont  ou  supérieures  h 
X."  ou  inférieures  à  X';  X'  et  X''  sont  donc  respective- 
ment des  valeurs  approximatives  des  racines  a  et  (3  plus 
approchées  que  la  quantité  x  dont  on  est  parti. 

Plus  généralement,  on  peut  dire  que  : 

Si  l'on  désigne  par  x  une  quantité  prise  arbitraire- 
nient  dans  l'inten^alle  compris  entre  deux  racines  con- 
sécutii^es  a  et  ^  de  l'équation  (i),  et  par  X' e£  X"  les 


(')  On  peut  passer  de  la  valeur  \'  h  In  valeur  X''  sans  passer  par 
l'infini,  ce  qui  donne  un  premier  intervalle  ;  le  second  intervalle  com- 
prend la  valeur  infinie  de  la  variable  ou,  si  Ton  veut,  le  point  situé  a 
l'infini  sur  la  droite  dont  les  diflercnts  points  représentent  les  valeurs 
de  la  variable. 
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deux  racines  de  V équation  (4),  les  quantités 

a,   X  ,  Xf  X",    P 

sont  placées  par  ordre  croissant  ou  décroissant  degran- 
tleur[^)^  quelle  que  soit  la  quantité  ^. 

Ed  particulier,  si  Ton  suppose  ^  =  oo  ,  l'équation  (4) 
deTfent 

1         _n-ff" 

(x-x)^-    r    ' 

et  ron  retrouve  la  proposition  que  j*ai  démontrée  tout 
d'abord  (n'' 2). 

Pour  établir  la  proposition  générale,  il  suffît  même  de 
la  supposer  démontrée  dans  ce  cas  particulier  \  en  intro- 
duisant en  effet,  pour  l'homogénéité,  des  variables  Y  et  rj 
égales  à  l'unité,  l'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante, 


( 


où  l'on  voit  clairement  qu'elle  ne  renferme  que  des  co- 
variants  de  la  forme  J\x^y),  Si  donc  la  proposition 
énoncée  est  vraie  pour  une  valeur  particulière  de  (,  elle 
est  vraie  (  puisque,  pour  emprunter  le  langage  de  la  Géo- 
métrie, c'ile  est  projective)  pour  toute  autre  valeur  de  la 
même  variable. 

III. 

6.  Il  résulte  des  considérations  précédentes  que,  x  dé- 
signant une  quantité  prise  arbitrairement  entre  deux 
racines  consécutives  a  et  |3  de  l'équation  proposée,  on 
peut  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  nombres  X'  ei 

(' }  Si,  en  particulier,  on  considôre  la  plus  petite  racine  a  et  la  plus 
(«raude  racine /3  de  l'équation,  on  doit  les  regarder  ox>ninic  consécutives. 
rinler>-alle  qui  les  sépare  comprenant  la  valeur  infinie  de  la  variable. 
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X'^  jouissant  de  la  propriété  que  X'  soit  compris  dans 
Tintcrvalle  eux  et  X'^  dans  Fintervalle  a:  (3. 

Comme  on  peut  donner  à  \  des  valeurs  arbitraires, 
on  peut  rechercher  quelles  sont  les  valeurs  de  X'et  de  X^ 
qui  se  rapprocheront  le  plus  de  a  et  de  |3,  et  il  sufCt évi- 
demment de  résoudre  la  question  dans  le  cas  particulier 
où  a:  =  00  ;  de  là  on  passera  sans  difficulté  au  cas  gé- 
néral. 

En  posant 

f[x\  =  ajr^-h  nb.7f-'  H ^ cjc"-'  H-  .  .  . , 

^     '  1.2 

on  trouve  aisément  que 

t 

et  qu'en  faisant  x  =  oo  la  formule  (4)  devient 

d'où  Téquation  suivante,  qui  détermine  les  valeurs  deX, 

H- /i'^' — n[n  —  i)ac — fl'X*=o. 

Les  valeurs  extrêmes  de  X  s'obtiendront  en  expri- 
mant que  cette  équation  a  ses  racines  égales;  elles  seront 
ainsi  déterminées  par  la  relation 

[nh  -^  aiay  —  [n  —  i)\nn^  —  n[n  —  i)ac  —  rt>X*]  =  o, 

qui  peut  s'écrire,  toutes  réductions  faites, 

fl*X"  -f-  2flftX  -f-  [n  —  lYac  —  nin  —  2)^*1=  o, 

d*où  Ton  déduit 

—  h  zîi   fi  —  I  ■  ^b^ —  ac 

X  = '■ » 

n 


(  >69) 
et,  d'après  ce  que  j^ai  démontré  plus  haut,  Tune  de  ces 
valeurs  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  Téqua- 
lion  proposée,  Tautre  en  est  une  limite  inférieure  (^). 

7.  Cette  proposition  n'est  évidemment  qu'un  cas  par- 
ticulier d'une  proposition  plus  générale  relative  à  une 
valeur  arbitraire  de  x,  le  cas  que  je  viens  de  considérer 
correspondant  à  a:  =  oo  • 

Pour  la  trouver,  je  mettrai  la  relation  précédente 
sous  la  forme 

(5)  [naX  -H  nby—n'ln  —  iY[b^^ac]  —  o, 

(')  Cette  proposition  peut  s'établir  directement  de  la  façon  suivante. 
Eo  désignant  par  a,  6,  /,  ...  les  racines  de  l'équation  /(x)  =  o,  par  s^  la 
somme  de  ces  racines  et  par  s^  la  somme  de  leurs  carrés,  on  a  évidem- 
ment 

2(x  —  a)'=  /ix' —  iSy^x-^Sy^. 

En  désignant  par  a  Ta  ne  quelconque  des  racines,  on  a  donc 

(x  —  a)'</ix* — aj^xH-j,; 

d*où  l'on  voit  que  le  polynôme 

(rt  —  i)x«H-a(a  — J,)x-H  j,—  a' 

a  toujours  une  valeur  positive.  Ses  facteurs  sont  donc  imaginaires,  et 
Ton  a,  pour  toute  racine  de  Téquation, 

(«-i)(i,-««)  — (a- J,}«>o; 

par  toite,  Téquation 

(/1-I)(X,-X")-(X-5J'=0 

détermine  deux  limites  des  racines  de  l'équation  (i). 
Elle  peut  s'écrire 

/ix*—  îJjXH-  s\  —  (/i  — 1)*,=  O, 

on,  en  remplaçant  respectivement  s^  et  s^  par  leurs  valeurs et 

»•*•  —  /i(/f  —  \)ac 


n« 


rt'x'-+-  "iahx  H-(/i—  i)*ac  —  w(/i  —  2)^'=  o; 

r*est,  sauf  la  notation,  l'équation  obtenue  plus  haut  par  une  voie  dif- 
férente. 


«;l  jv  considérerai  l'équalion  suivante, 

(6)         (X/;-f.Y/^)^-.;/i~i)(Xjr_Y4:)«H  =  o, 

qui  ne  renferme  que  des  covariants  àef[x^j). 

Je  remarque  que,  quand  on  y  fait  x  =  oo  ,  elle  se  ré- 
duit à  l'équation  (5);  sans  autre  démonstration,  on  peut 
donc  en  conclure  que  : 

Si  Von  donne,  dans  l* équation  (6),  à  la  variable  x 
une  valeur  comprise  entre  deux  racines  consécutives  a 
et  (3  de  l'équation  (i),  de  ses  deux  racines  Xf  et  X^, 
/'fine  est  comprise  entre  a  et  x  et  l'autre  entre  x  et  ^. 

Ces  quantités  sont  d'ailleurs,  de  toutes  celles  que  l'on 
peut,  en  donnant  à  Ç  toutes  les  valeurs  possibles,  //é- 
duire  de  l'équation  (4)>  celles  qui  approchent  le  plus 
des  racines  ot  et  ^, 

Pour  résoudre  Téquation  (6),  j'y  fais,  pour  simplifier 
récriture,  Y  ~  r  =  'i  et^  après  l'avoir  écrit  de  la  façon 
suivante, 

j  extrais  la  racine  carrée  des  deux  membres. 
On  en  déiluit 


8.  \ji  formule  qui  précMe  résout  complètement  U 
o^ttcstion  suivante  : 

Étant  di^nnè  un  nombre  arbitraire  x,  déiemuher, 
sans  tdtonn^ment  eî  par  une  suite  dopêralîons  règu- 
;Vrrwf ,  drs  «vi/ennc  df^  plus  m  plus  approcht^^  de  la  ne- 
i-^hr  immédiatement  superieurr  à  x  ou  de  la  narine  yiu 
lui  ejit  imjrnêdiaiemfnt  inférieur  r. 

Si«  par  o\rmp1o«  on  xcat  déterminer  la  rjKàne  immé- 
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cliatement  supérieure  à  x,  on  tirera  de  la  formule  (7)  une 
valeur  convenable  de  la  correction  X  —  x,  en  prenant 
le  radical  (qui  détermine  le  signe  du  second  membre) 
avec  un  signe  contraire  à  celui  de^*^  en  partant  de  cette 
nouvelle  valeur  ou,  pour  faciliter  les  substitutions,  de 
toute  autre  valeur  comprise  entre  x  et  X,  on  continuera 
les  opérations,  qui  permettront  ainsi  d'approcher  indéfi- 
niment de  la  racine  cherchée. 

Quelle  que  soit  la  valeur  x  dont  on  parie,  cette  mé- 
thode n'est  jamais  en  défaut  comme  peut  Têtre  la  mé- 
thode de  Newton,  et, dans  le  cas  où  la  méthode  de  Nev^ton 
|>eat  être  employée  avec  sûreté,  elle  donne  toujours  une 
approximation  plus  grande. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  nous  appliquions 
la  méthode  de  Newton  au  nombre  x  en  vue  d'obtenir  la 
racine  immédiatement  supérieure*,  la  correction  est 
égale  à 

f 

quantité  positive,  et  Ton  ^  ff"^  o. 
La  correction  proposée  est  égale  à 


nf 


où  le  radical  doit  avoir  le  même  signe  quey*. 

Or^fJ"  étant  positif,  il  est  clair  qu'en  valeur  absolue 

le  dénominateur  est  plus  petit  que  nf'\  la  correction 

proposée  est  donc  supérieure  h  celle  qui  résulte  de  la 

formule  de  Newton,  et,  comme  elle  demeure  également 

inférieure    à    Texcès    de     la    racine    cherchée    sur    le 

nombre  x,  elle  est  plus  avantageuse. 

(A  suivre) 
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SOLUTION  DUNE  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1879  AU  GONGOIIRS 
D  AGRÉGATION  POUR  L  ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPE- 
CIAL; 

Pae  m.  Eritest  LEBONy 
Professeur  au  lycée  de  Versailles. 


Trouver  l'équation  de  la  perspective  d'une  hélice,  le 
tableau  étant  perpendiculaire  à  son  axe  et  le  point  de 
vue  S  étant  sur  cet  axe. 

Prenons  pour  origine  le  pied  5  de  l*axe  sur  le  tableau; 
pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Taxe  sz  an 
l'hélice,  une  droite  sx  passant  par  la  trace  de  rhélice 
sur  le  tableau,  et  une  droite  sy  perpendiculaire  à  sxdans 
le  tableau.  Désignons  par  co  Tangle  avec  sx  de  la  pro- 
jection d'un  rayon  visuel  sur  le  tableau,  par  r  le  rayon 
de  Fhélice,  et  par  h  son  pas.  Les  coordonnées  de  S  sont 
o,  o,  c. 

Les  équations  de  l'hélice  sont 

h  6) 
x  =  rcos«,    j^  =  /-sinw,      s  ==  —  =  ^w. 

Les  équations  d'une  génératrice  du  cône  de  sommet  S, 
ayant  Thélice  pour  directrice,  sont 


rcoSb>       rsinw       6« — r 

L'élimination  de  tù  entre  ces  équations  donne  Téqua- 
tion  du  cône  S.  On  trouve 

(jc*-f-/')  (  ^arctang c\  —  r»(5  — r)'  =  o. 

L'équation  de  la  courbe  perspective  cherchée  est  obtenue 
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en  faisant  2  =  0  dans  l'équation  précédente.  En  rempla- 
çant dans  Téquation  de  la  courbe  perspective  x'  +  )' 

par  t}  et  arc  tang  -  par  sa  valeur  o),  on  trouve,  le  pôle 

étant  s  et  Taxe  polaire  5X,  Téquaiion  polaire  suivante  de 
la  courbe  perspective  : 

[p(c  —  hfù]  -h  ^'■][p(^  —  ^w)  —  er\  =z  o, 

La  courbe  complète  est  formée  de  deux  courbes  sy- 
métriques par  rapport  à  sjr,  dont  les  équations  s'obtien- 
nent en  égalant  chaque  facteur  à  zéro.  Une  seule  de  ces 
équations  suflit,  pourvu  que  Ton  fasse  varier  tù  de  zéro 
à  zb  00  .  Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  nommée 
spirale  hyperbolique . 


CONCOURS  GÊKÉRAL  (1819). 


Mathématiques  spéciales. 

Étant  donné  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un 
point  Pdaus  le  plan  de  Tellipse  de  gorge,  par  le  point  P 
on  mène  une  parallèle  PH  à  une  position  G  de  Tune  des 
deux  génératrices  rectilignes  de  l'hyperboloïde,  et  Ton 
considère  le  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
droite  PH  et  passant  par  la  droite  G.  La  projection 
sur  le  plan  de  Tellipse  de  gorge  de  l'intersection  du  cy- 
lindre et  de  rhyperboloïde  est  une  courbe  du  troisième 
degré,  ayant  un  point  double:  trouver  le  lieu  de  ce  point 
double  quand  la  droite  G  décrit  l'hyperboloïde. 

Philosophie. 

I.  On  donne  un  quadrilatère  ABCD  :  inscrire  dans 
ce  quadrilatère  un  trapèze  isoscèle  MNPQ,dont  le  som- 
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met  M  est  donné  et  dont  les  deux  côtés  parallèles  MK, 
PQ  sont  parallèles  à  la  diagonale  AC  du  quadrilatère. 
Pour  quelles  positions  du  point  M  ce  trapèze  se  réduit-il 
à  un  triangle? 

II.  Donner  les  dénominateurs  de  toutes  les  fractions 
ordinaires  irréductibles  qui,  réduites  en  fractions  déci- 
males, donnent  naissance  à  une  fraction  décimale  pério- 
dique mixte,  dont  la  période  a  trois  chiffres  et  la  partie 
non  périodique  deux  chiffres. 

Résoudre  la  même  question  quand  la  période  a  quatre 
chiffres  et  la  partie  non  périodique  un  chiffre. 

Mathématiques  élémentaires, 

I.  On  considère  un  quadrilatère  ABCD  dans  lequel 
on  a  AB  =  BC  et  CD  =  DA  :  i**  on  demande  de  prouver 
que  ce  quadrilatère  est  circonscriptible  à  deux  cercles^ 
^^  on  déforme  ce  quadrilatère  de  telle  manière  que  les 
côtés  demeurent  invariables  et  que  les  points  A,  B  de- 
meurent fixes.  On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles 
inscrits  aux  différentes  positions  du  quadrilatère. 

II.  Fêtant  données  les  deux  équations 

,  a       h       c 

rt.r -f- /m     ï- rr.  — :  o, i t--  =  o, 

*      .r       y       z 

en  déduire  les  rapports -?  ->  -  par  des  formules  ne  con- 

X    J'     z 

tenani  ]>as  do  radicaux  au  dénominateur.  Chercher  dans 
quel  cas  les  valeurs  de  ces  rap(K>rts  sont  réelles. 

Rhétorique. 

Soit  AB  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée^  on 
prend  entre  A  et  B«  sur  la  droite  AB.  un  point  C,  et, 
sur  AC  comme  diamètre^  on  décrit  une  demi-circonfé- 
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rence  \  par  le  point  B  on  mène  une  tangenle  à  cette  demi- 
circonférence  :  soit  D  le  point  de  contact,  et  soit  E  le 
point  où  cette  tangente  rencontre  la  perpendiculaire 
menée  à  la  droite  AB  par  le  point  Â. 

Déterminer  le  point  C  de  telle  façon  que,  si  Ton  fait 
tourner  la  figure  autour  de  la  droite  AB,  la  surface  en- 
gendrée par  Tare  de  cercle  AD  et  la  surface  engendrée 
par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rapport  égal  à 
un  nombre  donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité.  Appliquer  dans 

le  cas  particulier  où  m  est  égal  à  -9  et,  dans  ce  cas, 

trouver  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les  deux 
portions  BD,  DE  de  la  droite  BE. 

Seconfie, 

I.  On  donne  deux  droites  parallèles  RR',  SS',  et  uno 
droite  perpendiculaire  à  ces  parallèles  rencontrant  RR' 
en  A  et  SSf  en  B.  Sur  RR',  à  partir  du  point  A,  on  porte 
une  longueur  arbitraire  A  A',  et  sur  SS',  à  partir  du 
point  B,  et  du  même  côté  par  rapport  à  AB,  on  porte 
une  longueur  BB'  telle  que  le  produit  des  longueurs  AA' 
«?t  BB'  soit  égal  au  carré  de  AB^  on  mène  les  droites  AlV 
et  BA\  et  Ton  désigne  par  M  leur  point  de  rencontre  ;  on 
mène  par  le  point  M  une  perpendiculaire  à  AB,  et  Ton 
désigne  par  P  et  par  Q  les  points  où  elle  rencontre  les 
droites  AB,  A'B'.  Enfin  on  désigne  par  C  le  point  où  la 
droite  A'B'  rencontre  la  droite  AB: 

1**  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on 
fait  varier  la  longueur  AA'; 

2®  Démontrer  que  le  point  M  est  le  milieu  de  PQ; 

3^  Démontrer  que  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe 
que  décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

n.  Soit  a  la  longueur  du  côté  d\in  triangle  équila- 
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téral  ABC  :  calculer  la  distance  du  point  A  à  un  point  M 
situé  sur  AB,  entre  A  et  B,  de  façon  que,  si  Von  désigne 
par  P  et  par  Q  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  M  sur  les  côtes  AC  et  BC  du  triangle,  le  rapport 
de  Taire  du  quadrilatère  APQB  à  Taire  du  triangle  ABC 
soit  égal  à  un  nombre  donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité  ^  appliquer  en 

supposant  m  égal  à  ^)  et,  dans  ce  cas,  déterminer  par 

une  construction  géométrique  la  position  du  point  M. 

Troisième. 

I.  On  donne  une  circonférence  O  et  une  droite  RS 
tangente  à  cette  circonférence  au  point  A;  on  prend  un 
diamètre  quelconque  BC,  et  des  extrémités  B,  C  de  ce 
diamètre  on  abaisse  les  perpendiculaires  BB',  CC'sur  la 
tangente  RS^  pn  mène  les  cordes  AB,  AC. 

Démontrer  que  le  rapport  de  Taire  du  triangle  ABC 
à  Taire  du  trapèze  BB'C'C  est  le  même  quelle  que  soit  la 
direction  du  diamètre  BC. 

II.  Soit  I  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle  ABC^  on  construit  un  second  triangle  A'B'Cf 
dont  les  sommets  A',  B'  et  C  sont  respectivement  symé- 
triques au  point  I  par  rapport  aux  droites  BC,  AC,  AB  : 

1**  Démontrer  que  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C'sont 
inscrits  dans  un  même  cercle-, 

!2^  Evaluer  les  angles  du  triangle  A'&C  en  suppo- 
sant connus  les  angles  du  triangle  ABC; 

3^  Désignant  par  M  et  par  N  les  points  où  la  droite  AB 
rencontre  les  droites  B'C  et  C'A',  par  P  et  par  Q  les 
points  où  la  droite  BC  rencontre  les  droites  C'A'  et  A'B', 
enfin  parR  et  par  S  les  points  où  la  droite  CA  rencontre 
les  droites  A'B' et  B'C,  démontrer  que  les  trois  droites 
MQ,  NR,  PS  passent  par  un  même  point. 


(  177  ) 
Dans  chaque  (|U(;slioii,  on  examinera  séparément  les 
cas  où  les  trois  angles  du  triangle   ABC  sont  ai^us  et  le 
c<is  où  Tun  (l'entre  eux,  A  par  exemple,  est  obtus. 


CONCOURS  D  AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

DE  1879. 


Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  A. 
On  considère  un  paraboloïde  circonscrit  à  Thyperboloïdc 
et  tel  c|ue  le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  passe  par  le 
point  A;  soit  iM  le  point  d'intersection  de  ce  paraboloïde 
avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  le  point  A; 
soil  Q  le  point  de  rencontre  du  plan  P  avec  la  droite  qui 
joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  Tliy- 
perboloïde. 

Le  plan  P  tournant  autour  du  point  A,  on  demande  : 

I**  Le  lieu  du  point  M; 

a®  Le  lieu  du  point  Q  :  ce  second  lieu  est  une  surface 
du  second  degré  S  que  Ton  discutera  en  faisant  varier  la 
position  du  point  A  dans  respace; 

3"  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A 
pour  que  la  surface  S  soit  de  révolution. 

Matlwniatiqucs  élémentaires  et  Mécanique, 

Une  lame  homogène,  pesante,  et  d^une  épaisseur  inii> 
aiment  petite,  a  la  forme  d'un  demi-cercle  ACB;  die  est 
soutenue  par  un  (il  attaclié  aux  extrémités  du  diamètre 
AB,  elqui  passe  dans  un  anneau  fixe  infiniment  petit  O. 

On   demande  de  déterminer  les  positions  d'équilibre 

y4nn.  dr  Mathém.^  2*  série,  t.  XIX.  (Avril  iH8o.)  I  ^- 


(  -J'I 

lie  la  lame  et  de  reconnaître  dans  (jucla  cas  cet  équilibre 
est  stable  ou  instable. 


^^ 


On  donne  la  longueur  /du  fîl,  le  rajron  R  du  demi- 
cercle  ACB,  et  le  poids  P  de  la  lame. 

(On  négligerai»  poids  du  fil.) 

Nota.  — Pour  reconnaître  si  l'équilibre  est  stable  ou 
instable,  on  pourra  chercher  pour  quelles  positions  de 
la  lame  la  distance  du  centre  de  gravité  G  de  cette  lame 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  l'anneau  O  est  un  maxi- 
mum ou  un  r 


Composition  sur  certaines  parties  du  programme  de  ta 
licence,  désignées  par  V arrêté  du  ai  décembre  1878. 

Tiiéorie.  —  luiégralion  de  l'équation  P^  +  Q^  ^  R, 
où  P,  Q,  R  désignent  des  fonctions  données  de  Xy  an  y 
et  de  s,  et  p,  q  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x 
et  par  rapporta  y. 

application.  —  On  donne  un  ellipsoïde,  ei,  sur  cette 
surface,  deux  points  diaméiralemcntopposés,  A  et  B.  On 
joint  les  points  A  et  B  à  un  point  variable  m  de  l'ellip- 
soïde. Trouver  une  surface  S  telle  que  le  plan  langent 
su  point  IVl  où  elle  est  renconirée  par  la  droite  A  m  soit 
parallèle  a  la  droite  lîm. 
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Trouver  sur  colle  surface  une  courbe  iclle  que  la  tan- 
genle  en  chaque  point  M  de  cette  courbe  et  l'intersection 
du  pian  tangent  à  la  surface  en  M  avec  le  plan  qui  passe 
par  ce  point  M  et  par  le  diamètre  AB  soient  deux  tan- 
gentes conjuguées  par  rapport  à  la  surface. 

Mathématiques  spéciales  [Leçons), 

i**  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rertilienes  (première  leçon). 

a^  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre. 
—  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires  quelconques. 

3**  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  —  Exemples. 

4^  Équation  du  plan  tangent.  —  Application  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

5®  Théorème  de  Rolle.  — Son  application  a  la  sépara- 
tion des  racines  d^une  équation  algébrique  ou  transcen- 
dante. 

6®  Lim  (  I  H )     quand  m  devient  infini. 

7®  Approximation  des  racines. — Méthode  de  Newton. 

8^  Plans  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second 
ordre. 

y®  Transformation  des  équations  algébriques.  — 
Exemples. 

lo**  Première  leçon  sur  les  séries. 

1 1*  Condiiions  pour  qu'une  surface  du  second  ordre 
soil  de  révolution.  —  Exemples. 

la®  Tangentes  et  asymptotes  en  coordonnées  po- 
laires. 

i3*^  Théorème  de  Siurm. 

i4^  Règle  des  signes  de  Descartes. 

iS*'  Étant  donnée  Téqualion  générale  d'une  ellipse 
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OU  d'une  hyperbole,  déterminer  les  axes  en  grandeur  et 
en  position.  —  Etant  donnée  Téquation  générale  d*une 
parabole,  trouver  Téquation  de  son  axe  et  la  grandeur 
du  paramètre. 

i6°  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le 
cas  où  la  courbe  d'intersection  a  des  branches  iniinies. 

17"  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  hy- 
perboloïde  de  révolution  h  une  nappe. 

18®  Section  plane  de,  l'hyperboloide  de  révolution  à 
une  nappe. 

19°  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré.  — 
Ramener  la  question  à  la  résolution  d'une  équation  du 
troisième  degré. 

20^  Discussion  de  Téqnation  du  second  degré  à  deux 
variables  (Géométrie  analytique). 

21**  Etude  algébrique  de  Téqualion  en  S. 

Mathématiques  élémentaires  [Leçons), 
I"  Résolution  et  discussion  de  Téquation 

<I.r*  -h  A  JT  -4-  c  rrr  o. 

9."  Maximum  et  minimum  de  l'expression 

3°  Résolution  des équationsax-|-i)^=c,  ol x-^Uyzzzd , 
—  Discussion. 

4**  Equation  bicarrée.  —  Transformation  des  expres- 
sions VA  ±  y^B  en  une  somme  ou  une  différence  de  deux 
radicaux  simples. 

.*»**  Etude  du  trinôme  ax'  -4-  ix4-  c. 

6**  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fractions 
décimales.  —  Fractions  périodiques. 
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7®  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  pclii  commun 
multiple  de  plusieurs  nombres  entiers. 

8"  Racine  carrée  d'un  nombre  entier. 

9**  Division  des  nombres  entiers. 

lo^*  Figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe,  par 
rapport  à  un  centre,  par  rapport  à  un  plan. 

1 1°  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

la"*  Mesure  des  angles. 

i3°  Volume  de  la  sphère  et  du  segment  spbérique. 

14"*  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

i5**  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

i6**  Parabole. 

17^  Aire  du  fuseau  et  du  triangle  sphérique. 

18°  Formules  relatives  à  Taddilion  et  à  la  soustrac- 
tion des  arcs. 

10°  Connaissant  sina  ou  cosa,  calculer  sin-et  cos-- 

—  Connaissant  tanga,  calculer  tang-* 

ao"*  Construction  des  Tables  irigonométriques. 
'Ai'*  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  di*oite.  — 
Plus  courte  distance  de  deux  droites. 

Géométrie  descriplii^e. 

Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'un 
liyi>erboloïde  de  révolution  à  une  nap^ie,  les  deux  sur- 
faces ayant  une  génératrice  commune. 

La  ligne  de  terre  est  parallèle  au  petit  côté  du  cadre 
et  n  g",  17  au-dessus  du  bord  supérieur. 

Hypei'boloïde.  —  L'axe  est  vertical,  et  sa  projection 
verticale  est  au  milieu  de  la  feuille;  sa  projection  hori- 
zontale O  est  à  1  iD"**"  de  la  ligne  de  terre.  Le  cercle  de 
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gorge  est  à  So"""  au-dessas  du  plan  horizontal,  son  rayon 
est  4<>'""''  La  trace  de  Thyperboloïde  sur  le  plan  hori- 
zontal est  un  cercle  de  rayon  égal  à  i  lo"^". 

Paraboloïde,  —  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  hori- 
zontal et  pour  directrices  : 

1^  La  génératrice  ab^  alV  de  rhyperboloïde,  dont  la 
trace  horizontale  est  sur  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
menée  par  le  point  O,  et  à  gauche  de  ce  point,  et  dont 
le  point  de  rencontre  avec  le  cercle  de  gorge  est  derrière 
le  plan  de  front  mené  par  Taxe; 

1^  La  verticale  menée  par  un  point  O  du  plan  hori- 
zontal situé  derrière  le  plan  de  front  mené  par  Taxe,  et 
distant  de  44"**"  du  point  A  et  de  ôS"""  du  point  O. 

On  représente  ce  qui  reste  de  l'hyperboloïde  quand  on 
enlève  tout  ce  qui  est  au-dessus  de  la  surface  du  para- 
boloïde. 

Composition  sur  un  sujet  de  licence. 

Un  point  pesant  M,  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'un 
c(^ne  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical,  est  atiii  é  par  un 
centre  placé  au  somnirt  S  du  cône  ;  Tattraction  est  pro- 
portionnelle à  une  fonction  inconnue  de  la  distance  MS. 

i**  Trouver  qnelle  doit  être  cette  fonction  pour  que  la 
trajectoire  (lu  point  M  soit  plane. 

a"  Kludicr,  dans  ces  conditions,  le  mouvement  de  la 
projection  du  point  M  sur  un  plan  horizontal. 

3"  Déterminer  la  réaction  du  cône,  pour  une  position 
quelconque  du  point  M  sur  sa  trajectoire. 

• 

Exercice  de  calcul. 

Étant  donnée  Téquation 

4»'  -î-  iSy-  -+-  49-'  —  7o>z  —  îSsx 

H-  O.O.V)    -    l.r         à  Y  -\-  b3    ^-  --  i-r  O, 

\6 
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qui  représente  une  surface  du  second  ordre  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires,  on  demande  de  ramener  cette 
équation  à  la  forme  la  plus  simple,  en  choisissant  de  nou- 
veaux axes  rectangulaires  dont  on  déterminera  la  posi- 
tion par  rapport  aux  axes  primitifs. 


QUESTIONS  M  LICEKGE 

(MONTPELLIER,     NOVEMBRE     1879). 


Anatjse,  —  On  donne  un  cylindre  droit  vertical 
dont  la  base  est  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a. 
Une  courbe  tracée  sur  ce  cylindre  jouit  de  la  propriété 
que,  M  désignant  un  point  de  cette  courbe  et  IVII  la  tan- 
gente correspondante,  la  projection  du  rayon  vecteur 
OM  =  r  sur  cette  tangente  est  constante  et  égale  à  une 
ligne  donnée  K.  Le  point  M  est  défini  par  l'ordonnée 
verticale  z  et  par  Tangle  o)  (|ue  la  projection  horizon- 
tale OP  de  OM  forme  avec  le  rayon  fixe  OA.  On  pro- 
pose de  : 

i**  Trouver  la  relation  finie  qui  existe  entre  z  et  w 
ou,  si  l'on  préfère,  exprimer  ces  coordonnées  en  fonc- 
tion d'une  variable  auxiliaire: 

a®  Trouver  en  fonction  de  z  Texprcssion  s  de  Tare 
de  la  courbe*, 

3°  Calculer  l'aire  cylindrique  comprise  entre  deux 
génératrices  données  et  les  arcs  qu'elles  interceptent  sur 
la  courbe  et  sur  le  cercle  de  base. 

Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  sou- 
mis à  l'action  d*une  force  centrale  dont  l'intensité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
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GORRESPOKDAKGE 


Mon  cher  Monsieur  Brisse, 

Le  dernier  numéro  des  Noiwe/Ies  ^ nuales- couiiisni 
un  arlicle  du  P.  Lecoînte  sur  un  problème  qui,  si  je  ne 
me  trompe,  a  été  donné  autrefois  par  M.  Chasies  au 
Concours  général.  Comme  le  fait  très  justement  remar- 
quer le  P.  Lecoînte,  toutes  les  solutions  données  dans 
votre  Recueil  sont  incomplètes  et  ne  fournissent  qu'une 
partie  du  lieu.  Ce  fait  important  n^avait  pas  échappé  à 
plusieurs  de  vos  lecteurs*,  M.  Bos,  notamment,  m'en  avait 
parlé,  il  y  a  déjà  longtemps,  et  il  avait  étudié  la  courbe 
du  quatrième  ordre  quMl  faut  joindre  à  la  conique  pour 
obtenir  la  solution  complète  de  la  question  (^). 

Permettez-moi  de  vous  donner  quelques  indications 
sur  une  question  plus  générale,  que  je  propose  depuis 
longtemps  comme  exercice  à  mes  élèves  et  dont  voici 
renoncé  : 

On  considère  une  conique  Jixe  (S)  et  fies  coniques 
variables  passant  par  quatre  points  fixes  Ai,  Aj,  Aj,  A4. 
On  mène  les  tangentes  communes  à  la  conique  Jixe  (S) 
et  à  l'une  des  coniques  variables,  et  l'on  demande  le 
lieu  du  point  de  concours  de  ces  tangentes. 

Il  est  clair  quc^,  si  Ton  suppose  deux  des  points  At,  A, 
sur  la  conique  (S)  et  les  deux  au  1res  à  Tin  Uni  sur  le 
cercle,  le  problème  précédent  coïncide  avec  celui  qui  a 
d'abord  été  proposé  par  M.  Chasies  et  si  souvent  traité 
dans  votre  Recueil. 


(*)  Il  y  a  loiifrlcinps  aussi  que  j*ai  fuit  résoudre  la  (piestioii  dans 
IDC!»  cotii'creiicuti  u  Saiiilc-Huibc  cl  otudicr  la  courbe  du  qualrièinc  ordre 
qui  accompagne  1»  conique.  Cu.  K. 
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^  oici  comincnl  on  peut  oblenir  rapidenicni  Téqualion 
(lu  lieu. 
Soît 

réquatîoii  de  la  conique  (S),  et  désignons  par  x',  )'  les 
c!Oordonnées  d*un  point  du  lieu.  Si  l'on  pose 

,dS         ,dS        ,dS 
ax  a  y  tiz 

Téquatiou  des  deux  tangentes  menées  du  point  [xf^y') 
h  la  conique  (S)  sera 

SS'  —  P'  =  G, 

S'  désignant  ce  que  devient  S  quand  on  y  substitue  od^y 

Pour  lout  point  du  lieu,  il  y  aura  une  conique  tan- 
{;ente  aux  deux  droites  précédentes  et  passant  par  les 
c}uatre  points  A,.  Soit 

(  i)  P>—  SS'=:  [mx  -i-  nv  -\- pY 

Téqualion  de  cette  conique,  et  désignons  par  x,,  j.-  les 
coordonnées  du  point  A,,  par  S<,  P,  les  résultats  de  la 
substitution  de  ces  coordonnées  à  j\j  dans  S  et  dans  P; 
on  devra  avoir  les  (|uatre  équations 


V^l*;  —  S.S'  =  ///.r,  H-  ny,-^-p. 


> 


En  éliminant  ///,  //,  p^  on  est  conduit  a  ré(|uation  irra- 
tionnelle du  lieu 


2  . 


I  ±;234)v'Pî-s.s'Ji(i34)v'S,s'-p; 

!     di'i24)v's;s'-P;ih(i7.3)\/s;^s'-Pî  — o, 
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(234)  désignant,  pour  abréger,  le  déterminant 

•r,    ^-,     I 

•'•4    r*     " 

et  (134)9  (124)9  (^^3)  ^7^11^  des  significations  ana- 
logues. 

L'équation  (2)  peut  être  rendue  rationnelle,  et  elli^ 
devient  alors  du  liuitième  degré;  mais  il  est  aisé  de  voir 
qu'elle  contiendra  S^  en  facteur.  En  effet,  si  Ton  fail 
S^=:  o  et  si  Ton  extrait  la  racine  de  chaque  radical,  la 
somme 

(234)P.-(l34)P,H-(l24)P,-(l23)P4, 

correspondant  à  Tune  des  combinaisons  de  signes  que 
Ton  peut  choisir,  est  identiquement  nulle.  T^  lieu  est 
donc  en  réalité  du  sixième  degré.  Il  est  d'ailleurs  très 
facile  d'expliquer  a  priori  pourquoi  le  facteur  S'  s'in- 
troduit dans  Téquation  par  la  méthode  que  j'indique  ici. 
I/étude  de  ce  lieu,  de  ses  points  multiples,  des  cas 
dans  lesquels  il  se  décompose  mériterait  d'être  faite  avec 
soin  et  pourrait  donner  naissance  à  un  petit  Mémoire 
fort  intéressant.   Ainsi    l'on  voit  tout  de  suite  que  les 

équations 

S.S'  -  Pf  =  o 

représentent  les  huit  tangentes  menées  des  points  A,-  à 
la  conique  S  et  sont  des  tangentes  triples  du  lieu,  etc. 

Je  me  contenterai  de  quelques  remarques  fort  simples. 

Toutes  les  fois  que  l'un  des  points  A/  sera  sur  la  co- 
nique (S),  le  radical  correspondant  y/P/  —  S' S,  devien- 
dra un  carré  parfait  et  pourra  être  remplacé  par  ziz  P.- 
D'après  cela,  supposons  que  deux  des  points  A,,  Aj,  A, 
par  exemple,  soient  sur  la  conique  (S);  1  équation  dt 
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lien  se  décoinposora  en  deux  aulies, 


(234)P.4-(i34)P,4-(i24)v^P^-^ 

H-(i23)v^P;  — S4S'=o 
el 


{234)p.-(i34)p,-h(i24)v^p;-S3S^ 

-h(i23)v^P:-S,S'  =  o, 

qui  conduiront  i  des  équations  rationnelles  difTérentcs 
représentant  chacune  une  courbe  du  quatrième  degré  ^ 
mais  la  seconde  contiendra  S'  en  facteur  et  donnera  une 
conique  après  la  suppression  de  ce  facteur.  Il  est  d*ai  Heurs 
évident  que  cette  conique  sera  tangente  aux  droites  re- 
présentées par  les  équations 

PÎ~S3S'  =  o,     PÎ-S4S'=o, 

c*est-à-dire  aux  quatre  tangentes  menées  de  A3,  A4  à  la 
conique  (S).  Dans  le  cas  particulier  où  A3,  A4  sont  à  Fin- 
fini  sur  le  cercle,  la  conique  sera  donc  homofocale  à  (S). 
Supposons  maintenant  que  les  trois  points  Ai,  A^^  As 
soient  sur  S.  L* équation  irrationnelle  se  décompose  en 
quatre  autres ,  correspondant  aux  combinaisons  de 
signes 


—      -h      H-     ± 

des  quatre  termes,  et  l'on  obtiendra  quatre  coniques,  dont 
Fane  est  la  conique  S. 

Enfin,  si  les  quatre  points  A,-  sont  sur  (S),  trois  des 
équations  précédentes  représentent  des  droites,  et  la 
quatrième  est  identiquement  vérifiée.  Ce  résultat  était 
évident  a  priori.  Il  équivaut  au  théorème  suivant,  bien 
connu  : 


iS3 

Si  Von  consûlèrc  les  ronirjues  dun  faisceau,  les 
points  de  concours  des  tangentes  communes  à  deux  co- 
niques du  faiiceau  sont  les  côfés  du  triangle  conjugué 
commun  aux  deux  coniques- 

J'ajouterai,  en  terniinant.  que  les  cas  indiqués  précé- 
AcmmeuX,  ne  sont  pas  les  seuls  dans  lesquels  le  lieu  se 
dixompose.  Je  croîs  avoir  autrefois  proposé  comme  exer- 
cice à  vos  lecteurs  celui  où  le  quadrilatère  A i  A, A,  A4 
siTait  circonscrit  à  (S),  par  exemple  où  Ai,  Ai,  A»,  A4 
seraient  les  foyers  de  (Sj.  Vous  voyez  que  Tétude  com- 
plète pourrai  i  donner  lieu  à  desproposi  tions  intéressantes. 

Votre  bien  dévoué,  G.  Darbolx. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

M.  Bieliler  a  publié,  dans  le  dernier  numéro  des  iVoii- 
vclles  Annales,  une  Noie  qui  a  pour  objet  de  transfor- 
mer le  résultant  de  Sylveslcr  eu  celui  de  Bezoul  et  de 
(^aucliy.  A  la  Gn  de  son  exposé,  M.  Blehler  veut  bieu 
rappeler  que,  dans  un  travail  sur  Télimination,  portant 
la  date  du  i5  février  1877,  j'ai  donné  une  méthode  pour 
rilectuer  celte   transformation.   S'il  avait  tenu  à  être 
rxnct,  il  aurait  dû  dire  que  j'avais  fait  connaître,  non 
pas  une  méthode,  mais  la  méthode  même  dont  il  venait 
(le  se  servir,  et  qu'il  Tavait  empruntée  à  un  opuscule 
lithographie,  placé  depuis  longtemps  entre  les  mains  de 
mes  élèves. 

Voici,  du  reste,  pour  1  édification  du  lecteur,  le  passage 
de  ma  brochure  où  est  développé  ce  procédé  de  trans- 
formation : 

u  Prenons  d'abord  deux  équations  de  même  degré, 

«,.r*  -'.  ■  rt, j:* H-  (tjX*  -f-  rZj.r  -'.-  a^z-  o, 
/'»^*-i    ^,.»-' -1    bix"^   ■    h^r  -\    b^  —  o. 
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Le  déterminant  de  Sylvester  peut  s'écrire 
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Multiplions  ses  huit  lignes  par  les  termes  de  mêmes  rangs 
dans  la  suite 

—  b^^    a»,     —  ^1,    /7|,    —  ^7,    «ï,    —  ^:.,    /îj» 

faisons  dans  chaque  colonne  la  somme  des  produits  pour 
U  substituer  à  Télément  correspondant  de  la  deuxième 
ligne.  Les  éléments  des  quatre  piemières  colonnes  se 
détruisent  et,  en  représentant  par  (tiph^)  les  binômes 
tels  que  {o^ph^ —  ^p^n)*  nous  obtenons  pour  la  nouvelle 
ligne  (  a  ) 

ï)         o,  o,  o,  o,   [a.b,],  (/7,^«),   (^,^«),   («3^4)- 

»  Dans  le  nouveau  déterminant,  faisons  abstraction  des 
deux  premières  lignes  et  répétons  sur  les  six  autres  Topé- 
ntion  qui  vient  d^ètre  faite  sur  les  huit  premières,  en 
commençant  toujours  par  le  facteur  (  —  h^).  Il  vient 
pour  la  nouvelle  ligne  (4  ) 

If;     0,0,   o,    o,    (/l.^a),    [(/ï»M  -h  (^,/>3)],    [(^,^4)  -+-  {«3^3)]»  (''2^4}. 

*Laissonsde  côté  lesquatre  premières  ligneset  répétons 
^core  la  même  opération  sur  les  quatre  suivantes.  La 
"nouvelle  ligne  (6)  sera 

0.  o,  o,   o,    [tub^],  [\njty.  -h  ,a,b^]],  f(//.fc,  ; -4- (^,^3!],   (^i^«). 


(  »9»»  ) 
»  Négligeons  les  six  premières  lignes  et  opérons  comme 
précédemment  sur  les  deux  dernières  *,  nous  aurons  pour 
la  nouvelle  ligne  (8) 

(8')         o,  o,  o,  o,   {fl.6,),   (fl,*,;,  {a.bi\  [a.bt). 

»  Ecrivons  au-dessous  de  toutes  les  lignes  en  (a)  les 
quatre  nouvelles  lignes  dans  Tordre  inverse,  savoir  :  (8'), 
(6^),  (4'))  (2');  nous  obtenons  un  déterminant  dont  les 
quatre  premières  lignes  sont 

ûo  a,  Ot  a^  a^  o  o  o 
o  //o  a,  02  a^  a^  o  o 
o      o     a^     Ox     Ot     a^     a^      o 


a. 


Oi 


))  Développant  et  ordonnant  ce  déterminant  par  rapport 
aux  éléments  de  la  première  colonne,  ainsi  que  les 
mineurs  qui  correspondent  à  l'élément  ao,  on  voit  qu*il 
se  réduit  à  a|  multiplié  par  le  déterminant  du  quatrième 
ordre  formé  par  les  quatre  dernières  colonnes  des  lignes 
(8'),  (6'),  (4')5  (2').  Mais,  dans  les  opérations  efTectuées 
précédemment,  il  est  visible  que  nous  avons  multiplié 
le  déterminant  par  a*  ;  il  faut  donc  supprimer  ce  facteur, 
et  par  suite  le  déterminant  de  Sylvester  est  transformé 
dans  le  suivant,  qui  est  précisément  celui  de  Bczout  et 
Cauchy : 


(«o3.) 


{a.b,) 


(^•^j) 


(«•^) 


{^«^0     [(aob,)-h[axb,)]     [[a^b,] -\-{a,b,]]     (ii,ô,) 
(«0^4)  (a,b,)  {a,b,)  [a^b,)  \ 

»  Passons  au  cas  où  les  deux  équations  proposées  ont 
des  degrés  difierents.  Soit,  par  exemple,  le  système 

A  --  a^  X*  -i-  a,  Jt*  -f-  0j  Jr=  -f-  «3  X  -h  Ûi  zr:  o, 
B  rr:  bc.r^  -i-  A,  X  -1-  bj=  o. 


{ ' 

9'  ) 

»  Ledéleriilinant 

deSylvester, 

écrit  comme  précédem- 

ment,  est 

fl. 

«1 

a. 

«3 

«4 

O 

b. 

bx 

b. 

O 

o 

o 

o 

/z. 

«1 

«2 

^ï» 

^ï» 

o 

b. 

b, 

3. 

o 

o 

• 

o 

o 

b. 

^. 

b. 

o 

o 

o 

o 

^. 

b, 

b. 

»  Laissons  de  côté  les  deux  dernîèreslignesetappliquons 
aux  quatre  premières  la  transformation  faite  dans  le  cas 
précédent.  Il  vient  ainsi,  en  écrivant  au-dessous  des  deux 
nouvelles  lignes  celles  que  nous  avions  omises, 


[a.bx]                [a^b.,]                         —  b^a^ 

--6./Ï, 

(a.b^)     [—  b.a^'^[a,b^)]     [— 6./J4— 6,03] 

—  b,a^ 

b.                        b,                                 />, 

0 

0                           b^                                   bi 

br 

» 


Tel  est  le  procédé  de  transformation  ou  d'abaissement 
que  j'enseignais  dès  1877  *"  lycée  Fonianes.  Pour  en 
montrerla  généralité  à  mes  élèves,  j^ajoutais  simplement 
(et  ils  l'auraient  ajouté  d'eux-mêmes)  :  S'il  s'agissait  de 
deux  équations  de  degré  m,  il  faudrait  répéter  m  fois 
l'opération  que  nous  venons  de  faire  quatre  fois  dans  le 
premier  exemple,  et  pour  deux  équatious  des  degi  es  m 
et  n<^m^  on  laisserait  de  côté  les  [ni  —  //)  dernières 
lignes  du  résultant,  puis  Ton  transformerait  les  a/2 
premières  comme  dans  le  cas  précédent.  Peut-on  dire, 
après  cela,  comme  le  prétend  M.  Biehler,  que  je  n'ai  pas 
assez  mis  en  évidence  la  généralité  et  le  principe  de  la 
mëtliode?  Ce  double  grief  soutient-il  l'examen? 

Ma  dignité  exigeait  que  tous  les  éléments  de  compa- 
raison fussent  placés  sous  les  yeux  des  lecteurs*,  je  serai 


(  '9'^'  ) 
Miit^fuil  lorft<|ii*iU  m;  seront  prononcés  en  connaissance 
t\r  l'fiiiM!  Aiir  l(!S  clroirs  de  chacun  et  sur  ses  procédés. 

Vehtéjol. 

Non 4  avons  reçu  trop  lard,  pour  les  mentionner  en 
t«*inpH  opportun,  les  solutions  des  questions  suivantes  : 
laH»,  pur  M.  V.  Pisani  ;  1234  et  1289,  par  M.  E.  Fau- 
(|urnil>erf;u(S  1311,  par  MM.  Fauquenibergue  et  Bari- 
i«irir,  lltiri^  par  MM.  Rarisien,  A.  Boilleau  et  Chou- 
dadow«  A  Sfawropol  (Caucase)  •,  1316,  par  M.  V.  Habbé; 
01  i:i2fi,  pnrM.  J.  de  Viricu. 


PlIBLIGATIONS  RÉGENTES. 


I .  I.kttkhx  inkdita  m  Carlo  Fkderico  Gauss  a  Sofia 
(iKnMAiN.  puhhlîcaia  da  B,  Bcncompagni.  —  Firenze, 
o^iloogralta  o  autogralia  Achille  Paris. 

««  MiJ^vTnooRs  KT  Tin^oniRs  roi  a  la  eésolijtigx  des 
v^RORtiMrïi  oK  co.N$TnvcTio>$  c.toii£TRiQrE5«  a\ecappli- 
c^Ation  à  plus  do  4*h>  pn^Jèmos:  par  Julùts  Pftersen. 
IVaduil  i^rCK  Cht^min^  Iii^cniour  dos  Ponts  et  Chaus- 
îMi^î^.     *  Paris^  Gauihior-VilUîr*»  tSSo. 

S>    \vx>o>iFr«iA  o  rriiSfïCTnA  A\o:(OMtTRicà.  Sis- 
lowA  $<:*noral  do  irprrsonuou^n   ioor.îelr;ca  quo  cxwn- 
|Mvwdo^  \v:wo  oa'îhv^  |VAr:^c"rvr\>^  !as  porspociiiKjkscaba'' 
îîora  X  wr,îur^  U  w»nooo^.f>5i  i>.\:T:sdca  t  o:r»<  ianos« 
j^v  xî.^    ^  •■4,-.*'?>   r.N'n-^'-.î  •   <A;o«ri:-v%^  3o  Geosririm 

w»rç«a.  \l*»îïx:^  :ïfj^Tv^:j5  .^^^  Foc^;;.;x":.  ï>7::- 

4    !îv^«Xi^%Y>  >ï  t   irs  rtfc*-T:,^>>  m  ^iiT-Xf^Ks-;   par' 


(  '93  ) 


SDR  UNE  MÉTHODE  POUR  OBTENIR  PAR  APPROXIMATION 
LES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  QUI  A  TOUTES 
SES  RACINES  RÉELLES; 

Pab  m.  LâGUERRE. 

[SCITE  (').] 


IV. 

9.  Pour  éclaircîr,  par  quelques  exemples,  les  consi- 
dëratîous  qui  précèdent,  je  considère  d'abord  Inéquation 

/*=  a^  -f-  3x' —  l'^x  -+-  5, 

et  je  me  propose  de  calculer  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  2. 

L'équation  étant  du  troisième  degré,  la  formule  de 
correction  est 

X  — X  3/ 

On  trouve  aisément  les  valeurs  suivantes, 

f=-9.    /'  =  7,   /"  =  i8, 

d'où  l'on  déduit 

X  —  2  = ^        =  o  ,655, 

7  -f-  v^ii68 

€t  la  valeur  approchée  X  =  a, 655*,  la  véritable  valeur 
ctant  avec  trois  décimales  exactes  i^^ôg^  l'erreur  est  plus 

petite  que  ^. 

La  méthode  de  Newton  est  ici  inapplicable  et  conduit 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ^  2*  série,  t.  XIX,  p.  i6i. 
ÀmM.d£Mmikémat.,2'>%ér\e,  t.  XIX.  (Mai  1880.)  l3 


(   «94) 
à  la  valeur 

2  -+-9  =  3;28 

7 

10.  Je  considérerai  Téquation 

jr»  —  'JX  —  7=o, 

en  me  proposant  de  calculer  sa  plus  grande  racine. 

On  peut,  comme  je  l'ai  montré  plus  haut  (n°  6), 
prendre  pour  limites  des  racines  les  quantités 


'—b±(n  —  i)\/h^—ac 


a 


Dans  le  cas  actuel,   on  a  n==3,    a  =  i,  b  =  o   et 

c  ==  —  -^  on  en  déduit  les  deux  limites 
3 


s/': 


-'i 


La  plus  grande  racine  est  donc  inférieure  à 


\/h'- 


o55. . 


Pour  abréger  les  calculs,  je  substituerai  immédiate- 
ment le  nombre  3  ^oS  ;  si,  en  effet,  il  était  trop  faible,  la 
suite  des  calculs  Tindiqucrait  en  amenant  une  correction 
positive. 

On  a 

/*=  0,022625,     ^'=20,9075,    /''=m8,3, 
d'où 

X  =  3,o5 î!i!!^2M^_^^  3,0489154..., 

20,9076  4-  y^  1745, 655 

valeur  dont  les  cinq  premières  décimales  sont  exactes  et 
qui  est  approchée  par  excès. 


(  ips  ) 

i  l .  Soit  encore  réquation  X„  =  o  qui  définil  le  poly- 
nôme de  Legendre  du  degré  U]  on  sait  que  les  racines 
de  cette  équation  sont  toutes  réelles  et  comprises  entre 
—  I  et  -I-  I. 

Proposons  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus 
grande  racine  de  cette  équation  *,  en  la  désignant  par  a 
et  en  prenant  -f- 1  comme  point  de  départ,  on  trouve  aisé- 
ment 

X,(l)=rl,       X^(l)=:-^-^ '-, 

la  formule  (7)  donne 


1 


l  V  4  « 


*^  I  n 

/ï  -4-  I  -f- 


La  quantité  a  est  approchée  par  excès.  Si,  comme 
exemple,  nous  faisons  /i  =  7,  il  vient 

a  =  I  — — -=  =:  o  ,9496 ...  ; 

4-Ho  V7 

U  valeur  de  la  racine,  calculée  avec  quatre  décimales, 
wi, d'après  Gauss  (*), 

o»949ï- 

(')  Methodus   nova    integralium  valores  per  approximationem    «/i- 
'^iendi  (QEuyres  de  Gauss  y  t.  111,  p.  igS). 


[ 


(  '96) 
Si  Ton  employait  la  corrcciion  de  Newton,  on  trouverait 
pour  valeur  approchée 

a  =  i  — ^  =  o>9^43.. .; 

on  voit  qu'elle  s'éloigne  notablement  de  la  véritable  va- 
leur. 

V. 

12.  Un  autre  exemple  plus  intéressant  est  fourni  par 
Téquation  du  degré  n  qui  détermine  cos  —  • 

Cette  quantité  est  la  plus  grande  racine  de  Téquation 


1.2.3  1.3.5  ^  ' 

Cherchons-en  une  valeur  approchée  a,  en  prenant 
Tu  ni  té  pour  point  de  départ. 
On  a 

La  formule  (7)  donne  donc 


a  /Tf  \»      «'  (  «  —  I  j'  (  /ï  -r- 1 


a  —  I  n 


-[«-(.-V^ 


et  cnCn 

I 


a  =  I  — 


(  «97  ) 
On  a  donc  approximativement 


ces =  I 

in 


.      lin}  —  n 
/i4-(/i-l)y/ 3— 


OU.  en  posant  x  =  -9 
*  n 


(8) 


COS =  1  — 

1 


X? 


c-V^ 


13.  Cette  formule  approximative  n'est  justifiée  que  si 

-  est  un  nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  a.  On  peut 

cependant  l'employer  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  4-  1 . 

Pour  donner  une  idée  de  l'approximation  qu^ellecom-* 
porte,  je  transcris  ici,  pour  un  certain  nombre  d^arcs, 
les  valeurs  des  cosinus  correspondants  calculés  au  moyen 
de  la  formule  (8),  et  en  regard  leurs  véritables  valeurs. 
Dans  celles  qui  sont  exprimées  en  décimales,  les  quatre 
premiers  chiffres  décimaux  sont  exacts. 


Angles. 

o 

18 

3o 

45 

Si 

^u.  •    •    •    •    •   • 

60 

75 

90 


Valeur  du  cosinus 

calculée 
par  la  formule  (8). 


0,9512 

0,8662 

I 

0,5878 
I 
2 

O , 259 I 

O 


Valeur  exacte 

du 

cosinus. 


0,9511 

0,8660 

I 

0,5878 
I 
2 

o,2588 
o 


v^ 


Je  ff-rai  remarquer  que,  quand  l'angle  esl  compris  entre 
o**  et  45*^  ou  entre  60^  et  90**,  la  valeur  calculée  esl  su- 
périeure à  la  valeur  exacte  ;  elle  lui  est  inférieure  quand 
Tangle  est  compris  entre  4^**  et  60*^. 

Si  Ton  pose 


ces —  =  I  — 

2 


Vx> 


^;'-'V~3- 


la  fonction  V  dîfïere  très  peu  de  l'unité  quand  x  varie 
de  o  <i  -h  I.  Elle  s'en  écarte  le  plus  pour  x  =  o;  on  a 
alors,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 


V  =  — —  =  1 ,00731 .  . . . 

4v^6 

Le  maximum  de  l'erreur  commise  en  employant  la 
formule  (8)  est  environ  o,oo(»3. 

VI. 

14.  f^a  mélliodc  que  j'ai  exposée  ci-dessus  présente  des 
avantages  inconlestahles  sur  celle  de  Newton;  toutefois, 
elle  exige  IVxlraclion  d'une  racine  carrée  et  la  substitu- 
tion dans  le  polynôme  f'\x)  de  la  valeur  approchée  de 
la  racine. 

L'exlraclîon  de  la  racine  carrée  n'augmente  guère  les 
calculs  lorsque  Ton  peut  employer  les  logarithmes. 
Quant  ;i  la  suhsli talion  dans  la  dérivée  seconde,  il  est 
facile»,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  d'en  obtenir  le 
résultat. 

Il  existe  en  effet  une  classe  nombreuse  d'équations, 
ayant  toutes  leurs  racines  réelles,  qui  jouent  un  rôle  im- 
portant en  Analyse  [à  celte  classe  appartiennent  notam- 
ment les  polynômes  de  Legendre,  les  polynômes  définis 


(  '99  ) 
par  l'expression  cosn(arccosj:),  etc.]  et  qui  jouissent 
des  propriétés  suivantes  : 

En  premier  lieu,  en  désignant  par  V„  le  polynôme  qui 
forme  le  premier  membre  d'une  de  ces  équations  et  par 
n  son  degré,  V;»  s'exprime  linéairement  en  fonction  de 
V„_,  eideV„_,. 

En  second  lieu,  \'„  et  \^  s'expriment  d'une  façon  très 
simple  quand  on  connaît  V„  et  V;,_j. 

Pour  trouver  le  résultat  de  la  substitution  d'un  nombre 
donné  a  dans  V^,  on  calculera  successivement  et  par 
voie  récurrente  le  résultat  qu'on  obtient  en  effectuant  la 
âubstitution  dans  V©,  Vi,  . . .,  V^^x^  V„;  cela  posé,  les 
valeurs  de  V'„(a)  et  V^(a)  s'en  déduisent  presque  sans 
calcul. 

VII. 

15.  J'ai  montré  précédemment  qu'on  pouvait  obtenir 
une  infinité  d'intervalles  ne  renfermant  aucune  racine 
d'une  équation  donnée  qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

On  peut  déterminer  également  une  infinité  d'inter- 
valles renfermant  au  moins  une  racine  d'une  telle  équa- 
tion. 

Pour  abréger,  je  dirai  que  deux  nombres  A  et  A'  sé- 
parent les  racines  d'une  équation  lorsque  chacun  des 
intervalles  compris  entre  ces  nombres  renferme  au 
moins  une  racine,  et  qu'ils  ne  les  séparent  pas  lorsque 
l'un  des  intervalles  renferme  toutes  les  racines  tandis 
que  l'autie  n'en  ren Terme  aucune. 

Cela  posé,  j'ai  donné  sans  démonstration  (')  la  pro- 
position suivante  : 

Si  Von  désigne  par  x  une  quantité  réelle  arbitraire^ 


(•)  Sitr  la  résolution  des  équations  qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles 
;  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXIX,  p.  996). 


(    200    ) 

les  nombres  |  et  ^  qui  satisfont  à  la  relation 

J    (ç_:r)(r-^){/'^-/n 

^^'         I    -i-(ç-f-r-^x)//'-»-'»/'=o, 

et  dont  l'un  est  arbitraire  séparent  les  racines  de  ré- 

quation 

/•(X)=o. 

Le  nombre  n  désigne  ici,  comme  ci-dessus,  le  degré 
du  polynômey(X). 

16.  Pour  démontrer  ce  théorème,  je  remarque  d'abord 
que,  en  désignant  par  y^  metrf  des  quantités  introduites 
pour  rendre  les  expressions  homogènes  et  dont  la  valeur 
soit  égale  à  Tunité,  la  relation  précédente  devient 

H  représentant,  comme  plus  haut,  le  covariant 

La  relation,  sous  cette  nouvelle  forme,  ne  renfermant 
que  des  covariants  de/(X,  Y),  la  propriété  énoncée  est 
projectile,-  il  suffit  donc,  pour  T établir,  de  la  démontrer 
pour  deux  valeurs  particulières  des  variables  indépen- 
dantes X  et  ^^ 

Je  supposerai  x  =  (x>  et  Ç'  =  o. 

L'équation  (9)  devient  alors,  si  Ton  fait 

/(X)  =  aX"-t-/i^X"-«-|-^^^-^^cX'-»4-.  .., 


2 
abi  =  (n  —  i)ac  —  nb^, 


d'où 

et,  en  désignant  par  a,  j3,  . ..,  w  les  racines  def=  o, 

^  _  a'  -+-  P'  -4-  .  .  .  -h  w' 
^~~    a-H-p4-...-hw 


(    20I     ) 

Il  faut  maintenant  prouver  qu'une  racine  au  moins  de 
Téquatiou  est  comprise  entre  o  et  ^  et  que  toutes  les 
racines  ne  sont  pas  comprises  dans  cet  intervalle. 

Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  ^  positif  et  je  dis- 
tinguerai deux  cas  : 

1®  Si  toutes  les  racines  sont  positives,  ^  est  une  va- 
eor  moyenne  entre  les  quantités 

c*est-â-dire 

a,  p,  . . .,  »; 

iJ  en  résulte  qu^une  au  moins  de  ces  racines  est  comprise 
entre  o  et  ^  et  une  au  moins  en  dehors  de  ces  limites. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

a^  Si  quelques  racines  sont  négatives,  soient 

a,    p,    . .  . ,  À 

les  racines  positives  de  Téquation;  on  a  évidemment 

a'-f-p' 


ç> 


p 


La  quantité  ^  étant  supérieure  à  la  valeur  moyenne 
des  racines  positives,  Tune  au  moins  de  ces  racines  est 
comprise  dans  l'intervalle  o,  ^^  toutes  ces  racines  peu* 
vent  même  y  être  comprises,  mais  il  y  a  au  moins  une 
racine  négative  en  dehors  de  cet  intervalle. 

La  proposition  subsiste  donc  encore  dans  ce  cas. 

17.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  les  quantités 
Ç  Cl  Ç'  ne  séparent  pas  les  racines  de  Tcquation  y=o, 
Téquation  (9)  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  et  que,  si 
elles  les  séparent,  cette  même  équation  a  nécessairement 
des  racines  réelles.  Mais  je  ne  m'étendrai  pas  davantage 
sur  ce  sujet;  quant  aux  applications  que  Ton  peut  faire 
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de  ce  qui  précède  à  la  résolution  par  approximalion 
d'une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  je  ren- 
verrai à  la  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences  et  que  j'ai  rappelée 
plus  haut. 


SUR  UN  PROCÉDÉ  D  ÉLIMINATION; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


1.  Soient  deux  équations  de  même  degré 

/(x)  =  Aeu:«H-  A,^-'-f-.  .  .-f-A«==o, 
ff[x)  =  BoJ7--h  B,j:r«-«-h.  .  .-hB„=o. 

Formons  la  série  des  polynômes  Fj  (x),  Fj(j:),   ..., 
F„_i(x),  F,„(jr),  savoir: 

F.(j:)  =  Ao^{x)-B./(j:) 

ou  bien 

F|(x)  =  G.,,a:«-'  4-  G,.,x«-»  ^ .  . .  -f-  G,,.., 

/        F,(a:)=A..rF.(ar)-G.,./(^-)» 

]      ou 

(      Y,[x)  =  G,.,.r-^» -f-  G,,,T'"->4-  .  .  .  -f-  G,., 


.119 

* 


F^,(a:)  =  AoxF«-,(a:)  —  G^,,./(a:) 
OU 

F«_,(x)  =  G«_,,,x«—  -f-  G««,.vr— »-f- .  .  .  -f-  G«_,.., 
et  enfin 

F«{x)=:AoarF„_,(.r)  — G«_,.,/(x) 
OU 

F«(.r)=:  G,,,JC— H-  G^.,^-'-K  .  .  .  4-  G^..;,. 
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Cela  posé,  si  f(jc)  =  o  et  ^(x)  =  o  ont  une  racine 
commune,  celle  racine  est  aussi  commune  aux  équations 

F,(jr)=:o,     F,(x)=:o,     ...,     F^i(x)  =  o,     F«(x)  =  o. 

On  en  conclut  que  le  déterminant  A  des  coefficients  de 
ces  m  équations,  considérées  comme  linéaires  en  x*~% 
ac^%  . . . ,  X,  x®  est  nul. 

Nous  allons  démontrer  que  la  condition  A  =  o  est 
aussi  la  condition  suffisante  pour  que  les  équations 
f(x)  =  Oy  <y(x)  =  o  aient  une  racine  commune. 

Pour  le  faire  voir,  exprimons  d'abord  le  poly- 
nôme Fjt(  a:  )  en  fonction  dey  ( a: )  et  de  ^(x). 

Â  cet  effet,  considérons  les  égalités 

F^(x)  =  A.arF^.(x)  -  G^^,.,/(x), 


F,{x)=:A.xF.(4-)-G..,/l.r), 
F,(x)  =  K,ff(a-)  —  B,/(x). 

Si  l'on  élimine  F^.,(x),  F^_,(a:),  ...,Fi(x)  entre 
ces  u  équations,  en  multipliant  la  première  par  i,  la 
deuxième  par  AqX,  la  troisième  par  AJx',  etc.,  et  la  der- 
nière par  Aî~*x'''~*  et  en  ajoutant,  il  viendra 

f  il— I  étant  le  polynôme  de  degré  (i  —  i 

fj*— 1  ^^  ^'/i—i,i  "♦"  Cjjt_3,i  n^.r  -f-  Ojt_3,i  A  j  J,  -f- .  .  . 
-^  G..,  Ar*^''"'-^  B,A-'a:^-'. 

Considérons  maintenant  le  déterminant 


à  = 


Gi,i  G,,j 

Gj.i  Gj,j 

•   •    «  •  •  ■ 

Gm.l  G,fl,7 


G... 


G, 


.Al 
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Ce  déterminant  A  est  identique  à  celui  qu^on  obtient  en 
remplaçant  dans  A  les  éléments  de  la  dernière  colonne 
par  Fj  (x),  F,(j*), •. . .,  F«„(x),quantitésqueroii obtient 
en  multipliant  les  éléments  des  diverses  colonnes  de  A 
par  x"*"*,  x^~',  ...,  x*^-  et  en  ajoutant  par  rangées  lesâé- 
ments  ainsi  modifiés.  On  a  donc  identiquement 


A  = 


Gi,i     G,,i 
G,,i     Gs.j 


G,.«_,     F,(x) 

Ga.m-i      Faix) 


et,  en  vertu  de  Tégalité 

F^(x)  =  Aîx«-«7(x)  -  7^./(x), 
le  déterminant  A  pourra  s^écrire 

A  =  U7(x)-V/(x), 


en  posant 


U  = 


G,,»      Gi,i 


'«. 


A. 


Gj.i      Gi,i      . . .     G,,™_i        Ajx 


•       •      •       «      • 


et 


V  = 


G«,,    Gm,i    . . .    G«,M-i    a; 

Gi.i     Gi,i      . . .      G|,a,_i      Bo 

Gj.i        Gs.j        .  .  •        Ga,m-i  yi 


M 


Gm.a 


Les  polynômes  U  et  V  sont  donc  de  degré  m  —  i . 

L'identité 

A=U^(x)-.V/(x) 

montre  que,  si  A  =  o,  leséquationsy*(x)  =  o,  q^ (x)  =  o 
ont  au  moins  une  racine  commune.  Par  suite,  A  =  o  est 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux 
équations  proposées  aient  une  racine  commune. 


(    205    ) 

2.  Si  Téqualion  cf(a:)  =  o  n'élaît  quede  degrém  —  i, 
il  suflfirait  de  prendre  pour  Fi(j:)  le  polynôme  (f(x) 
lui-même,  et,  si  cf  (x)  était  de  degré  p^p  étant  plus  grand 
qne  m,  on  appliquerait  le  procédé  précédent  aux  équa- 
tions y*(x)  =  o,  \J^{x)  =  o,  \J^(x)  étant  le  reste  de  la 
difision  dey(a:)  par/(j:). 

Comme  application  de  la  méthode,  formons  Féqua- 
tion  qui  donne  les  puissances  n  des  racines  d^une  équa- 
tion proposéey*(a:)  =  o  de  degré  m. 

Il  faudra  éliminer  pour  cela  x  entre  les  deux  équa- 
tions 

«"—  /  =  o. 
Supposons  m  >  n  ;  l'équation  y  (x)  =  o  pourra  s'écrire 

f,(j-)-f-xçi(x»)-hx»y,(j:»)  4-.  ..4- jr»-»ç^,(jr»)  =  o 
OU 

par  suite,  il  faudra  éliminer  x  entre  les  équations 

X"  — j^  =  o. 

Les  équations  Fi  (x)  =  o,  Fj  (x)  =  o,  . . . ,  F„  (x)  =  o 
sont,  dans  ce  cas, 

j:— •  ?»-t  (r )  -4-  .r*->„_,(  j)  -+-...  -4-  xç,  (j)  -f-  <p. (/)  =  o, 

>— »(j)  -^" ^ '*?«-3(r )  + . . . -f- ^^(7)  -f-r7»«i(r)  =  o, 


Par  suite,  Téquation  cn^  est 

f— .(r)    ?i.-i(/)     ...      ?.{j)      ?.(r) 


•  •  •  •  • 


^».(/)    r9M'i(r]    ...    /?i{r)     rT.(r) 


=  o. 
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Dans  le  cas  où  n  =  m  et 

/[x)  z=z  Ao^k"  4-  Aix"-'  -4- .  .  .  -i-  A««,x  -f-  A», 
réquation  en  jr  devient 

A|  Aj         .  .  .  Am— 1  Aju  -f-  A«^ 

Aj  A3        .  .  .      Am't'A.^X  ^tX 


Aiii-4-  AqX     A\y      .  .  .         Am^-iX  Afli—ij' 


=  0. 


SUR  LES  CAS  GÉNÉRAUX  D'iNPOSSIRILITÉ  DE  L'ÊQDATNll 

x!»  H-  y*  =:  A  z*  ; 
Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Nous  avons  démontré  (*),  d'après  M.  Sylvesler,  que,  si 
Ton  désigne  par  p  et  q  deux  nombres  premiers  des 
formes  i8/i-f-5ei  i8n-f-ii,  Téquation 

est  impossible  pour  les  six  valeurs  générales  de  A  qui 
suivent  : 

A  ces  valeurs  on  doit  ajouter  les  six  valeurs  générales 

P\  7>  9Py  9P'^  97'  97% 

qui  ont  été  indiquées  par  le  P,  Pépin.  Nous  allons  faire 
voîr  que  la  méthodede  Fermât,  par  la  décomposition  en 
facteurs,  permet  encore  de  démontrer  Timpossibilité 
pour  les  six  valeurs  de  A*,  mais,  pour  abréger,  nous  ren- 
verrons le  lecteur  à  l'article  que  nous  venons  de  mention- 


(«)  Nouvelles  Annales,  a«  série,  t.  XVII,  p.  607  et  suiv. 
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lier  pour  les  notalions  et  l^ensemblc  des  démonslraiions. 
Posons  A  =  3^B*,  X  sera  égal  à  2  ou  à  o,  et  B  divisé 
par  9  donnera  pour  reste  Tun  des  nombres  ±2,  db  4- 
Nous  aurons  alors  quatre  cas  à  considérer  dans  la  dé- 
cooaposition 

I.  x-4-7  divisible  par  6  ; 

II.  x-4-y  divisible  par  3,  et  non  par  2  ^ 
ni.  X  -hy  divisible  par  2,  et  non  par  3  ; 
IV.  a:  -4-  y  non  divisible  par  2  et  par  3. 

Les  deux  derniers  cas  ne  se  présentent  que  pour  X  =r  o; 
d^ailleurs,  x-hy  sera  nécessairement  divisible  par  B 
[loc.  cit.^  p.  Dio,  ligne  7). 

Pbemier  cas  :  x  -^-j  divisible  par  6 .  —  Alors  on  a 


z  =  2a^; 
par  conséquent,  Tidentification  donne 

o 
c'est-à-dire 

Pour  X  =  o,  a  est  divisible  par  3,  et,  en  posant 

a  =  3fl', 

on  a 

d^où  Ton  tire 

oabien 


2 


> 
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Cen  deux  âecompositions  doonent 

par  cons^neni,  on  ramène  Féquation  proposa  i  une 
antre  semblable,  en  moindres  nombres,  dans  laqndle 
z  pair  contient  nn  factear  3  en  moins,  ce  qui  conduit  an 
troisième  cas,  on  dans  laquelle  z  est  impair,  ce  qui  con- 
duit au  deuxième  cas. 

De  même,  pour  a  =  2,  on  ramène  Féquation  i  une 
autre  en  moindres  nombres  ou  a  Téquation 

qui  est  impossible  suivant  le  module  9. 

DzvxikuE  CAS  :  X  +  ^  divisible  par  3,  et  non  par  a. 
—  Alors  on  a 

par  conséquent,  TidentiCcation  donne 

F4-G  =  ^^  =  3^-»B«% 
ou  bien 

Maïs  g{f*  —  g*)  est  nécessairement  divisible  par  3, 
puisque  y*  ne  peut  Tètre^  donc  Téquation  précédente  est 
toujours  impossible  suivant  le  module  9. 

L^impossibilitésetrouvedoncdémontrée  pour  les  quatre 
valeurs 

9Py  9P'^  9^*  9^'- 

Troisième  cas  :  x-i-  y  divisible  par  a,  et  non  par  3. — 
Alors  on  a 


X  •+■ 


y—  a>Bfl%     ^(^-y^)'-^  (-^^)'==  ^''     «=  2tffr; 
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par  conséquent,  ridentificatiou  donne 

OU  bien 

/(/*-9^')  =  4B«*. 

On  est  ainsi  ramené  aux  deux  équalions  de  même  forme 

P>-^7»z=B(2a)^     et     Bp»-+- 7'=  (2a)\ 

La  première  est  une  équation  en  moindres  nombres 
qui  correspond  au  troisième  cas  ;  la  seconde  est  une 
équation  dans  laquelle  z  est  impair  et  non  divisible 
par  3,  ce  qui  correspond  au  quatrième  cas. 

Quatrième  cas  :  a:  -+-  y  non  divisible  ni  par  2  ni 
par  3.  —  L'identification  donne 

F=p3G^Bfl», 
ou  bien 

cette  équation  est  impossible  suivant  le  module  9. 
Ainsi,  en  résumé,  les  équations 

x*4-^=A2*     et     j:j(* -t- j)  =  Az* 

sont  impossibles  à  résoudre  en  nombres  entiers  pour  les 
douze  valeurs  de  A  : 

Pf  p\  9f  7%  9Pf  9P\  97>  97'»  '^Py  4/^%  29%  4^- 

Les  théorèmes  précédents  ne  concernent  que  Pimpos- 
sîbilité  pour  les  facteurs  ^  ou  ^  de  la  forme  6/t  +  5; 
nuis  il  existe  un  grand  nombre  d'autres  théorèmes  gé- 
néraux d'impossibilité  pour  les  nombres  r,  5,  t  des 
formes  respectives  i8«  4-  i,  18/2  4-  i3,  18  n  -f-  17.  Ces 
nombres  appartiennent  à  la  forme  linéaire  Qn-^i  et  à 
la  forme  quadratique  L'+  3  M*.  On  a,  par  exemple,  les 
théorèmes  suivants,  dont  nous  nous  réservons  la  démons- 

Jnn.  de  Mathimat,,  i«  série,  t.  XIX.  (Mai  1880.)  l4 
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tratîoD  vt  qui  coiicemenl  les  nombres  r,  5.  t^  pour  Icv- 
quels  le  nombre  M  correspondant  de  la  forme  qnadia- 
tique  n*est  pas  nn  multiple  de  3.  Ces  nombres  sont 
compris  dans  le  Tableau  suivant  : 


^(ombres 

Forme 

premiers. 

linéaire. 

Forme  qoadratiqve. 

r  ou  n 

iS/t  —  I 

qA  — 4  =-3  qi-^4* 
qA-+-4  =  — 3  qi  i  « 
qA-4    -3  9A-2; 

s  ou  t* 

l8yi        7 

qA  —  ?  ' — 3  qA~^a-^ 
qArz^  =  —  3  9i±4  ' 

r  ou  1* 

l8/f  —  l3 

oA  I/  — 3  qX  — I  > 
qA  I  '—3  qi  a)' 
9A       I  =-3;9XH"4:» 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suÎTanl  : 

Théorêue.  —  Les  êquatinns  x'-t-i'=Az'  et 
xy(x -r- y  :  ==- \z*  sont  impossibles  à  résoudre  en 
nombres  entiers  pour  les  huit  valeurs  suit^antes de  A  : 

2r,   2r»,    2f,   ie'^  4r,  4^,   4/,   ^s\ 

On  peut  assez  facilement  trouver  des  séries  indéfinies 
de  théorèmes  analogues  conduisant  à  V impossibilité. 

On  peut  aussi  obtenir  des  séries  indéfinies  de  théo* 
rèmes  conduisant  à  la  résolution  complète;  mais,  dans 
ce  but,  il  faut  employer  les  résultats  dus  à  M.  Sylvester 
dans  son  importante  théorie  de  la  résiduation.  On  a, 
par  exemple,  le  théorème  suivant  : 

Théo&eme.  —  On  peut  résoudre  complètement  les 
équations  x^  -H  j'  =  A  c'  et  xy  (x  -f-  7)  =  A  s'  par  In 
combinaison  des  formules 

..  .  ^V  àf  iîf 

tix^  r/r,  aZt 
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ei  des  formules 

^(jriZ^—JiZt)  -f-r  (z,x,— 2ax,)  +  « ( «.jj  —  x,^,  )  =  o, 

qui  donnent  une  nouvelle  solution  au  moyeu  d\ine  ou 
(le  deux  premières  solutions,  pour  les  valeurs  suivantes 
de  A  : 

i**  Lorsque  A  est  un  nombre  premier  18  w  -f-  li  ou  le 
carré  d'un  nombre  premier  1 8  w  -f-  7  ; 

2^  Lorsque  A  esi  le  double  d'un  nombre  premier 
i8rt4-  i3  ou  le  double  du  carré  d'un  nombre  premier 
lin -\-  y  ^à  la  condition  que,  dans  la  forme  quadratique 
correspondante  L' H-  3  M',  le  nombre  M  ne  soit  pas  di- 
visible par  3  ; 

3*  Lorsque  A  est  le  quadruple  d 'un  nombre  premier 
i8«-f  7,  ou  le  quadruple  du  carré  d'un  nombre  pre- 
"ûeriin  4-  i3,  av^ec  la  même  condition  que  précédem- 
ment. 

On  a  d^aillenrs,  pour  les  nombres  de  la  forme 
L'-f-3M',  les  identités  suivantes  : 

(3M  4-  L;'  -f.  (3M  —  L)>=  2^3»'(L'-f- 3>P)/ï', 

avecM  =  a*-»3''-'rt'5 

(9.L]»-h  (L  -f-  3Mj»  =  3»'(  L'H-  3lVP)n\ 

avccL-hM  =  3*^-'rt'; 

avec  L  =  a*^-*  a'  ; 

(L-^M)>-f-  (5iM)»=(L»H-3M')fl», 
amL  +  3M=  a\ 
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NOTE  SCR  LE  PLANIlfiTRE  POLAIRE; 

Pak  m.  p.  BARBARIN, 

Professear   au    iTcée    de    Nice. 


ABC  est  un  levier  arliculé,  composé  de  deux  branclies 
AB,  BC  réunies  par  une  charnière  B.  L^extréniîté  C  est 
fixe;  rexirémité  A  décrit  une  courbe  donnée  F.  Je  me 

Fig.  I. 


propose  d'abord  d'établir  une  relation  entre  Taire  de  la 
courbe  F  et  Tare  décrit  dans  le  mouvement  du  levier  par 
un  point  donné.O  de  la  branche  AR. 

On  peut  passer  de  la  position  ABC  du  levier  à  la  posi- 
tion infiniment  voisine  A'B'C  par  une  rotation  d'angle 

ACA'  =  fltù  autour  du  point  fixe  C.  Dans  ce  mouvement, 
le  point  O  décrit  Tare  0(y,  et  Ton  a  aussi 


OCO'  =  BCB'  =  r/w. 

Dans  le  triangle  ACO,  on  a,  en  posant  CA  =  p,  OA  =  /i, 
CO  =  r, 

r  6'  -.  rt' 4- z*' — 9.^rrosA0C. 


(a.3) 

Dans  le  triangle  COB,  eu  posant  OB  =  i,  CB  =  c,  on  a 
de  même 


•>  I 


c^  =  b*-\-r^—2hr  cosCOB. 


Donc,  en  retranchant  ces  deux  égal!  lés  membre  à  membre, 

• 

(3)  pï— c»— fl»— ^a-f.^  (û-f.  ^)rcosCOB. 

Siron  fait  0(y==  rfS,  comme  rd(ù  =  dS^  on  a,  en  élimi- 
nant r, 

Maisp'  —  est  Taire  du  secteur  ACA'  \  donc,  si  l'on  intègre 

entre  deux  limites  caj,  gùj  de  Targument,  correspondant 
au  secteur  plan  CPQ,  on  a 

aire  CPQ  =  [  «'  -^  c»—  ^»0  '^''""'"' 

5^, 


r«» 


^\^a-\-h]  I      cfScosCOB, 


Wl 


uScosCOB  étant  considéré  comme  une  fonction  de  w, 
▼ariable  indépeudante.  Telle  est  la  relation  cherchée.  On 
pourrait  en  déduire  aisément  l'aire  de  la  courbe  F  si  Ton 

IWtttaildéterminerrintéerale  /      cosCOB^S.  Un  arti- 


t 


^  mécanique  permet  de  résoudre  cette  difficulté.  Soi 

Fig.  3. 

n       £ 

fi" — K^ni 

RR  une  roue  verticale  dont  le  centre  est  l.  Supposons 
que  le  centre  de  la  roue  subisse  un  déplacement  horizon- 
lai  rectiligne  II'.  Ce  dernier  peut  être  considéré  comme 
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la  résulta  Qte  de  deux  déplacements  horizon  taux  recian  ' 
gulaires,  Tun  suivant  Im,  Tautre  \n  perpendiculaire  ai^ 
plan  de  la  roue. 

Le  premier  fait  tourner  la  roue  de  la  quantité  Im  égale 

à  ir  cosr  Im;  le  second  ne  fait  que  déplacer  la  roue  pa- 
rallèlement à  elle-même,  sans  provoquer  de  rotation. 
Donc  la  quantité  dont  la  roue  a  tourné  pour  un  dépla- 
cement U^  de  son  centre  est  uniquement  la  projection 
de  IF  sur  le  plan  de  la  roue. 

Plaçons  donc  perpendiculairement  à  AB  une  roue  RR' 
dont  O  soit  le  centre.  La  quantité  du  dont  cette  roue  aura 
avancé  pour  ledéplaccmeni  0(y  sera  mesuréepar  du  =  </S 
cos  (OCy,  RR').  Or,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 
la  quantité  da  positive  quand  le  mouvement  de  la  roue* 
s^eirectue  dans  le  même  sens  que  celui  de  A  vers  Â'  el 
négative  dans  le  cas  contraire.  Dans  la  disposition  de  la 
figure,  on  a 


du  -—.  —  ^/S  cosCOA  -—  fis  cosCOB, 


et  par  suite 


/    fi  -h  b) fis  cosCOB^  I    li  -h  b  du. 

Soit  donc  U  la  somme  algébrique  des  quantités  du  dont 
la  roue  a  avancé  dans  chaque  déplacement  élémentaire  ; 
on  a 

6'       aireCPQ—   «  -f- c'— ^=   '^l—H!!^   a-hb  V. 

C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  Tusage  d'un  ingé- 
nieux instrument*  le  planitfictre  polaire,  inventé  en  i85f> 
par  M.  Amsler-LatTon,  à  Schatlouse,  et  qui  rend  aujour- 
d'hui de  £;rands  services  aux  Ponis  et  Chaussées  et  à  TAd- 
niinistralion  forestièi*e  pour  le  calcul  rapide  de  Tairt* 


(  î»i5  ) 
contenue  dans  un  contonr  déterminé.  La  roulette  ROR' 
est  divisée  et  se  meut  devant  un  vernier  fixe.  Une  vis  sans 
fin  communique  le  mouvement  de  la  roue  verticale  à  un 
disque  horizontal  divisé  qui  sert  de  compteur.  L'extré- 
mité Â  est  munie  d'un  tracelet  pointu  avec  lequel  on 
décrit  toutes  les  sinuosités  de  la  courbe. 

Il  y  a  deux  façons  d'employer  le  planimètre. 

1®  La  pointe  fixe  C  est  à  l'intérieur  de  l'aire  h  mesurer. 
I^s  limites  d'intégration  sont  alors  co,  =  o,  o),  =  a  tt.  Une 
lecture  faite  sur  le  compteur,  sur  la  roue  et  sur  le  ver- 
nier donne  U.  On  en  déduit  la  surface  cherchée 

(7)  S=  {a'  -{-  c^'—  b^)n  -h  (a  -\-  b)V. 

\jSl  constante  (a^-i-c^ — i*)  tt  est  calculée  une  fois  pour 
toutes  et  inscrite  sur  l'instrument  même;  il  n'y  a  donc 
qu'à  calculer  (a  -f-  6)U  et  à  y  ajouter  cette  constante  K. 
On  peut  même  éviter  cette  addition  en  choisissant  le 
point  O  sur  AB  de  façon  que 

<j^  H-  c*  —  6'  =  o  ; 
on  a  alors  tout  simplement 

^7')  S--=(^  +  ^)U. 

a®  On  peut  mettre  la  pointe  fixe  C  à  l'extérieur  du 
contour  de  l'aire  mesurée;  alors  les  deux  limites  d'inté- 
gration oi)|,  ct>,  sont  égales,  et  il  reste  uniquement 

8)  S-   fi-^b]V. 

Une  simple  lecture  donne  encore  Taire. 


(r.16) 


CONSTRUCTIONS  DIVERSES  ET  SOLUTIONS  DE  PROBLtlES 
GRAPHIQUES  RELATIFS  AUX  CONIQUES; 


Pau  m.  GENTT. 


Pboblème  I.  —  Étant  donnés  deux  points  a  et  h 
communs  à  deux  coniques  S  et  S\  et  trois  autres  points 
de  chacune  d'elles  c,  d  et  e,  /*,  g  et  /i,  troui^er  la  seconde 
corde  commune  de  ces  deux  courbes. 

Solution.  —  Mener  les  droites  ac  et  W;  chercher,  au 
moyen  du  ihéorème  de  Pascal,  les  points  d'intersection  y 

Fig.  I. 


Cl  3  de  ces  deux  droites  avec  la  conique  Sf.  Les  droites  cd 
et  yS  se  coupent  en  uu  point  m  de  la  corde  commune 
cherchée. 

On  obtiendra  deux  autres  points  n  et  p  de  cette  droite 
|>ar  une  construction  analogue. 

La  construction  s^applique  évidemment  sans  modifia 
cation  quand  les  points  a  et  h  se  confondent,  c'est-i-dire 
quand  les  coniques  S  et  S'  <ont  tangentes  au  point  a.  De 
mi^mCf  deux  des  |>oints  c,  d,  e  peuvent  se  confondre;  Fan 


(  ^*7  ) 
d*enz  peut  même  se  confondre  avec  le  point  a   ou  le 
point  h\  Texamen  de  ces  cas  particuliers  ne  présente 
aucune  difficulté. 

Si,  par  exemple,  les  points  c  et  ^  sont  confondus  en  un 
seul,  on  mène  les  droites  ac  et  hc  qui  coupent  S'  aux 
pointsy  et/  respectivement,  et  Tintersectiou  de  la  droite 
y/  avec  la  tangente  à  la  conique  S'  au  point  c,  supposée 
connue  ou  construite,  est  un  point  de  la  corde  com- 
mune. 

Problème  IL  —  Étant  donnés  trois  points  a,  b  et  c 
communs  à  deux  coniques  S  et  S\  et  deux  autres  points 
dy  e  et  fy  g  de  chacune  d^ elles,  trouv^er  le  quatrième 
point  commun  à  ces  deux  courbes. 

Ce  problème  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier 
du  précédent.  Si,  en  effet,  on  considère  la  corde  ab  comme 

Fîg.  a. 


une  corde  commune  aux  coniques,  on  pourra  trouver,  à 
Taide  de  la  construction  ci-dessus,  un  point  m  de  la  seconde 
corde  commune.  La  droite  cm  sera  donc  celte  corde  elle- 
même,  et  elle  coupera  S  et  S'  au  point  h  cherché.  En  con- 
sidérant successivement  les  droites  bc  et  ca  comme  des 
cordes  communes,  on  trouvera  deux  autres  droites  passant 
aux  points  a  et  &  respectivement  et  au  point  A. 


i*  Trouver  let  directions  de»  axef  d'ume comique  S[, 
dt/at  on  donne  cin^  pointa  a,  b,c,d,e  ou  bœn  quatre 
points  et  la  tangente  en  l'un  de  ces  points,  ou  encera 
Iroit  points  et  les  tangentes  à  la  courbe  en  deux  de  ces 
pmnts , , 

Il  suffit  de  Ironrer  an  STftlêrae  de  cordes  commniiesdeS 
avec  an  cercle  ;  les  bissccirices  des  angles  formés  par  ces 
cordes  communes  sont  parallèles  auxdireciionsrherchées. 

Noa*  prendrons  pouric  cercle  S^  le  cercle  décrit  saroi 
comme  diamètre,  et  alors  la  construction  est  la  sni- 
vanle  : 

Dupointaabaisier  sur  les  droites  £<j  et  iedes  perpen- 
diculairesa?,  ni;  du  pointa  abaisser  sur  ac  la  perpen- 


dirniaïrc  £7.  Soient  m  le  poinuriiiiorsection  di>sdroitescf< 
et  /d,  ri  cvlui  des  droites  ce  et  yf  :  les  bissectrices  des 
Biij;les  «les  droites  mn  et  nb  ont  les  directions  cliercbées. 

•x"  Tmnver  tes  direc.nons  des  axes  d'une  conique 
donnée  par  son  crntre  O  t^l  trois  points  a,  h  et  c. 

On  prend  ponr  la  conique  S' le  cercle  décrit  du  puîntO 
rninnio centre  aicc  Ow  pour  rayon. 


(  ^»9  ) 
Construction.  —  Soîl  a!  le  point  de  la  conique  symé- 
trique du  point  a  par  rapport  au  centre.  Abaisser  du 
point  a'  une  perpendiculaire  a'^  sur  ab^  du  point  a  une 
perpendiculaire  a  y  sur  o'c,  et  soitmlepoinld'iniersection 

Fig.  4. 


des  droites  bc  et  j3y  :  le  demi -diamètre  de  la  conique  dirigé 
suivant  Om  est  égal  à  Oa,  et  les  bisseclrices  Ox  et  Ojr  des 
angles  des  droites  Oa  et  O/n  donnent  les  directions  des 
axes. 

3®  Trou\fer  les  directions  des  axes  d'une  conique, 
connaissant  denx  demi -diamètres  conjugues  Ob  et  Oa 
de  la  courbe.  On  prend  pour  S' le  même  cercle  que  ci- 
dessus. 

Construction,  —  Abaisser  des  points  a  et  a'  des  per- 


|iendiculaires  rtj3'  et  a' (5  sur  les  droites  «'&  eiab  res|>ec- 


(  aao  ) 
tivement,  et  déterminer  le  point  de  rencontre  m  des 
droites  ^^'  et  de  la  tangente  en  &  à  la  conique  :  les  direc- 
tions cherchées  fioni  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  droites  Omet  On.  liest  facile  de  reconnaître  qu'on  peut 
obtenir  ces  bissectrices  en  joignant  le  point  O  aux  points 
d'intersection  de  la  ligne  &rfi  avec  le  cercle  décrit  du  point 
m  comme  centre  avec  mO  pour  rayon. 

On  détermine  ensuite  très  simplement  les  longueurs 
des  axes. 

4°  On  donne  quatre  points  a,  è,  c,  d  d' une  coniqwt 
S  et  la  tangente  au  point  a  :  on  demande  le  centre  d« 
courbure  de  la  courbe  en  ce  point. 

Construction,  —  Chercher,  au  moyen  de  la  construc- 
tion connue,  la  corde  d'intersection  mn  de  la  conique  S 


avec  un  cercle  quelconque  tangent  an  point  it  à  cette 
i-onrbe.  Mener  par  le  point  n  une  parallèle  à  mn:  elle 
rencontre  S  en  un  point  c  du  cercle  de  courbure  au  point 
a  ;  ce  cercle  se  trouve  ainsi  complètement  déterminé. 

5°  Construire  une  conique,  connaissant  son  cercle 
oscu/aleur  au  point  a  rt  deux  autres  points  h  et  d  de 
la  courbe. 


(    221    ) 

Construction  [voir  la  fig»^)»  —  Soient  d'  et  p'  les 
points  d'intersection  respectifs  des  droites  a^et  ab  avec 
le  cercle  de  courbure  au  point  a,  q  le  point  d'intersection 
des  droites  db^  d'^\  La  droite  aq  rencontre  le  cercle  de 
courbure  en  son  point  d'intersection  e  avec  la  conique. 
On  peut  maintenant  construire  cette  courbe,  puisqu'on 
en  connaît  quatre  points  a,  b^  d^  e  et  la  tangente  at  au 
pointa. 

6®  Construire  une  conique,  connaissant  le  centre  O  et 
le  centre  de  courbure  en  un  point  a. 

Si  par  le  point  de  contact  a  de  deux  coniques  S  et  S', 
tangentes  en  ce  point,  on  mène  une  corde  qui  les  ren- 
contre de  nouveau  aux  points  b  et  V  respectivement,  les 
tangentes  à  ces  deux  points  se  coupent  sur  la  corde  com- 
mune des  deux  coniques. 

Construction,  — Décrire  le  cercle  osculateur  au  point 
a;  déterminer  les  points  d'intersection  a' et  b  du  diamètre 
Oa  avec  la  conique  et  le  cercle  osculateur  respectivement 

Fig.  7. 


■^Oa  =  Oa!)  ;  mener  les  tangentes  en  ces  deux  points,  en 
remarquant  que  la  tangente  au  point  a!  est  parallèle  à  la 
tangente  at  au  point  a.  Soit  m  le  point  d'intersection  de» 
ces  deux  tangentes  :  la  droite  am  coupe  le  cercle  oscula- 


(  aaa  ) 
leur  en  son  point  d'interseciioii  avec  la  conique.  On  peut 
maintenant  construire  cette  courbe  avec  la  plus  grande 
facilité,  puisqu'on  en  connaît  le  centre,  deux  points  et  la 
tangente  à  l'un  d'eux. 

•j"  Etant  donnés  lieux  diamètres  conjugués  aely  bU 
d' une  conique,  construire  le  cercle  osculateur  au  point  a. 

Construction,  —  Décrire  un  cercle  quelconque  tan- 
gent à  la  conique  au  point  a;  mener  les  droites  ab^  al/, 
an',  qui  coupent  ce  cercle  aux  points  P,  [s'  et  et  respecti- 
Tcment.  Soient  n  le  point  d'intersection  des  droites  ^Çf  et 


Ai',  m  celui  des  tangentes  à  la  conique  et  au  cercle  aux 
points  n*  et  SE  rcspni-iivement  :  la  droite  mu  est  la  corde 
commune  aux  deux  courbes.  Sï  donc  on  mène  par  le  point 
(I  une  parallèle  «N  à  mii,  on  aura  la  corde  d'intersec- 
tion de  la  conique  avec  son  cercle  osculateur  au  point  a. 
Soit  N  le  point  d'inicrseclion  de  celle  droite  avec  bb'^  n 
l'on  mène  par  le  point  N  une  parallèle  à  |3|3',  elle  rencon- 
trera les  droites  a&  et  ai' en  deux  points  B  et  B' du  cercle 
osculateur. 


(  "3) 

De  même,  si  M  est  le  point  de  reiicontredeU  droite  nN 
avec  U  tangente  à  la  coDÏcjue  au  point  a',  et  que  du  point 
M  on  mène  une  parallèle  à  ma,  celte  droite  icncontrera 
oo'  en  un  point  A  du  cercle  clicrché,  et  elle  est  tangente 
à  ce  cercle  en  ce  point. 

L«  ligne  |3^'  fait  avec  les  lignes  ab  et  ab'  les  mêmes 
angles  que  la  tangente  at  au  point  a  fait  avec  les  lignes 
ayetoÂ  respectivement  ;  la  ligne  ma  fait  avec  aa^lt: 
même  angle  que  at.  Cette  remarque  montre  très  simple- 
ment comment  on  peut  construire  la  corde  d'intersection 
d'une  conique  avec  l'un  de  ses  points  considéré  comme 
un  cercle  infiniment  petit,  étant  donnés  la  tangente  en  ce 
point  et  trois  autres  points,  ou  bien  la  tangente  en  ce 
point,  deux  autres  points  et  la  tangente  à  la  conique  en 
l'nn  d'eux.  Ce  dernier  problème  fera  l'objet  du  para- 
graphe suivant. 

8"  Étant  donnés  trois  points  n,  b,  c  d'une  coniqua, 

tes  tangentes  aux  points  a  et  b  respectivement,  trouver 

Fie.  9, 


/il  conîe  d' ialorsitction  de  la  conique  avec  le  point  n 
considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit. 

Construction.  —  Mener  une   droite  am    telle   que 


(  "4) 

mab  =  bat^  et  prendre  sou  intersection  m  avec  U  tangente 
en  b    à  la  conique  ;  mener  une   autre  droite  an  telle 

que  nac:=bat^  et  chercher  Tintersection  n  de  cette 
droite   avec   bc  :  la  droite  mn  est  la    corde  cherchée. 
Soient  d  son   point  dMntersection  avec  at  et  a!  le  point 
de    contact    de    la    tangente  menée   du  point  d  k  h 
conique:  la  droite  aa'  est  la  normale  au  point  a-^  et  si  Ton 
mène  par  le  point  a  deux  droites  quelconques  ab^  ab 
faisant  des  angles  ëgaux  avec  la  normale  aal  et  rencon- 
trant la  conique  aux  points  b  et  b'^  la  droite  bb'  passe  par 
le  point  fixe  d.  Il  est  évident  que  les  axes  de  la  conique 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  da  ei  dm. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 
QUI  ONT  TOUTES  LEURS  RACINES  RÉELLES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


1.  Je  considérerai  d'abord  Téquation  qui  détermine 
tang-  quand  on  connaît  tanga. 

On  a,  d'après  la  formule  de  Moivre, 

I  cos  — h  '  sin  -  I   -=1  cosa  -+-  i  sin a 

/a  ,     a  \  " 

(  cos I  sin  -  I  rr:  cosa  —  /  sina; 


et 


on  en  déduit 


3t  ,       5C  '^     " 

COS  — h  I  sin  -  ^ 

//  n    \         cosa  4- 1  sma 

a        ,  ,     ji    ]         cosa  —  I  sin  a 

cos I  sin  - 

n  n 


aa5   ) 


a 

OU,  en  posant  tang  -  =:  :r, 


(') 


(I  -f-  /.r\  " I  -4-  /  tanga 
I  —  ix)        I  —  /tanga 


On  voit  immédiatement  que  cette  équation  ne  peut 
avoir  des  racines  égales;  pour  démontrer  que  toutes  ses 
racines  sont  réelles,  je  remarquerai  que,  pour  chacune 
déciles,  on  a 

mod(i  4-  ix]  z=  mod(i  —  /x), 

et  de  cette  identité  Ton  déduit  aisément  la  réalité  de  x. 

Supposons,  en  eilet,  que  x  puisse  avoir  la  valeur  ima- 
ginaire a  +  (3i;  on  aurait 

mod(i  —  p-f-a/)=mod(i-f-p—  ai) 
ou  bien 

(l  — p)»-+-a»=(ï-f-p)'-ha», 

ce  qui  est  évidemment  impossible  si  (3  est  différent  de 
zéro. 

L'équation  (i)  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  iné- 
gales  («). 

2.  Les  mêmes  considérations  permettent  de  démon- 
trer une  importante  proposition,  due  à  M.  Hermite  (') 
et  que  Ton  peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

(*)  Foir  m  ce  sujet  une  Note  de  M.  Biehler  :  Sur  une  application  de  la 
tmétkade  de  Sturm  [Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  a*  série, 
t.  XIX,  p.  7G).  Voir  également  une  INote  du  même  auteur  publiée  dans 
le  dernier  numéro  et  dont  je  n'ai  eu  connaissance  qu'après  la  compo- 
sition de  mon  article. 

(')  Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  {Bulletin  de  la  Société 
muithématique,  t.  VII,  p.  i3i). 

M.  Biehler  est  arrivé  en  même  temps  au  même  théorème,  qu'il  a 
démontré  dans  ane  Note  Sur  une  classe  d'équations  algébriques  dont 
eomtes  les  racines  sont  réelles  j  insérée  au  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  87, 
p.  3So. 

j4mm,  dé  Mathém,,  %'  série,  t.  XIX.  (Mai  1880.)  l5 


(  aa6  ) 

Soient  Ci  -h  (j  i<,  y  n-  0 1\  . .  .  ^  y^  -^  ui  fies  quantités  ima- 
ginaires, dans  lesquelles  les  coefficients  de  i  ont  tous  le 
même  signe;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

n(jr  — a— p/)  =  {jr— a— p/)(x  — y  — ^/)...(x— >  — fil) 

=  F(x)-f-/<l»(x), 
réquation 

pF{x)  -hq^{x)  ^=-Oj 

où,  p  et  q  désignent  des  nombres  réels  arbitraires,  a 
.toutes  ses  racines  réelles. 

Cette  équalion  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

[p'-iq)\l[x  —  0L  —  p/)  -+-  (/?H-i<7)n(x  — aH-pi)  =0, 

•<roù  Ton  déduit 
[1)  modn(x  — a  —  p/)=modn(x  — a  4-  p/), 

et  il  est  aisé  d^en  conclure  que  x  est  nécessairement 
réel. 

Ayant,  en  eÛTet,  tracé  dans  un  plan  deux  axes  rectan- 
gulaîres  OX  et  OY,  je  représente,  suivant  Tusage  ordi- 
naire, la  quantité  imaginaire  X  + Yi  par  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  X  et  Y.  Soient  A,  C,  . . .,  L  les 
points  qui  représentent  les  quantités  a  -h  j3/,  7  -h  Ji, . . . , 
\-^^^.i\  les  nombres  |3,  J,  . . . ,  jx  ayant  tous  le  même 
signe,  ces  points  sont  tous  situés  d'un  mùme  côté  de  Taxe 
OX,  au-dessus  de  cet  axe  par  exemple  \  quant  aux  points 
A^  C,  . . . ,  L',  qui  représentent  les  quantités  conjugaées 
a  — 13 1,  y  —  5i, . . . ,  X  —  fxz,  comme  ils  sont  symétriques 
des  premiers  relativement  à  Taxe  OX,  ils  sont  situés  au- 
dessous  de  cette  droite. 

Cela  posé,  en  désignant  par  P  le  point  représentatif 
de  x,  Tégalité  (2)  peut  s'écrire  ainsi  quMl  suit: 

PA.PC. .  .PL  =  PA'.PC. .   PL'. 


(  ^'^1  ) 

Or,  si  X  était  imaginaire,  le  point  P  serait  situé  en  de- 
hors de  l'axe  OX,  au-dessus  de  cette  droite  par  exemple, 
et  Ton  aurait 

PA<PA',     PB<PB',      ...,     PL<PL', 

inégalités  incompatibles  avec  la  relation  précédente. 

La  quantité  x  est  donc  nécessairement  réelle  et  la  pro- 
position est  entièrement  démontrée. 

3.  Parmi  les  conséquences  que  l'on  peut  en  déduire, 
je  mentionnerai  la  suivante,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Soîty*(a:)  =  o  une  équation  algébrique  ayant  toutes 
^^  racines  réelles  ;  en  désignant  par  iù^  p  eiq  des  quan- 
tités réelles  quelconques,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

/"(^r  -4-  ck)/)  =  F(x)  -f-  i4>(x), 

Téquaiion 

/?F(x)  4-  q  *{x)  =  o 

a  également  toutes  ses  racines  réelles. 

U. 

4.  Quand,  une  équation  algébrique  étant  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable,  la  suite 
des  termes  présente  des  lacunes,  on  peut,  comme  on  le 
sait,  en  déduire  aisément  une  limite  supérieure  du 
oombre  des  racines  réelles  de  Téquation. 

Cette  conséquence  immédiate  de  la  règle  des  signes  de 
Oescartes  a  de  nombreuses  applications-,  en  voici  quel- 
ques-unes très  simples  qui  présentent  quelque  intérêt. 

Soît/(x)  =  o  une  équation  algébrique  du  degré  n  et 

ayant  toutes  ses  racines  réelles;  développons  -^ — r  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  .r.  Soient  F(x)  la  sé- 
rie que  l'on  obtient  ainsi  et  4>(x)  l'ensemble  des  termes 
de  cette  série  dont  le  degré  ne  dépasse  pas  m. 


(  ^^8  ) 

Par  définition,  le  polynôme  4>(x)  du  d^ré  m  est  lel 

que  le  développement  de  la  différence  ^= — r  — 4>(x),  suî» 

vant  les  puissances  croissantes  de  x,  commence  par  un 
terme  d'un  ordre  supérieur  k  ni\  on  en  déduit  facile- 
ment l'égalité  suivante 

i=/(x)*{x)-|-j:^P, 

OÙ  P  désigne  un  polynôme  et  p  un  nombre  entier  supé- 
rieur à  m ,  d'où  encore 

Considérons  maintenant  Téquation 

/(x)*(r)=o, 

que  Ton  peut  écrire 

I  — x^P  =  o. 

Cette  équation  présentant  une  lacune  de  (p  —  i)  termes 
entre  le  premier  et  le  second  terme,  le  nombre  de  ses 
racines  imaginaires  est  au  moins  égal  à  [p  —  2),  et  par 
conséquent  au  moins  égal  à  (m  —  i),  puisque /?  est  plus 
grand  que  m.  Ces  racines  appartiennent  toutes  aux  deux 
équaiionsy(x)  =  o  et  4>(x)==o;  la  première  a  d'ail- 
leurs toutes  ses  racines  réelles  et  la  seconde  est  du  de- 
gré m,  d'où  il  suit  que,  ayant  au  moins  (m  —  i)  racines 
imaginaires,  elle  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine 
réelle,  ce  qui  aura  lieu  si  elle  est  de  degré  impair. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  au  dé- 
veloppement de  l'expression  ^  où  q  désigne  un 

nombre  entier  quelconque  ety*(x)  un  polynôme  décom- 
posable  en  facteurs  réels  du  premier  degré. 

Désignons  par  4>(x)  l'ensemble  des  termes  de  ce  dé- 
veloppement dont  le  degré  ne  dépasse  pas  m  ;  le  premier 


7^7r^-*(') 


(    229   ) 

terme  de  la  série 

I 

étant  d*un  ordre  supérieur  à  m,  on  en  conclut  aisément 
régallté 

où  P  désigne  un  polynôme  et  p  un  nombre  entier  supé- 
rieur à  m. 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

et  Ton  en  conclut,  comme  précédemment,  que  Téqua- 

tion 

/(j:)*y(x)  =  o 

a  an  moins  [m  —  i)  racines  imaginaires;  ces  racines  ne 
pouvant  appartenir  qu'à  Téquation  4>(x)  =  0,  celle-ci, 
qui  est  du  degré  m,  a  au  plus  une  racine  réelle. 

J*aurais  pu  considérer  l'expression j. ,  où  r  et  7 

désignent  deux  nombres  entiers  quelconques, puisque,  si 
f(x)  est  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  de- 
gré, il  en  est  de  même  dey*''(x) ,  et  de  là,  en  passant  au  cas 

/• 
où  la  fraction  -  tend  vers  un  nombre  incommensurable 

1 

quelconque,  je  pourrai  énoncer  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  (a  une  quantité  positive  quelconque 
(commensurable  ou  incommensurable),  si  Von  déve- 
loppe — — -  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  si 

l'on  désigne  par  4>(x)  V ensemble  des  termes  de  ce  dé- 
veloppement dont  le  degré  ne  dépasse  pas  m,  quel  que 
soit  le  nombre  m,  V équation  4>(j:)  =  o  a  au  plus  une 
racine  réelle. 


(  a3o  ) 
5.  Comme  application,  je  poserai 


r-H'-'^i- 


OD  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'en  désignant  par  ^(x) 
Tensemble  des  termes  da  degré  m  dans  le  développe- 
ment de  (  I \     f  réqnation  4^(x)  =  o  a  an  plos  une 

racine  réelle,  quel  que  soit  le  nombre  positif  p,  SI, 
maintenant,  on  fait  croître  indéfiniment  p^  TexpressioD 

(  I )      a  pour  limite  e*. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

«Si  l'on  égale  à  zéro  l'ensemble  des  m  premiers 
termes  de  la  série  suivant  laquelle  se  développe  e',  /'é- 
quation  ainsi  obtenue  a  au  plus  une  racine  réelle. 

Cette  proposition  peut,  du  reste,  se  démontrer  très 
aisément  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Bol  le  [voir 
notamment  le  Cours  d' Analyse  de  l'École  Polytech- 
nique  de  M.  Hermite,  année  1867-1868);  mais  il  ré- 
sulte, en  outre,  du  théorème  démontré  plus  haut,  que, 
siy(x)  est  <in  polynôme  décomposable  en  facteurs  réels 
du  premier  degré,  le  développement  de  Texpression 

jouit  de  la  même  propriété,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  o). 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  s*applîquent  en- 
tièrement à  un  cas  plus  général  et  plus  important;  mais, 
avant  de  l'aborder,  je  crois  devoir  rappeler  quelques 
définitions. 

En  désignant  par  V(x)  un  polynôme  entier  en  x  ou 


{a3.  ) 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 

dex.et  par  rr^ — r  une  fraction  rationnelle  dont  le  déno- 

minateur  est  du  degré  n  et  le  numérateur  du  degré  m, 
on  dit  que  cette  fraction  est  une  réduite  de  V(j:)  si  le 
développement  en  série  de  la  différence 

commence  par  un  terme  de  Tordre  de  x"^"+*. 

Il  est  facile  d'obtenir  ces  réduites;  multiplions,  en 
effet,  V(x)  par  un  polynôme  F(x)  du  degré  n  et  ren- 
fermant, par  suite,  {n  -hi)  indéterminées.  En  dévelop- 
pant le  produit  ainsi  obtenu,  nous  obtiendrons  d'abord 
an  polynôme  du  degré  m,  4>(x),  puis  une  série  de 
termes  contenant  x*  en  facteurs  et  nous  pourrons  dis- 
poser des  (n  +  i)  coefficients  indéterminés  de  façon  à 
annuler,  dans  le  développement,  lés  coefficients  dex"*"^*, 
x*+*,  . . . ,  x*+"  ;  il  suffira  en  effet,  pour  cela,  de  trouver 
des  valeurs  de  (n  + 1)  inconnues  satisfaisant  à  n  équa- 
tions linéaires  sans  second  membre,  et  l'on  sait  qu^un 
pareil  système  d'équations  admet  toujours  au  moins  une 
solution  dans  laquelle  les  inconnues  ne  sont  pas  toutes 
nulles  en  même  temps.  Les  polynômes  F(x)  et  ^(x) 
étant  déterminés  comme  je  viens  de  le  dire,  il  est  clair 

que  la  fraction  ~— ;  est  une  réduite  de  F(x). 

Cela  posé,y(x)  désignant  un  polynôme  décomposable 
en  facteurs  réels  du  premier  degré,  soit  — j — -  une  ré- 
duite dey(x),  en  sorte  que,  ^(x)  étant  du  degré  m  et 
F(x)  du  degré  /z,  le  développement  de 

^        F{.r) 

commence  par  un  terme  de  Tordre  {m  -h  n  -\-\). 


(  23a) 
On  aura  évidemment,  en  désignant  par  P  un  poly- 
nôme entier, 

d'où 

Or,  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  4>(x)  étant 
du  degré  m,  on  voit  que  Téqualion 

a  au  moins  (n  —  i)  racines  imaginaires,  et,  comme  ces 
racines  appartiennent  à  Téquation  F(x)y(x)  =  o  et 
quey(x)  =^  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  en  conclut 
que  l'équation  F( x)  =  o,  qui  est  du  dogré  w,  a  au  plus 
une  racine  réelle. 

On  obtiendrait  un  résultat  analogue  en  considérant 

les  réduites  =r^ — f  du  développement  de  la  fraction  —. — r»  et 

Y[x)  ^^  J[x] 

l'on  établirait  facilement  que  réquâtion4>(x)  =  o  a  au 
plus  une  racine  réelle. 

En  particulier,  posons  d^abord,  en  désignant  par  p  un 
nombre  entier  arbitraire, 

x\P 

p)' 

Si  nous  faisons  croître  indéfiniment  le  nombre  entier  m^ 
nous  en  conclurons  que  les  dénominateurs  des  réduites 
de  e*  ont  au  plus  un  facteur  réel  du  premier  degré ^  nous 
voyons,  en  outre,  que  la  même  proposition  a  lieu  à 
l'égard  des  réduites  de  l'expression  e'^fx),  où  9(jr)  dé- 
signe un  polynôme  décomposable  en  facteurs  réels  du 
premier  degré. 

Semblablement,  en  posant 


/(x)  =  (.+  -V 


/(.) .  (.  -ff 


(  >33) 
et  en  faisant  croître  indéiinimeni  le  nombre  entier  p^ 
nous  voyons  que  les  numérateurs  des  réduites  de  e'  ont 
au  plus  un  facteur  réel  du  premier  degré,  et  la  même 
proposition  a  lieu  à  Tégard  des  numérateurs  des  réduites 

de  Texpression r»  où  ^(x)  désigne,  comme  ci-dessus, 

un  polynôme  quelconque  décomposable  en  facteurs  réels 
du  premier  degré. 

7.  Comme  je  viens  de  le  montrer,  si  l'on  considère 

une  réduite  quelconque  =j— :  de  la  transcendante  e',  les 

équations  4>  (x)  =  o  et  F(x)  =  o  ont  au  plus  une  racine 
réelle. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer  comment 
on  peut  facilement  former  les  polynômes  F(x)  et  4>(x). 

A  cet  effet,  je  considérerai  Texpression  F(a:)e"et 
poserai 

Le  polynôme  F(x)  étant  du  degré  /i,  je  remarque  tout 
d'abord  que  A„^^,  qui  est  du  degré  (m -H  n),  est  divi- 
sible par  z'*.  En  dérivant  par  rapport  à  z  Téquation  pré- 
cédente, on  a  d'ailleurs 

ou 

et  Ton  en  conclut  que  chacun  des  coefficients  A^  est  la 
dérivée  par  rapport  à  r  du  coefficient  qui  le  suit  dans 
la  série. 

Je  remarque  maintenant  que,  F(x)  étant  le  dénomi- 
nateur d'une  réduite  de  e',le  développement  de  F(x)  e' 
manque  des  termes  en  x""*"*,  jr^+%  • . .,  x'""*""]  tous  les 
coefficients 


{  =»34  ) 

s'annulent  donc  quand  ou  y  fait  z  =  i.  Par  suite,  A^»^* 
ainsi  que  ses  [n  —  i)  premières  dérivées,  s*annule  dan» 
la  même  hypothèse;  A„^n  est  donc  divisible  par  (s  —  i)*. 
J'ai  montré  plus  haut  que  ce  coefficient  était  du  d^r£ 
(m-h  n)  par  rapport  à  la  lettre  z  et  qu'il  était  divisible 
par  z*";  il  est  donc  égal,  à  un  facteur  numérique  près 
(que  Ton  peut  prendre  arbitrairement),  à  z'^{z  —  i)". 

Ainsi,  une  propriété  caractéristique  du  polynAme 
F(x)  est  que,  dans  le  développement  de  F(j:)  e**  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  le  coefficient  de 
af^  est  (sauf  un  facteur  numérique)  z'^{z  —  i)". 

En  supposant  donc  ce  facteur  égal  à 


1 .51.3. .  .(m  -+-  «) 
et  en  posant 

F(j:)  =:au-h  ^iX-f-  «ix'-f-  .  .  ., 

on  obtiendra  facilement  Tégalité 

ao3'*+'»-4-fi,(/w-4-/i)3"*'^'»-*-f-fl,(iii-4-/i)(/if -4- /î  — !)«"•+*-» -f-.  .  . 

I  .l 

d'où  Ton  déduit 

n  n[n  —  i)  i 

m-hn  1.2       (///  -f-  /i)  (/w-f-  /i  —  I  ) 

et 


F(*)  =  , «-^H-fl^JZll 


m -h  n  1.2       (/w -f- «)  (//i -h /i — i) 

n{n  —  i](/ï  —  i]  1 


1.2.3  (/w  -+-  /i)  (/w  -i-  /i  —  I  )  (/w  -h  /i  —  2) 


*^H- 


Quant  au  polynôme  4>(x),  je  remarquerai,  pour  le 
déterminer,  que  la  fraction  —7 — -  est  une  réduite  de  e~' 
et  que  cetle  fraction  tend  vers  T  uni  té  quand  x  tend  vers 


{  a35  ) 
zéro;  on  a  donc,  en  appliquant  la  formule  précédente, 


.  m  m  (m  —  i  ) 

)  =1  H X  H i ' 


m  -\-  n  1.2        (m  -\-  n)(m  -h  n  —  i) 


x^ 


m(m  —  \]{m  —  2)  i 

1.2.3  [m -^  n)  [m -\- n  —  i)(//j-i-/2  —  2) 

8.  Considérons  en  particulier  les  réduites  principales , 
c*est-à-dire  celles  où  m  =  n  ^  on  a  alors  (  *  ) 


_.    ,  X       n{n  —  i) 


x^ 


2  1.2  2/7(2/1  —  l) 

n[n  —  1  )(/?  —  2)  I 


1.2.3  2/l(2«  —  Ol^'*  —  ^) 

et 


ar>-4-.  . 


♦  (x)  =  H h— ^ - 


2  I  .2  2/7(2/1  —  l) 


X» 


/l[/7-l)(/l-2)    I 

1.2.3  2/7(2/7  —  Ov^''  —  ^) 

en  sorte  que  4>(x)  =  F( —  x). 
Ayant 

on  en  déduit 

et,  en  égalant  les  déiïrëes  des  deux  membres, 

r[x)     ^\x) 


Y[x)        *(x) 


=  —  i-i-(j»«). 


(*)  Sar  ces  polynômes,  Toir  le  Mémoire  de  M.  Hermite  Sur  la  fonc' 
ticm  exponentielle, 

(*)  Je  désigne  ici  et  dans  tout  ce  qui  suit  par  (xr)  une  série  ordon- 
née soiTant  les  puissances  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  l'ordre  xf . 


(  239) 

En  désignant  par  a,  (3,  7,  . .  .  les  diverses  racines  de 
Téquaiion  F(j:)  =  o,  on  voit  aisément  que  les  racines 
de  l'équation  ^[x)  =  0  sont  —  a,  — (3,  — y,  ...;  l'é- 
galité précédente  peut  donc  s'écrire 

OU  encore 

>  =— iH-    j:'-  . 

^j;a— a»  ^^       > 

En  désignant  par  S_p  la  somme  des  inverses  des  puis- 
sances p***""  de%  racines  de  Téquation  F(x)  =  o,  on  en 
déduit,  en  développant  le  premier  membre  en  série, 

d'où  les  relations  suivantes,  qui  caractérisent  entièrement 
le  polynôme  F(x)  : 

S_i  =  -i       S_a=0,       S_s=:0,        ...,      S_(,„_,)r=zO     {•). 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Bourguet. 

J'ai  l'honneur  de  vous  adresser  la  solution  de  deux 
questions  proposées  à  la  réunion  des  Sociétés  savantes 
en  1877. 

i^  Le  sommet  d'un  angle  droit  décrit  une  ellipse 
tandis  qu'un  de  ses  côtes  tourne  autour  du  centre  : 
trouï^r  r enveloppe  de  l'autre  côté. 


(*)  Sur  cette   question,   voir    ma    Note  Sur  un  problème  d* Algèbre 
{Bulletin  de  la  Société  mtuhématitfue,  t.  V,  p.  a6). 


cos 


Soient  P  un  point  de  Tellipse,  u  le  produit  des  rayons 
vecteurs,  p  le  rayon  central,  0  Tangle  que  p  fait  avec  la 
normale,  o)  Pangle  qu'il  fait  avec  Taxe  focal. 

Nous  avons 

tang«e=(,-^)(^-.), 

Cela  posé,  construisons  un  point  du  lieu,  et  pour  cela 
menons  OM,  PN  perpendiculaires  à  OP,  PM  normale  ; 
M  sera  le  centre  instantané  de  rotation.  Menons  MN  per- 
pendiculaire à  Pi\  \  N  sera  un  point  du  lieu.  Soient  a,  |3 
les  projections  de  OP,  PN  sur  Taxe  focal,  nous  avons 

P'=  p' tang'9 8in'«  =  j,[i-  ^) ( J - 1) '• 
Donc 


ou  bien 

et,  en  changeant /i,  &  en  &,  a, 

U  s'agit  d'éliminer  u  entre  ces  deux  équations.  Déve- 
loppons : 

tt^—  [b^—  r»)ii»—  c»(a*+  ^'»)  u  -f-  aV(X'  —  C)  =  o, 


(  238  ) 
par  addition  et  soustraction, 

Posons,  pour  abréger, 

U  =  û'X» ■+-  b^Y'  —  c^     V  =  û»X»  —  6» Y'  —  c«(fl- 4-  6») ; 

multiplions  la  première  équation  par  3  et  la  seconde 
par  2ii,  et  retranchons  : 

3w'— 2(rt»4-^»)a-4-U  =  o, 

(û'-f-  ^»)a«—  !2Ua  -f-  Sc^V  =  o, 
d'où 

4[(rtî^_  B^Y—  3U][U'—  3c»(fl»-+-  /^')V] 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  élé- 
gante^ pour  cela,  posons 

(flS -1-  b^y^  3u  =  s,     (û'  -^-  6»)U  —  gc^V  --  T. 
On  obtient,  par  la  substitution, 

4S»=r[3T  — 2S(a'4-6')]% 

courbe  du  sixième  degré  qui  a  quatre  points  de  rebrous- 
sèment  aux  points  d'intersection  de  S  =  o,  T  =  o  et  tan- 
gente en  ces  points  à  3T — 2(rt'-|- t*)S  =  o,  et  qui  a 
quatre  points  doubles  sur  les  axes  de  Tellipse.  Les  deux 
situés  sur  le  petit  axe  sont  imaginaires;  les  deux  autres 
sont  réels  si  «*]>  2i*.  Il  en  est  de  même  des  points  de 
rebrousse  ment,  réels  si  a'^  2  b*  et  imaginaires  si 
a*<2t'. 

Dans  le  premier  cas,  la  courbe  se  compose  de  deux 
arcs  tangents  à  Tellipse  aux  sommets  du  petit  axe,  con- 
caves vers  le  centre,  et  de  deux  arcs  tangents  à  rellijise 
aux  sommets  du  grand  axe,  convexes  du  côté  du  centre,  se 
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raccordant  aux  deux  autres,  aux  points  de  rebroussement. 

Dans  le  second  cas,  la  courbe  se  compose  d'une  boucle, 
sans  points  singuliers,  inscrite  dans  l'ellipse. 

Les  coordonnées  des    points    doubles    sont   Y  =  o, 

X  =  — 9  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce 
a 

point  ■■  Cette  courbe  a  pourpodaire,  relativement 

^c^ —  b^ 

au  centre,  l'ellipse  directrice. 

a®  Tromper  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère. 

Soient  a  =  o,  (3  =  o,  y  =  o,  î  =  o  les  quatre  côtés  du 
quadrilatère.  Entre  ces  quatre  polynômes,  nous  avons  la 
relation  d'identité 

Soient  a,  (3,  y,  d  les  distances  d'un  foyer  aux  quatre 
côtés  du  quadrilatère,  a! y  |3',  /,  $*  les  dislances  de  l'autre 
foyer.  Nous  avons,  comme  on  sait, 

OU 

a  _    p        7  $ 

Il  I  I 

â'    p    7    ^ 

Comme  les  premières  distances  satisfont  à  la  relation 

Aa -h  Bp -f- C7  4- D5  =  o, 
les  secondes  satisfont  a  la  relation 

A       B       C       D 

?^p--^v-^i^=^' 

Telle  est  l'équation  du  lieu  :  courbe  du  troisième  degré 
passant  par  les  sommets  du  quadrilatère.  La  tangente  en 
ces  points  est  symétrique  de  la  diagonale  par  rapport  k 
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la  bissectrice.  Les  points  à  Tinfini  sont  donnés  par  la 
parabole  inscrite.  Comme  le  centre  de  cette  ellipse  in- 
finie est  sur  la  droite  qui  passe  par  le  milieu  des  diago- 
nales, on  aura  Tasymptote  en  prenant  le  symétrique  du 
foyer  de  la  parabole  par  rapport  à  cette  droite  et  en  lui 
menant  une  parallèle  par  ce  dernier  point.  La  courbe 
se  compose  d'une  boucle  et  d*une  branche  infinie. 
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AVIS. 


Nous  prévenons  nos  lecteurs  que  VInstruction  qui 
sera  remise  aux  candidats  à  TF^cole  Polytechnique  à 
l'ouverture  des  séances  des  compositions  écrites  porte  : 

L'emploi  du  pistolet  pour'  le  tracé  des  courbes  est 
rigoureusement  interdit. 
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TlfiMilBS  fiÉNBBAUX  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIOUBS  ; 

Par  m.  LAGUERRE. 


I. 


1.  Soient  a  et  A  les  aflSxes  de  deux  quantités  imasi- 
nairesx  et  X  liées  entre  elles  par  la  relation  linéaire 

oà  a,  ^j  y  et$  désignent  des  quantités  imaginaires  quel- 
conques; il  est  aisé  de  voir  que,  quand  le  point  a  décrit 
un  cercle  (ou  une  droite),  il  en  est  de  même  du  point  A. 
Je  m^appuierai  fréquemment  sur  cette  propriété  très 
simple,  qui  se  rattache  immédiatement  à  la  théorie  bien 
connue  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  la  variable  Y  et  les  quantités 
analogues  X)  ^9  •  •  •  sont  égales  à  l'unité  et  uniquement 
introduitespour  l'homogénéité  des  formules;  je  les  rem- 
placerai même  souvent  par  l'unité  lorsqu'il  n'y  aura 
lieu  de  craindre  aucune  confusion. 

Cela  posé,  soit  l'équation 

:»;  /(X,Y)  =  o, 

oùy*(X,  Y)  est  un  polynôme  homogène  et  du  degré  n 
par  rapport  i  X  et  Y.  Désignons  par  a  Taffixe  d'une 
quantité  imaginaire  quelconque  x  et  par  a  l'afiixe  de  la 
quantité  |  qui  est  déterminée  par  l'équation 

Jmm.  Je  Maihémai,,  7*  nérie,  t.  XI\.(Juiii  1880.)  lO 
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On  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tout  cercle  passant  par  les  points  a  et  a  renferme 
au  moins  une  racine  de  V équation  (i);  il  y  a  aussi  au 
moins  une  racine  à  l'extérieur  de  ce  cercle. 

Exceptionnellement,  toutes  les  racines  peui^ent  se 
trousser  sur  la  circonférence  du  cercle  ;  si  cette  circon^ 
férence,  du  reste,  passe  par  (/i  —  i)  des  racines  y  elle 
passe  nécessairement  par  la  n*'"^"  racine. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai 
que,  la  relation  (2)  qui  lie  entre  elles  les  quantités  ^et  x 
étant  projective,  il  suffit  de  Tétablir  pour  une  position 
particulière  du  cercle  et  des  points  a  et  a. 

Je  supposerai  donc  que  le  cercle  se  réduit  à  l'axe  des 
abscisses  et  que  l'on  a  j:  =  oo  et  f  =  o*,  la  relation  (a) 
se  réduit  alors  à 

^  =^  o, 

et,  comme  b  est  la  somme  algébrique  des  racines,  on  voit 
que,  si  toutes  les  racines  ne  sont  pas  réelles  (c'est-à-dire 
si  elles  ne  sont  pas  toutes  situées  sur  Taxe  des  abscisses \ 
Tune  au  moins  doit  être  située  au-dessus  de  cet  axe, 
tandis  qu'une  autre  est  située  au-dessous. 

La  proposition  est  donc  complètement  démontrée. 

3.  Plus  généralement,  considérons  les  divers  éma- 
nants 

du  polynôme  /*. 

Soient  0  l'un  quelconque  de  cesémanants,  ^  et  xdeux 
quantités  quelconques  liées  par  la  relation 

(3)  0=-o; 
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on  a  le  théorème  suivant  : 

Tout  cercle  passant  par  les  points  x  et  '^  renferme 
au  moins  une  racine  de  l'équation  (i);  il  y  a  aussi  au 
moins  une  racine  à  Vextèrieur  de  ce  cercle. 

Pour  le  démontrer,  je  remarquerai  que,  e  étant  un 
cova riant  de  f  il  suffit  de  Tétablir  pour  une  position 
particulière  du  cercle  et  des  valeurs  particulières  de  x 
et  de  Ç.  Je  supposerai,  comme  précédemment,  que  le 
cercle  se  réduit  à  Taxe  des  abscisses  et  que  Ton  a  a*=  oo 
et  l  =  o. 

En  considérant  par  exemple,  pour  plus  de  simplicité, 
l'émanant  du  troisième  ordre,  et  en  posant 

,  n' n  —  I  ) 

-^  \  .2 

n[n  —  I  W /î  —  '>.]   , 
_i_  — ! . J '  fir"—^  -i- 

I    .2.3 

la  relation  (3)  devient 

d*où  l'on  déduit  ^=  o;  et  de  là  résulte  immédiatement 
que,  si  Téquatioii  proposée  n*a  pas  toutes  ses  racines 
réelles,  il  y  a  au  moins  une  racine  imaginaire  dans 
laquelle  le  coefficient  de  i  est  positif  et  au  moins  une 
dans  laquelle  il  est  négatif,  ce  qui  constitue  précisément 
le  théorème  que  je  veux  démontrer. 

En  supposant  en  effet  que,  dans  toutes  les  racines 
imaginaires  de  Téquation  (i),  les  coefficients  de  i  eussent 
le  même  signe,  et  en  posant,  pour  abréger, 

il    résulterait   d'une    remarque    importante    faite    par 
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M.  Hcrmite  et  M.  Biehier  que  réquaiionpF  -h^^  =  o 
aurait  loutes  ses  racines  réelles,  quels  que  fussent  les 
nombres  réels  p  et  q. 

Faisons,  ce  que  Ton  a  toujours  le  droit  défaire,  a  =  i, 
et,  mettant  en  évidence  la  partie  réelle  des  autres  coef- 
ficients, posons 

6  =:  p  -f-  p'f,      0=7-4-7'/,      e  =  s  -h  «'  f ,       ...  ; 

il  vient,  en  remarquant  que  d  est  nul, 

nin  —  I )  ,  , , 

nin  —  \]{n  —  2)  (/i  —  3)  , 

Or  on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  p  ci  q  qui  ne 
soient  pas  nuls  en  même  temps  et  tels  que  Ton  ait 

mais  alors  Téquation  manquerait  des  deux  termes  con- 
sécutifs en  a:""'  et  x"""'  ;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elle 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

Ce  raisonnement  serait  en  défaut  si  les  coefficients 
de  x"  et  x""^  s'annulaient  en  même  temps*,  mais  on  au- 
rait dans  ce  cas  P'=o,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu,  puisque 
Ç/  est  la  somme  de  quantités  ayant  toutes  le  même  signe. 

La  proposition  est  donc  entièrement  établie;  je  ferai 
encore  observer,  comme  précédemment,  que,  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  toutes  les  racines  petiventse  trou- 
ver sur  la  circonférence  du  cercle. 

4.  On  déduit  du  lliéorènie  précédent  une  conséquence 
importante. 
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Soit  K  un  cercle  (ou  unedroile)  quelconque  tracé 
dans  le  plan;  il  le  divise  en  deux  régions  distinctes. 
Supposons  qu'une  de  ces  régions  renferme  toutes  les 
racines  de  Téquation  (i)  et  que  le  point  x  soit  situé  dans 
l'autre  région  ;  je  dis  que  toutes  les  racines  de  Téquation 
6  =  0  sont  situées  dans  la  région  limitée  par  le  cercle 
et  qui  renferme  toutes  les  racines  de  Téquation  (i). 

En  effet,  si  Tune  des  valeurs  de  \  satisfaisant  à  Téqua- 
lion  0=0  était  située  dans  la  même  région  que  le  point 
X,  par  les  deux  points  x  et  Ç  on  pourrait  faire  passer 
un  cercle  tangent  à  K;  la  porlio.n  du  plan  limitée  par 
ce  cercle  et  ne  renfermant  pas  K  devrait  renfermer  au 
moins  une  racine  de  Téquation  (i),  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  toutes  les  racines  de  cette  équation 
sont  comprises  dans  la  région  qui  ne  renferme  pas  le 
point  X. 

II. 

5.  Il  résulte  de  la  proposition  précédente  que,  si  Téqua- 
tion  (i)  a  toutes  ses  racines  réelles,  Téqualion  6  =  0  (où 
Ton  considère  l'une  des  variables  x  et  \  comme  inconnue, 
tandis  qu'on  attribue  à  Tautre  une  valeur  réelle  arbi- 
traire) a  toutes  ses  racines  réelles. 

En  particulier,  Téquation 

a  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  a  x,  et  de  là  résulte  immédiatement  cette 
proposition  importante  que  j'ai  eu  plusieurs  fois  occasion 
d^employer  : 

Si  l'équation  f=o  a  toutes  ses  racines  réelles,  le 
hessien  du  polynôme  f 

f"i f"   /•■' 

a  toujours  une  valeur  positii^c  ou  nulle. 
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6.  On  voit  aussi  que,  si  rëquation  (i)  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,]!  enestdeTnémederéquaiion  \fx-^fy  =o« 

Réciproquement,  si^  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  h  Ç,  cette  dernière  équation  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation  (i). 

Pour  établir  cette  proposition,  je  remarquerai  d^abord 
qu'en  posant  ^=^fl-^J^^  Téqualion  F=o  ayant 
par  hypothèse  toutes  ses  racines  réelles,  Texpression 
Vjy  —  F^iFJ.,  a  toujours  une  valeur  positive,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  l- 

Or  on  a 

et,  quand  on  fait  £  =  a;,  ces  expressions  ont  des  valeurs 
respecliveiiient  proportionnellrs  à  fjt^f^  ^^fr*  (  '  )»  d'où 
il  résulte  que  f^.  — f^tf"--  a  toujours  également  une  va- 
leur positive. 

Cela  posé,  étudions  comment  varient  les  racines  de 
Téquation   K=o  quand   l  varie  depuis  — ao  jusqu'à 

-r-  îc  . 

Kn  désit;nant  par  1/  la  dérivée  de  î  par  rapport  h  a\ 

on  a 

H/i-f-i./;.-^/:;    o, 

puis,  en  verlii  de  la  relation  cjT-'^Jy=  "i 

or,  de  là  résulte  (pie  l'  est  toujours  négatif. 

Aiiiîiî,  quand  l  croit  de  —  oc   à  -h  ûo  ,  les  diverses  ra- 
cines de  ré(|uation  F  =  o  vont  toujours  en  décroissant. 


{•)  Ori  siipposo  ôvidomment  n^ 
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Elles  ont  toujours  d'ailleurs  des  valeurs  distinctes  (si 
Ton  suppose,  ce  que  Ton  peut  toujours  faire,  que  Téqua- 
lîon  /'=^  on'a  pas  de  racines  égales);  car,  sî,  pour  deux 
valeurs  différentes  de  ç,  l'équation  F=  o  était  satisfaite 
par  la  même  valeur  de  .r«  on  aurait  à  la  fois 

t't 

r/;.  +/;  --  o, 

re  qui  exigerait  que  Ton  eût  en  mt-nie  temps  J^  =  o  vi 
y,'  =  o;  or  cela  est  impossible,  puisque  l'équation /=  o 
n'a  pas  de  racines  égales. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  n  =  4)  cl  soient,  pour 
1=  —  00,  a,  (3  et  y  les  racines  de  Téquation  F  =  o; 
quand  Ç  varie  de  — oo  à  -t-oo  ,  la  racine  de  Téquation 
F  =  o  dont  la  valeur  initiale  est  a  va  constamment  en 
décroissant,  passe  de  —  oo  à  -f-  oo  et  acquiert  finalement 
la  valeur  y;  la  racine  dont  la  valeur  initiale  est  Çj  va 
coDStamment  en  décroissant  et  acquiert  finalement  la 
valeur  a.  De  même,  la  troisième  racine  décroît  constam- 
ment depuis  y  jusc]u'à  (3. 

La  variable  ^  croissant  constamment  depuis  —  oc 
jusqu'à  +  X  ,  il  y  a  nécessairement  un  instant  où  elle  a 
la  même  valeur  que  la  troisième  racine;  h  ce  moment, 
l  étant  égal  à  jt*,  on  a 

d  où    il    suit  que  cette   valeur  de  \  est  une  racine   de 
réc|uation  (i). 

Inéquation  (i)  a  ainsi  une  racine  comprise  entre  y  et  (3  ; 
on  prouverait  de  même  qu'elle  en  a  une  comprise  en  tic 
.3  et  a,  une  autre  entre  a  et  —  oo  et  une  dernière  entre 
+  90  et  y;  elle  a  donc  toutes  ses  racines  réelles. 

7.  Comme  application,  je  considérerai  l'équation 
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Pour  que  cette  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles, 
il  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  Téquation 

Ç(3ar'-4-/?)  -f-  ipx  -4-  37  =  o 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur 
de^ 

De  là  résulte  que 

doit  toujours  être  positif;  ce  qui  exige  que  4p^  4-  2177^ 
et  p  soient  négatifs.  On  retrouve  ainsi  Téquation  de 
condition  bien  connue 

4/?'  -h  277'  <^o. 

m. 

8.  La  propriété  du  hessien  d'un  polynômeydécom- 
posable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  et  que  j'ai 
mentionnée  plus  haut,  à  savoir  qu'il  a  une  valeur  con- 
stamment positive,  est  un  cas  particulier  de  la  proposi- 
tion suivante,  qui  a  d'utiles  applications  : 

«Si  le  polynôme  f  est  décomposable  en  facteurs  réels 
du  premier  degré  et  si  Von  attribue  à  la  variable  x  une 
valeur  imaginaire  quelconque  a  4- Pi,  le  coefficient 
de  i  dans  toutes  les  racines  de  V équation  0  =  0  est  de 
signe  contraire  à  celui  de  (3. 

Cette  proposition  est  un  corollaire  immédiat  d'un 
théorème  général  que  j'ai  démontré  plus  haut  (n^  4). 

En  particulier,  si  Ton  fait  x  =  a  -+-  (3i  dans  l'expres- 
sion 
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le  coefficient  de  i  dans  le  résullat  de  la  sub&tilulion  csi 
de  signe  contraire  à  celui  de  (3. 

Il  en  est  de  même  des  diverses  expressions 

puisque,  quand  Téquation  f=  o  a  toutes  ses  racines 
réelles,  les  équalions  /'==  o,  /''=  o,  •..(*)  jouissent 
de  la  même  propriété, 

9.  Comme  application,  en  désignant  par/* un  poly- 
nôme décomposable  en  facteurs  réels  inégaux  du  premier 
degré  et  par  a  et  b  deux  constantes  réelles  arbitraires, 
je  considérerai  Téquation 

i4)  /-^-Â-^^- 

En  substituant  successivement  dans  le  premier  membre 
de  celte  équation  — oo  ,  puis  les  racines  de  l'équation 
/=  o  et  enfin  +  oo  ,  on  constate  aisément  qu'elle  a  toutes 
ses  racines  réelles  si  6  est  <^  o  et  qu'elle  a  au  plus  deux 
racines  imaginaires  si  b  est  ^o. 

Dans  ce  dernier  cas,  désignons  par  a  +  p'*  une  de  ces 
racines;  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  rem- 
place X  par  cette  valeur  dans  l'expression 

le  coefficient  de  i  dans  le  résultat  de  la  substitution  doit 
être  de  signe  contraire  à  (3. 


(•)  Ici,  ainsi  que  dans  tout  rc  qui  suit,  je  désigne  par/',  /",  f"^  . . . 
les  dérivées  do  /  prises  par  rapport  à  la  variable  x. 
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Or,  en  vertu  de  Téqualion  (4),  elle  se  n'duit  à 

nb 


X 


X  —  a 


rt,  en  faisant  a:  =  a  -f-  3/,  à 

a  —  a  —  p« 

OÙ  le  coefficient  de  i  est 


f[-(^ 


Ayant  donc  i  — — ;-  <"  o,  on  en  déduit  tout 

d'abord,  comme  je  Pavais  trouvé  directement,  que  Péqua- 
tion  (4)  ne  peut  avoir  de  racine  imaginaire  que  si  h 
est  >  o. 

On  voit  en  second  lieu  que,  si  h  est  ^  o,  et  si  l'équa^ 
tion  a  deux  racines  imaginaires,  elles  sont  renfermées 
dans  Vintéiieur  du  cercle  dont  V équation  est 

(X  — «)'-f-Y^=/î6. 

II  est  remarquable  que  la  position  de  ce  cercle  ne  dépende 
pas  de  la  valeur  des  racines  de  réquatîony=r  o. 

10.  Considérons  une  équation  f=  o  à  coefTicieuls 
réels  ou  imaginaires;  soient  p,^',  //,  ...  les  coefficients 
de  i  dans  ses  racines  et  |3  un  nombre  quelconque  égal 
ou  supérieur  au  plus  grand  de  ces  coefficients.  Traçons 
dans  le  plan  la  droite  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  et 
dont  l'ordonnée  a  pour  valeur  [B-,  on  voit  que  toutes  les 
racines  de  l'équation  f=  o  sont  situées  au-dessous  de 
cette  droite,  et,  en  vertu  d'une  proposition  énoncée 
ci-dessus,  il  en  est  de  même  des  racines  des  équations 

/••:_o,    r-=r^<\     /'^--  o,      .... 
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On  en  conclut  que,  si  dans  les  expressions 

X—--,  X -p >  X — ; ,  ... 

on  remplace  a;  par  la  quantité  a  +  |3t,  où  a  désigne  un 
nombre  réel  arbitraire  et  |3  le  nombre  défini  ci-dessus,  le 
coefficient  de  /dans  les  résultats  obtenus  est  inférieur  à  (3. 
Soient  F  =  o  une  équation  quelconque  de  degré  n  et 
0e  -H  |3i  celle  de  ses  racines  pour  laquelle  le  coefficient 
de  ta  la  plus  grande  valeur;  en  posant,  pour  abréger, 


X  —  a  —  B/ 

on  voit  que,  dans  les  expressions 

(n-i)/(a  +  pi) 


a  n-  pi  — 


/-(a  +  p/) 


le  coefficient  de  i  est  plus  petit  que  p. 
On  trouve  aisément  d^ailleurs 

/  (a-f-?/)=r{«  +  pi), 
/"(a-f.pi)=:Ç(a  +  p/;, 


d*où  la  conclusion  suivante  : 

Ktant  donnée  V équation  du  degré  n 

F  =  o, 

flésignons  par  a  -f-  j3i  celle  de  ses  racines  pour  laquelle 
le  coefficient  de  i  a  la  plus  grande  tfalcur;  cela  pose. 
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les  coefficients  de  i  dans  les  expressions 

F"(a-4-p/)'      F-'la^-p/)' 
50/i£  toii^  positifs. 

11.  Comme  applicatiou,  je  me  propose  de  montrer 
(jue  le  polynôme  du  degré  n^  étudié  par  M.  Hermite  et 
qui  satisfait  à  Téquation  difTérenticlle  linéaire  du  second 
ordre 

(5)  /''_.x/'  +  /i/=o, 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Cette  proposition  bien  connue  peut  s^établir  par  les 
considérations  les  plus  élémentaires;  je  crois  néanmoins, 
dans  cette  question  importante  de  la  détermination  de 
la  nature  des  racines  d'une  équation,  quMl  est  utile 
d'étudier  toutes  les  méthodes  qui  peuvent  conduire  au 
résultat. 

Supposons  donc  que  réquation/=  o  ait  des  racines 
imaginaires,  et  soit  a -h  ficelle  d'entre  elles  pour  la- 
quelle le  coefficient  de  i  est  le  plus  grand.  Je  remarquerai 
tout  d*abord  que,  l'équation  ayant  ses  coefUcients  réels, 
les  racines  sont  conjuguées  deux  à  deux-,  par  suite,  (3  a 
une  valeur  positive. 

Pobservc  ensuite  que  l'expression 

se  réduit  à 


a-hp/ 


en  vertu  de  l'équation  diflérentielle  (5). 

Or,  le  coerficienl  de  /  dans  cette  expression  est   le 
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nombre  essentiellement  négatif  — — --y  ce  qui,  d*après 

la  proposition  énoncée  plus  haut,  est  impossible.  L'équa- 
tion a  donc  toutes  ses  racines  réelles. 

La  même  démonstration  s'applique  au  polynôme  de 
Legendre  qui  satisfait  à  Téquation  différentielle 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus,  on 
voit  encore  que,  en  vertu  de  cette  équation  différentielle, 
Texpression 

se  réduit  à 

I-(a-4-p/;^ 

OÙ  le  coefGcient  de  i  a  le  signe  de  Texpression 

et,  cette  quantité  étant  essentiellement  négative,  il  en 
résulte  que  les  polynômes  de  Legendre  ont  toutes  leurs 
racines  réelles. 


N«TE  SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  ET  CIRCONSCRIT 

A   DEUX   CONIQUES; 

Par  m.  WEILL. 


Considérons  un  quadrilatère  ABDE  (*)  dont  l'un  des 
angles  EDI3  est  droit,  abaissons  du  point  A  la  perpendi- 

(  ')  Lî»  lecteur  cRt  prié  de  faire»  la  fipurc. 


(  "4) 

culaire  ÂG  sur  le  côlé  BD-,  soit  C  le  point  de  concours 
des  côtés  opposés  AE,  BD;  soit  H  le  point  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

Si  nous  considérons  les  cercles  décrits  sur  les  diago* 
nales  AD  et  BE  comme  diamètres,  les  points  H  et  D  ap- 
partiennent à  Taxe  radical  de  ces  cercles,  comme  ayant 
chacun  la  même  puissance  par  rapport  aux  deux  cercles. 
Dès  lors,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
est  perpendiculaire  sur  DH  en  K.  Soit  L  le  milieu  de  la 
diagonale  AD,  et  soit  I  le  centre  d'une  conique  inscrite 
dans  le  quadrilatère  ABDE.  Ce  point  I  sera  sur  LK.  On 
a  alors 
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ID  -  IH  =  LD  —  LH  . 

LD  —  LH  )  représente  la  puissance 
du  point  H  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  la  diago- 
nale AD  comme  diamètre.  Mais  cette  puissance  est  la 
moitié  de  celle  du  même  point  H  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC;  car,  si  Ton  prolonge  la 
hauteur  AH  jusqu'à  sa  rencontre  en  Hi  avec  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC,  on  a  GH  =  GH|,  par  suite 

HG.HA— ^HH,.HA. 

Si  donc  on  appelle  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  et  o  la  distance  du  point  H  au  centre  O 
de  ce  cercle,  on  aura 

ID  -  IH  = 

2 
OU 

La  formule  très  simple  que  nous  venons  d'établir  va 
nous  conduire  à  de  très  nombreuses  conséquences. 

Théorèmr  J.  —  Si  une  conique  est  inscrite  dans  un 


(  255  ) 

inangle  et  que  la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste 
constante,  son  centre  décrit  une  circonférence  ayant 
pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle, 

La  formule  (i)  donne  immédiatement  ce  théorème, 
qui  est  dû  à  M.  Mansion  etqu^il  a  étendu  à  Tespace. 

TbAobème  il  —  Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une 
conique  et  si  le  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce 
triangle  a  une  puissance  constante  par  rapport  au 
cercle  circonscrit,  ce  point  décrit  un  cercle  concentrique 
à  la  conique. 

Ce  théorème,  comme  le  précédent,  n'est  que  la  tra- 
duction de  la  formule  (i). 

Mous  allons  maintenant  transformer  cette  formule  et 
en  déduire  des  théorèmes  nouveaux. 

Soit  S  le  milieu  de  OH  ;  ce  point  est  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABC.  On  a  la  relation 


—  2 


2io  -hîiii  =4is  -f-OH  =4is  -+-^'. 

d^où 

(î'— 2m'=  210*  —  4ls\ 

La  formule  (i)  devient  alors 

(2J  2 («»-+-  b')  —  R»-f-2.îô'  — 4Ïs'  =  o. 

La  formule  (2)  donne  immédiatement  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  III.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  un  cercle  et  circonscrit  à  une  co- 
nique : 

i^  Le  centre  du  cercle  des  non f  points  de  ce  triangle 
décrit  un  cercle  concentrique  à  la  conique  ;  par  suite, 
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le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  à  deux  cej'cles 
fixes  concentriques  ; 

2**  Le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
décrit  une  circonférence; 

3®  Le  centre  de  grauité  du  triangle  décrit  une  cir- 
conférence. 

Si  Ton  considère  le  triangle  formé  par  les  tangentes 
menées  aux  points  A,  B,  C  au  cercle  fixe  circonscrit  à  ce 
triangle  variable,  on  obtient  un  triangle  qui  se  déplace 
en  restant  circonscrit  à  un  cercle  et  inscrit  dans  une 
conique  fixe.  Le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
se  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle 
de  transformation  étant  en  O,  dans  le  cercle  circonscrit 
au  nouveau  triangle,  et  Ton  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  IV.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  fixe  et  circonscrit  à  un 
cercle  fixe,  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  variable 
est  tangent  à  deux  cercles  fixes. 

Supposons,  en  particulier,  un  triangle  (Xfxv)  qui  se  dé- 
place en  restant  inscrit  dans  une  conique  fixe  et  circon- 
scrit à  un  cercle  concentrique  à  cette  conique  ;  soit  (ABC) 
le  triiingle  formé  par  les  points  de  contact  des  côtés  du 
premier  ;  les  deux  cercles  concentriques  qui  forment  Ten- 
veloppe  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  se 
transforment  ici  en  deux  cercles  concentriques  formant 
l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  (^ftv). 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à  un  cercle 
concentrique  à  la  conique,  le  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  est  de  rayon  constant. 
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Ce  théorème  a  été  énoncé  par  Steiner. 

Théorème  VI.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  eu 
restant  inscrit  à  un  cercle  O  et  circonscrit  à  un  cercle 
de  centre  C,  si  l'on  considère  la  conique  ayant  pour 
centre  le  point  C  et  passant  par  les  trois  sommets  du 
triangle,  cette  conique  est  de  grandeur  ini^ariable  et  ses 
denii'OXes  sont  les  distances  du  point  C  à  la  circonfé- 
rence  O. 

Ce  théorème  est  la  traduction  analytique  du  précé- 
dent. 

Théorème  VII.  —  Quand  un  ttianglc  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes  quel- 
conques,  son  centre  de  gratuité  déciit  une  conique  ho- 
mothétique  à  la  conique  dans  laquelle  le  triangle  i*este 
inscrit. 

Ce  théorème  se  déduit  du  théorème  III  par  la  pro- 
jection cylindrique. 

On    peut  le   rapprocher    du   théorème   analogue   de 
Burnside,  relatif  au  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
^n angle  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  \  mais  noire 
^'i€*orènie  a  des  conséquences  nombreuses. 

Théorème  VIII.  —  Quand  un  hexagone  se  déplace 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes, 
cetitre  de  gravité  décrit  une  conique. 


En  eliet,  il  sullit  de  remarquer  que  les  diagonales  do 
■  Hexagone  passent  par  un  point  fixe  et  que  le  triangle 
*^^«*tné  par  les  milieux  de  ces  diagonales  se  déplace  en 
■*^stant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes. 

Théorème  IX.  —  Quand  un  polygone  dont  le  nombre 
***^*  côtés  est  3.2''  se  déplace  en  restant  inscrit  et  cir- 
^^nscrit  à  deux  coniques  fixes,  son  centre  de  gravité 
^^crit  une  conique. 
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Ce  tlii'orèinc  se  déduit  aisémeul  du  préccdeiit. 

Théorkme  X.  —  Quatifi  un  triangle  est  circonsciit  à 
une  conique  et  inscrit  dans  un  cercle  concentrique,  la 
somme  des  carrés  de  ses  côtés  est  constante. 

En  edet,  le  ccnlie  de  gravite  du  triangle  décrit  uue 
cîrconférenre  coiiccntriijue. 

Théorème  XI.  —  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans 
un  cercle  et  circonscrit  à  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  centre  du  cercle  : 

1°  Le  poifit  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  est 
au  deuxième  foyer  de  la  conique; 

a"  Le  cercla  des  neuf  points  du  triangle  coïncide 
avec  le  cer'cle  principal  de  la  conique  relatif  à  l'axe 
focal  et,  par  conséquent,  reste  fixe,- 

3°  La  somme  des  cannés  des  côtés  du  triangle  reste 
constante. 

Ce  tliéorcni<;  se  déuionlrc  facilement  à  l^aide  des  for- 
mules que  nous  a\ons  données. 

ThéouèmeXII.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  A  et  circonscrit  à  une 
conique  lî,  si  l'on  fait  passer  une  conique  par  deux 
points  fixifs  V  et  Q  de  la  conique  B  et  par  les  tr'ois  sont- 
mets  du  triangle,  cette  conique  variable  aura  pour 
emudoppes  deux  coniques  fixes  passant  par  les  points 
V  et  Q. 

('c  tliéoicme  se  déduit  du  théorème  IV  par  la  proj(*i*- 
tiou  conique. 

TnÉonÈME  XIII.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  A  et  B,  5/ 
l'on  trace  une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle  et  à  deux  tangentes  fixes  P  et  Q  de  Li  co- 
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nique  A  ^  cette  coni//ue  vaiiable  aura  pour  ctweloppes 
deux  coniques Jixes  tangantes  aux  deux  droites  Pe/  Q. 

Ce  iliéorème  se  déduit  du  précédent  par  la  méthode 
des  polaires  réciproques. 

Si,  en  particulier,  les  deux  tangentes  fixes  P  et  Qsonl 
des  droites  focales,  le  théorème  précédent  prend  une 
autre  forme,  et  l'on  a  le  théorème  (jue  nous  allons 
énoncer. 

Théorème  XIV.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  n 
nue  conique  A  et  circonscrit  à  une  conique  lî,  si  i'on 
considère  la  conique  insente  dans  le  triangle  et  ayant 
pourfojerVun  des  foyers  F  de  A  : 

i"  Celte  conique  variable  reste  tangente  à  deux  co- 
niques fixes  ayant  F  pour  foyer; 

2"  Le  deuxième  foyer  de  cette  conique  décrit  une 
conique. 

Théorème  XV.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  à 
une  conique  A  et  circonscrit  à  une  conique  B,  si  d'un 
foyer  Y  de  A  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  du  triangle,  le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  a  pour  enveloppes  deux  cercles 
fixes. 

Ce  théorème  se  déduit  facilement  de.  celui  qui  précède. 

Théorème  XVI.  —  Lorsqu'une  conique  est  inscrite 
rLins  un  triangle,  et  que  son  axa  focal  passe  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  le  cercle  prin- 
cipal correspondant  à  cet  axe  est  tangent  au  cercle  des 
neuf  points  du  triangle. 

Ce  théorème,  dont  la  démonstration  exige  quelques 
développements,  renferme,  comme  cas  particulier,  le 
ihcorème  de  Fcucrbach.  relatif  au  c(Mcle  <les  neuf  poinls; 
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cil  eilet,  il  suffit  de  supposer  que  la  conique  dont  il  8*agit 
dans  noire  théoi  ènie  est  Tun  des  cercles  inscrits  ou  ex- 
inscrits au  triangle. 

Pour  démontrer  le  théorème  en  question^  nous  don- 
nerons une  formule  très  facile  à  établir  et  qui  est  la  sui- 
vante : 

Si  Ton  considère  une  circonférence  ayant  son  centre 
sur  le  grand  axe  d'une  ellipse,  à  une  distance  ^  du  centre 
de  la  courbe,  et  si  celte  circonférence  de  rayon  R  est 
circonscrite  à  un  triangle  circonscrit  à  Tellipse,  on  a  la 
relation  suivante  : 

(3)  (R  — a)'=A'+Ép. 

Reprenons  maintenant  la  formule  (2),  qui  est 

Les  formules  (2)  et  (3)  donnent 

R=— 4flR-4-4<7=nr4lV, 


d'où 


a  ---  zc  IS. 

2 


Celle  dernière  formule  démonire  le  théorème  énoncé. 

On  peut  remarquer  que  la  formule  (3)  indique  que  le 
cercle  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  une  ellipse, 
et  dont  le  centre  est  sur  l'axe  focal,  touche  les  deux 
cercles  passant  par  les  deux  foyers  et  ayant  pour  centres 
les  extrémilés  du  pelit  axe. 

Le  théorème  quv.  nous  venons  de  démontrer  est  sus- 
«îepliblede  diverses  traductions  intéressantes,  et  qu'il  est 
facile  de  faire. 

Nous  terminerons  celle  Note  par  Ténoncé  d'un  der- 
nier théorème  qu'il  est  plus  difficile  de  dégager  des  for- 
mules que  nous  avons  établies,  et  dont  la  démonstration 
présente  un  certain  i nièrent. 
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Théorème  XVII.  —  *S/  ion  considère  une  coniques 
ayant  C  pour  centre  et  F  et  F  pour  fojers,  si  O  est  le 
centre  et  R  le  rayon  d'un  cercle  circonscnl à  un  triangle 
circonscrit  lui-même  à  la  conique^  et  si  l'on  désigne  par 
S  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle,  on 
a  la  relation  Jort  simple 

0F.0F'::=2R.CS. 


SUR  UNE  RÈGLE  DE  H.  LAGUERRE; 

Par  m.  Ch.  VÉNARD, 

Elèvo  en  Mathématiques  ftpcciales  au  lycée  de  Rennes. 


M.  Laguerre  a  fait  voir  (même  tome,  p.  5o)  qu*uii 
nombre  a  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
d^une  équation y(a:)  =  o  si  la  suite  des  nombres  obtenus 
en  formant  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  àej(x) 
par  X  —  a  ne  présente  que  des  permanences.  Je  dis  que 
cette  limite  ^1  est  supérieure  ou  au  moins  égale  à  la  limite 
fournie  par  la  suite  connue  de  Newton. 

Soientyo,/i,yi,  . .  •^fm^x'tfm  'es  coefficients  du  quo- 
tient et  le  reste  de  la  division  de 

par  r  —  «.  On  sait  qu'enire  ces  nombres  on  a  les  rela- 
tions 

Jm  ~  -  f^Jm—\  ~'  Aai» 
/i,^..  -      «A-,-4- A«,_,, 


Jm^p — '■  aj^^p^^  -+-  Am-  py 


fi'    af.-.-  k,, 
*%'     Ao» 
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Calculons  les  dérivées  successives  dej^[a).  On  trouve 
facilement,  en  se  servant  des  formules  précédentes,  que 


(«) 


N 


J  tfi jm—  I  ~^  Ojm — 3  ~r-  .  .  . 

1.2 

-T-  C?-'  «'-'/„_,  -t- . . .  -4-  c;'-'  «"-'/., 


(3)  ,^2   3-CÎ/— 3  4-Cîr7/..,-|-... 

(  -f-  cf  »  a^-%.  ^  -f- . . .  -f-  c;"-  '  or*-  y., 

et  Ton  est  ainsi  amené  à  poser 

Je  dis  que  cette  loi  est  générale.  Supposons-la  vraies 
pour  la  y?'*™*  dérivée,  et  démontrons  qu'elle  est  vraie; 
pour  la  (p -h  I )'*"'.  En  calculant  cette  dérivée,  or» 
trouve 


J  m 


m     

1.2.3.../? 

--  c;;..,/,  ,-,-t-aC{;ii«/„_,_,-;-3c;;:; «'/._,..,  ^ . .  -<-  [m-p)Qj;i 

-h     C{,  .  J  cC-Jm—p     3  "}"•••  -f"  ••  . 

c'est-à-dire,  en  faisant  la  somme, 

/n/'+i) 

^ —  ^p     Jm—p—i  ^^  \^^p-\  ^^  ^p       )  *'Jm    p-7 

' -<-(3c;;iî-i-c;;^»)/»'/„_p_3H-... 


(  a63  ) 
Cl,  comme 

on  a,  en  divisant  par  {p  4-  i), 

y 

:  «  -  2  )  ^—, --.  =  c-:î/. + c™iî  «/. + c«  -  5  a'/., 

I  .  2  .  O  .  .  .  (W  —  2j 

/•(m-l) 

'      I  .  2 . 5  .  . .  (  w  —  2  ;  (  ///  —  I  ) 

1.2.0.  ..(/7t  —  IJ/lf 

Sous  ces  formes,  on  voit  que,  si  un  nombre  a  rend  posi- 
tifs les  termes  de  la  suite J,„^J'^^i^  . .  .^yi,/©,  ce  nombn* 
rendra  aussi  positifs  les  termes  de  la  suite  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées  Jm^Jln-:  •  •  •'/)«  1  c'est-a-dire  que  la 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téqualion 
^/'(x)  =  o,  limite  fournie  par  la  considération  de  la  suite 
de  M.  Laguerre,  s'appliquera  à  la  suite  de  Nrwton. 

Réciproquement,  la  limiu?  donnée  par  la  suite  de 
Newton  rend-elle  positifs  les  termes  de  la  suite  des  fonc- 
tîonsy^,y^,,  .  .  .,yi,/o?  En  d'autres  termes,  les  deux 
limites  fournies  par  Tune  «*t  Tantre  méthode  sont-elles 
«*gales?  Démontrons  que,  en  général,  il  n'en  est  pa> 
ainsi.  Pour  cela,  calculons  1rs  fonciions  fm^fm  1»  •  •  «^ 
J^m-p'*  /f/iau  moyen  »!es  formules  établif-s  plus  haut.  De 

la  dernière  on  tire  ^= ,7 •  Nous  désignerons, 

1 .2.  > m  " 

pour abr^er.        ** u^t  f  .'  .  ri  ^'u  zrturA -^ 

par/::  - 


(  ^64) 

On  irouvc  ainsi,  en  calculant  de  procbe  en  proche, 

Jo — J  m   » 

r /\m-i  î pm-l  ^f\m) 

^1 — Jm  ^m-t"J  m    y 

/a — Jm         — ^tn-z"J m         ^^^m-%^  J  m    ' 

et  Ton  démontre  facilement  que  Ton  a,  en  général, 

••...•.•.«..• ) 

X.— A.rt'^H- AtO^-^-h  .  . .  4-A^. 

Sous  ces  formes,  on  voit  que,  si  le  nombre  a  rend  posi- 
tives la  fonction  y^  et  ses  dérivées,  îl  ne  s'ensuit  pas  né- 
cessairement que  a  rende  positives  les  fonctionsyî,,yi, . . ., 
fm-p'i  •  •  •  •>fm-\'  Par  exemple,  si  nous  prenons  la  deuxième 
de  ces  fonctions,  /i,  qui  est  égale  à  Aoa  4-  Aj,  par  hypo- 
thèse, Z:^-»'  =      mk.a-^Pi,      ^^  ^  _A^ ^^^^ 

'"""  1.2.  ..(/w  —  i)         *^"'  1.2,., m 

positives;  il  ne  résulte  pas  nécessairement  que  AqA  +  A, 
soit  positif. 

Donc,  en  général,  la  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives d'une  équation  fournie  par  la  règle  de  Newton 
est  plus  petite  que  la  limite  fournie  par  la  règle  de 
M.  Laguerre. 


APPLICATIONS  DE  GÉOMÉTRIE  GIKÉHATIQUE  PLAKE; 

Par  m.  Maubice  D'OCAGNE, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Fontanes. 


Voici   quelques  nouvelles   applications  élémentaires 
des  principes  si  élégants  et  si  féconds  de  la  Géométrie 


(  265  ) 
fidcmaiique,    qui,    réunis   en    coqs    de  doctrine   par 
[Vlo  Mannheim,  constituent  aujourd*]iui,  grâce  à  l'émi- 
lient  professeur,  une  branche  importante  de  la  science 
géométrique  (*).  Au  moyen   de  ces  principes,  je  suis 
arrivé,  dans  dillerenles  recherches  élémentaires,  h  plu- 
sieurs résultats  nouveaux  qui  se  trouvent  consignés  dans 
celte  Note.  Après  un  problème  sur  la  parabole,  les  ques- 
tions que  je  traite  ici  se  rapportent  au  centre  de  cour- 
bure de  l'ellipse,  au  point  où  la  droite  de  Simson  touche 
son  enveloppe,  à  la  cissoïde,  à  la  strophoïde,  à  la  con- 
choîde,  à  la  spirale  d'Archimède,  aux  caustiques,  aux 
anamorphoses  et  aux  podaires. 

I.  —  Question  sur  la  patiabole. 

Vun  des  côtés  d'un  angle  droit  dont  le  sommet  dé- 
crit une  droite  env^eloppe  une  parabole  dont  Vaxe  est 
perpendiculaire  à  cette  droite  :  trouver  V enveloppe  de 
l  autre  côté  de  cet  angle. 

Soient  (5)  la  droite  que  décrit  le  soraxxiQi  s  [ji g,  i), 
C»)  la  parabole  enveloppée  par  le  côté  st  qui  la  touche 
ta  point  m,  su  le  côté  dont  nous  cherchons  Tenveloppe. 
Remarquons  d'abord  que  celte  enveloppe  a  évidemment 
pour  axe  de  symétrie  Taxe  de  la  parabole  donnée.  Cher- 
chons maintenant,  pour  la  position  considérée,  la  nor- 
males l'enveloppe  de  su.  La  normale  à  la  trajectoire  du 
point 5  est  la  perpendiculaire  sq  à  [s)\  la  normale  mn 
à  la  parabole  [m)  coupe  sq  en  q\  du  point  q  abaissons 
sorjula  perpendiculaire  qp\  su  touche  son  enveloppe 
an  point  p,  et  pq  est  la  normale  à  cette  enveloppe;  pq 
coupe  Taxe  en  r\  du  point  p  abaissons  sur  cet  axe  la 

(*}  Voir  MA!<?(nF.iM,   Cours  de  Géométrie  deseriptive  de  V École  Voîy* 
teckmiqne  ( Gauthier- Villars,  1880). 


(  S.66) 
[leijieiulîtulairi;  />/  qui  coupe  sq  en  g;  ri  est  la  soiis- 
iioi'iiiaic  à  t'enveloppe  clierchée,  relative  au  poînl/»;  du 


point  m  abaissons  sur  l'axe  la  perpetidiculaire  mh  qui 
coupe  sif  an  /;  enfin,  par  le  point  g  menons  gv  parallè- 
lement à  st.  Cela  fait,  on  voit  que 

ot  <inc 

vi  =  la  ; 
par  suite 

Comme  )(.■  sojnnict  o  est  le  milieu  de  la  sons-taneeiile 


I^  sous-iionuuic  est  dom;  cunsiante  el  l'eitvelopite  cher- 
chée est  une  parabole  dont  le  paramètre  est  20a.  Ln 
sniumet  o'  de  cette  parabole  est  le  milieu  de  la  soiu- 
langerite  in. 

On    ('-tablit,    absolument   comute  nous   venons  de  le 
faire  pour  la  relation  précédente,  que 

An  T^  30"'. 
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Alors  le  foyer  Je  la  parabole  [ni)  est  à  une  distance  du 
sommel  o  égale  a  ao'\  le  foyer  de  la  parabole  (/?),  enve- 
loppe de  5U,  esl  h  une  dislance  du  sommet  o'  égale  à  ao; 
ces  deux  foyers  coïncident  donc,  et  ce  foyer  commun  f 
est  le  symétrique  du  point  a  par  rapport  au  milieu 
de  oo\ 
On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  : 

Le  lieu  du  sommet  fl'un  angle  droit  dont  les  colas 
sont  respectivement  tangents  à  deux  paraboles  coaxalcs 
et  confocales  est  une  droite  perpendiculaire  à  l'axa 
commun  et  qui  divise  le  segment  compris  entre  les  som- 
mets en  parties  inversement  proportionnelles  aux  pa- 
ramètres de  ces  paraboles. 

II.  —  Sur  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse. 

Considérons  deux  circonférences  concentriques  [m) 
rt  (p)  et  une  droite  Gxe  ox  passant  par  le  centre  coiu- 
rvAvn  o  {fig»  2);  tirons  les  rayons  om  et  op  également 
iiiclincs  sur  ox. 

On  sait,  et  cela  est  ime  conséquence  immédiate  du 
procédé  de  M.  Cbasies  pour  construire  les  axts  d'une 
t'I  I  ipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  «jue 
1^  milieu  i  de  mp  décrit,  lorsque  les  droites  om  et  op 
^« rient,  une  ellipse  [i)  ayant  o  pour  centre  et  un  axe 
Jîrigé  suivant  ojc,  que  la  somme  des  axes  de  celte  ellipse 
^**  égale  n  om  et  leur  différence  à  op^  que  mp  est  nor- 
•■■ale  à  cette  ellipse,  enfin  que  les  segments  m/ et  pi  sont 
'oiis  deux  égaux  au  demi-diamètre  conjugué  du  diamètre 
^'   cJans  l'ellipse  (1). 

ï^our  avoir  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse  (/)  rela* 

'*    ^11  point/,  cbercbons  donc  le  point  où  mp  louche 

'*^*^      enveloppe.  Soit  e  ce  point  ^  la  perpendiculaire  à 

'A*    au  jKjint  e  coupe  en  y.  la  normale  mo  au  lieu  (|ue  dé- 
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crit  le  point  m  et  en  jS  la  normale  po  au  lieu  que  décrit 
le  point  p. 

Si  nous  représentons  par  d[m)  ei  d(p)  deux  déplace- 

Fig.  a. 


ments  inGniment  petits  correspondants  des  points  m  eip 
respectivement  sur  les  circonférences  [m)  et  (p),  nous 

avons  (*) 

d[m)        ma. 

Mais,  les  angles  xom  et  xop  étant  constamment  égaux 

entre  eux,  on  a 

d(m)        om 

donc 

ma om  ma.        pp 

PP        op  om         op 

Du  point  o  abaissons  sur  mp  la  perpendiculaire  oy  et 


(*)  MAHNBfiiM,  Ouvrage  cité,  p.  ao4- 


(   '^69  ) 
sur  a^  In  perpendiculaire  or.  Nous  avons 


IVlai 


15 


donc 


suite, 


op        re        oq 


orn        uq  ' 


—  = —     OU     rS  =  <ra; 
or/        oq  ' 


p/We  r^  a ///ET, 


d*  où  la  construction  : 


S^our  avoir  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  i  de 

Vfiiiipse  (<),  je  porte  sur  la  normale  au  point  /,  de  part 

et    fi* autre  de  ce  point,  les  longueurs  im  et  ip,  toutes 

deux  égales  au  demi- diamètre  conjugué  du  diamètre  io. 

Je   tire   la  ligne  m^  Jaisant  av^ec  la  normale  mp  un 

angle  égal  à  V angle  omp  ;  mj3  coupe  op  au  point  |3  ;  du 

point  P  f  abaisse  sur  mp  la  perpendiculaire  ^e^  le  pied 

e  de  cette  perpendiculaire  est  le  centre  de  courbure 

cherché. 

Si  donc  on  connaît  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse,  on  obtiendra  facilement,  par  cette  construction, 
le*  ceutres  de  courbure  relatifs  aux  extrémités  de  ces 
^Itsniètres,  sans  qu*il  soit  besoin  de  déterminer  les  axes 
«le  celte  ellipse. 

La  construction  précédente  peut  être  modifiée  en  par- 
lant de  cette  remarque,  faite  plus  haut,  que  om  est  égale 
i  la  somme  des  axes  de  Tellipse  (i)  et  op  à  leur  dlûe- 
reoce. 

On  voit  facilement  que  les  points  e  et  q  sont  conju- 


(  ^7«  ) 
gués  harmoniques  par  rapport  aux  points  m  elp^  ce  qui 
constitue  un  théorème  de  M.  CKasles  (*). 

Problème.  —  Tromper  le  centre  de  courbure  fie 
l'ellipse  considérée  comme  cuv^eloppe  d'un  côté  d'un 
angle  droit  dont  le  sommet  parcourt  une  circonférence, 
l'autre  côté  passant  par  un  point  fixe  (*). 

Soient/ {fig.  3)  le  point  fixe  autour  duquel  pîvole  le 

Fi  g.  3. 


côté  tf  de  Tangle  droit  m/A,  et  o  le  centre  de  la  circo»  — 
férence  que  décrit  le  sommet  t. 

La  normale  to  au  lieu  de  t  coupe  en  n  la  normale /Vi 
à  Tenveloppe  de  tj*.  Du  point  n  abaissons  sur  l'autre  c6i-<î 
de  Tangle  droit  la  perpendiculaire  nm\  le  côté  tm  toud*^ 
son  enveloppe  au  point  m  et  la  normale  en  ce  po*  •^ 
est  mn. 

Remarquons, en  passant, que  de  celle  construction   ^** 
suite  le  théorème  suivant  : 

La  droite  qui  joint  les  projections  d'un  Jbyer  d"  M^^' 
ellipse  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en  un  poin^ 
cette  courbe  passe  par  le  centre  de  V ellipse. 


(')  Journal  de  Liottuiiie,  !'•  série,  t.  X,  p.  ioS. 
.^*)  Oii.bi:rt,  M/'c.  anaK.  p    (ii,  ox.  5. 


(  ^'-7'  ) 
On  voit  facil(Mneiit  (|ue  le  ihéorèine  est  également  vrai 
jHJur  l'hyperbole  el  la  parabole. 

Cela  posé,  avant  de  déleimincr  le  centre  de  courbure 
relatif  au  point  ///,  c'est-à-dire  le  point  où  nin  louclie 
son  enveloppe,  clierclions  la  normale  au  lieu  que  décrit 
le  point  //.  Soit  ////  celle  normale.  Considérons  alors  le 
tri  angle  y/2 ^. 

Le  point  yétant  fixe,  la  perpendiculaire  /w  n  //  cou- 
pant en  n  la  normale  io  au  lieu  décrit  par  f,  et  la  per- 
pendiculairey/i  à  /(/coupant  en  h  la  normale  nh  au  lieu 
décrit  par  /i,  on  a 

f!{t]  _  tft 
dn]       nli 

Mais  o  étant  le  point  où  in  touche  son  enveloppe  et 
01  la  normale  à  celte  enveloppe,  on  a  aussi 


Donc 


d[t\  m 


tu        to  ni        nt 

nh        ni  nh       nt 


Par  le  |K>int  /  menons  io'  parallèlement  a  tf\  nous 
avons 

///        no' 
nh         nt 

Il  en  résulte  que  no'=  ot.  Le  point  /  est  ainsi  déter- 
tuiné,  et  par  suite  la  normale  nh. 

Considérons  alors  le  triangle  ml/i.  Le  côté  tm  touche 
&OD  enveloppe  au  ])oint  ///,  le  côté  tn  au  point  o  el  le 
^"ôté  mn  au  point  e,  centre  de  courbure  cherché.  De 
|>lus,  mn  est  la  normale  au  lieu  décrit  par  //i,  to  la  nor- 
K'male  au  lieu  décrit  par  f,  nh  la  normale  au  lieu  décrit 
l»ar  n]  nous  avons  donc,  en  appelant  //j  le  point  oii  la 


(  27^  ) 
perpendiculaire  à  mn  en  e  coupe  hii. 


-/(«) 

W/I, 

^"^^^ 

me 

d[t) 

to 

d[n) 

m 

Am) 

me 

d\t)         tn 

Mullipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

nhy   to       nhy.no* 


1  =z 
OU 


ni .  tn 

ni  1 

nh, 

m 

ni 

-no'' 

ce  (|ui  montre  que  le  point  /if  coïncide  avec  le  point  A. 
La  construction  du  point  e  sera  donc  la  suivante  : 

Une  fois  la  normale  mn  tracée,  on  porte  sur  to  la 
longueur  no' z=^  ot\  par  le  point  o  on  mène  la  droite  ai 
ptirpendiculairement  à  ot^  et  par  o'  la  droite  o'i paral-^ 
lèlement  à  th\  ces  droites  se  coupent  en  i^  on  tire  ni 
qui  rencontre  tf  en  h  ;  enjin,  de  h  on  abaisse  sur  mn  la 
perpendiculaire  he  :  le  point  e  est  le  centre  de  courbure 
cherché, 

III.  —  Sur  le  poiwt  ou  lk  droite  de  Simson  toixbe 

SON  enveloppe. 

Question  préliminaire. —  Un  triangle  variable  amb 
se  déplace  de  façon  que  ses  sommets  déciivetit  des 
courbes  données  (a),  [m)  et  [b)^  et  que  ses  côtés  ma  et 
mb  restent  constamment  parallèles  à  des  directions 
données  :  déterminer  le  point  oii  le  côté  ab  touche  son 
enK>eloppe  (fi g.  4)- 
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Soit  e  le  point  où  ab  touche  son  enveloppe;  la  nor- 
male à  cette  courbe  au  point  e  coupe  en  a  et  (3  les  nor- 
males ax  et  6(3  aux  courbes  (a)  et  (&).  Soient,  de  plus, 


Fig.  4. 
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/ 
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/6 

aS 

\   / 

/,  c'et  tf'  les  points  où  se  coupent  deux  à  deux  les  tan- 
gentes aux  courbes  (/i),  (m)  et  (b)  aux  points  a,  m  et  b. 
D'après  un  principe  de  Géométrie  cinématique  (*), 
on  a,  en  représentant  par  d{a)^  ^{^)  ^^  d[m)  des  dé- 
placements infiniment  petits  correspondants  des  points 
n,  &  et  m  sur  leurs  trajectoires. 


(•) 


et 

(3) 


./(«) 

ai 

d[m] 

—  j 
me 

d{m] 

m^ 

d[b) 

ht' 

t 

d[b) 

bt\ 

be 

d(a) 

nt\ 

ac 

ouy  diaprés  le  principe  dont  nous  avons  fait  usage  dans 


(')  Ma5!Iueim,  Ouvrage  cité,  p.  208. 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XIX  (Juin  1880).  iB 


(  »74) 
le  paragraphe  précédent, 

d{b)  __bp 


(3') 


d[a)       aoL 


Multiplions  membre  k  membre  les  égalités  (i),  (2}  et 

(3)  ;  il  vient 

at,mi',bf.  be 


I  r= 


ou 

(4) 


mt,bt!,  at".ae 
ae       at.mt'.bt!' 


be       mt,bi!.ai'' 


Multiplions  maintenant  membre  à  membre  les  égali- 
tés (i),  (a)  et  (3');  il  vient 


ou 

(4') 


,  ^:^ — •: 

mt.br.  a  a. 


aoL       at.mt' 
b^~~mïTbP 


Des  formules  (4)  et  (4^  résultent,  pour  le  point  r, 
deux  pi^océdés  de  détermination  différents.  Cela  posé, 
cheiThons  le  point  où  la  droite  de  Simson  touche  son 
enveloppe, 

Fiç.  5. 


y- 


j"^' 


1^  Soîl  aln:  le  trîaugle  considéré  (Jig^  5).  D*un  point 


(  '^1^  ) 

quelconque  m  pris  sur  la  circonférence  [ni)  circonscrite 
à  ce  triangle,  abaissons  les  perpendiculaires  mp  et  mq 
sur  les  côtés  ah  et  ac^  et  cherchons  le  point  où  la  droite 
pq  touche  son  enveloppe. 

Dans  le  triangle  mpq^  le  sommet  m  décrit  la  circon- 
férence (m);  le  sommet;?,  la  droite  ah\  le  sommet  q^  la 
droite  ac\  de  plus,  les  côtés  mp  et  mq  se  déplacent  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes,  puisqu'ils  sont  constamment 
perpendiculaires,  Tun  à  la  droite  a&,  l'autre  à  la  droite 
ac.  Appliquons  donc  au  triangle  mpq  la  formule  (4) 
établie  précédemment;  pour  cela,  menons  à  la  circonfé- 
rence (m)  la  tangente  au  point  m,  qui  coupe  ah  en  t  et 
ttc  en  i .  Nous  avons 


M 


ais 


et 


donc 


?f- 

qt\  mt.pa 

pe 

mt* .  pt,(ja 

ni' 

Ê 

/ 

-     co^mt  q 

mi 

M 

Pf 

/^\ 

m 

cos  mtp  ; 

mt 

(je 

pa.cosmt'(/ 

pv  " 

X\ 

qa  .  co^mtp 

Nous  déduisons  de  cette  relation  la  construction  sui- 
vante du  point  e  : 

Par  le  sommet  a,  menons  à  la  tangente  tt!  la  paral- 
lèle ax\  portons  respectîi^ement  sur  ah  et  sur  ac  les 
longueurs  a(f  =.  aq  et  ap'  =^  ap  \  des  points  qf  et  p' 
abaissons  sur  ax  les  perpendiculaires  qfi  et  p^h^  qui  ren- 
contrent ax  aux  points  i  et  /i;  portons  sur  ax  la  lon- 
gueur hr  =  ia  -,  tirons  pr\  par  le  point  /i,  menons  à  pr 
la  parallèle  hs^  qui  coupe  ah  au  point  s\  enfin,  par  le 


(  ay6) 

point  i,  menons  à  ac  la  parallèle  se,  qui  coupe  pq  au 
point  e  :  e  est  le  point  cherché. 

Nous  avons,  en  effet, 

qe       as       ah       ah       p'a.eosp'ax       pa.co&mt'q 

pe       ps       rh        ai  ,  /^  y^^ 

q  a »cos ffax        qa.cosmip 

oP  Appliquons  maintenant  la  formule  (4')*  ^  P^^~ 

Fig.  6. 


/>' 


r^' 


pendiculairc  ^y  h  pq^  au  point  e  cherché,  coupe  mp  en 
(3  et  mq  en  y  (  fig.  6).  Nous  avons  alors 

77 qt' .  mî 

/?fi  ""  mt'.pt 

ou,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  vu. 


qy        CQsmt'q 

.    ^^  _______  • 

'         cos  in  tp 

Joignons  le  point  m  au  centre  o  de  la  circonférence 
{m)\  la  droite  mo  étant  perpendiculaire  à  ttfy  nous 
avons 

mi'q  z=  omq     et     Mtp  =  omp. 
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Donc 

qy ç.osomq 

cos  omp 

Par  le  point  o  menons  a  ab  ei  k  ac  les  parallèles  ou 
et  o^  qui  coupent  mp  et  mq  en  u  et  en  (^  à  angle  droit. 
Alors 

mv        mo.cosomg qy 


Mais 


mu  /^        joB 

mo.cosomp 


qe  ^  pe 

77=  *^ 


par  suite 


ou 


/X 

/'P 

/X' 

cos 

mqe 

cosmpe 

• 

/\ 

m9 

qe. 

.cosmpe 

mu 

/\ 

pe. 

.  cos  171^^ 

qe 

mv. 

cos  mqe 

pe 

mu. 

COSA/l/'^ 

Des  points  m,  ix  et  i^  abaissons  sur  pq  les  perpendicu- 
laires mm\  uu'  et  i^t^.  Nous  avons 


Par  conséquent, 


mV  =  mp.co&mqe^ 
/Tt'tt'  =  /Titf .  cosmpe. 


qe        m'v' 
pe       m'u' 


Nous  obtenons  ainsi  très  simplement  la  valeur  du  rap- 
port dans  lequel  le  point  e  divise  la  droite  pq^  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  construction  facile  de  ce  point. 

(ué  suwre.) 
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SUR  UN  PROBLËNB  DB  DIOPHANTB; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Trouver  quatre  nombres  tels  que  leurs  produits  deux 
à  deux  y  augmentés  de  V  unité,  soient  des  carrés  (Lîv.IV, 
prob.  XXI). 

Voici  une  élégante  solution  du  problème,  qui  déter- 
mine quatre  nombres  entiers  en  fonction  de  deux 
nombres  entiers  indéterminés  r  et  s.  Si  Ton  désigne  par 
a,  6,  c,  <iles  quatre  nombres  cherchés,  on  a 

^  zrr  5  (  rf  H-  ?.  ) , 

c=r(f-f-i;(ry^-r-f-2), 

d  z:=:.  ^[rs  -{-  i)[rs  -\'  r  -\-  \][rs^  -\-  rs  -\-  '?.s  -\-i). 

En  effet, 


yjac  -4-  I  r=:  rf  -h  r  -h  I , 


^ifc  H-  I  =i;  rj'  4-  r^  -4-  25  -{-  i , 

y/bd-hi  =2/^j«-+-  2/'j'-i-  6rs^  4-4"  -+-  4*  "^  ï> 

^/cd-T-  i~2r»^-4-4r'5*-h6rj'H-2r»5  4- 8 rj -h  4  J -+-  2r-4-3. 

Ainsi,  pour  r  =  i  et  5  =  2,  on  a 

a  =  i,     6  =  8,     c  =  i5,     ^/ =1:528 


et 


1.8    4-1"    3%     i.i5    4-1=:    4»,        1.5284- 1--  23», 

8.l5  4-I~r.  I|^       8.528  4-1—65%        l5.528  h-  I  rr:89^ 
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Existe-t-il  un  cinquième  nombre  e  tel  que  ae  +  i , 
ie  -I- 1,  ce -}-  I ,  rfe  -H  I  soient  des  carrés? 

II  y  aurait  lieu  d'obtenir  des  formules  analogues  en 
remplaçant  dans  le  problème  précédent  +  i  par  —  i,  et 
de  compléter  ainsi  le  problème  résolu  à  la  page  ZiZ  du 
Tome  X  des  Nouv^elles  Annales  (a®  série,  1871). 

La  solution  précédente  m'a  été  adressée  dernièrement 
de  Gothembourg  par  M.  Boije  af  Gennâs. 


NOTE  SDR  LA  CONSTRUCTION  DES  NORMALES  A  L'ELLIPSE  (  '  )  ; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Les  solutions  indiquées  ici  peuvent  être  résumées  et 
améliorées  de  la  façon  suivante.  Désignons  par 


j:»      r' 


il 


Téquation  d'une  ellipse  tracée,  et  par  Xo,  y  a  les  coor- 
données d'un  point  P  d'où  Ton  abaisse  les  normales.  Les 
perpendiculaires  abaissées  du  sommet  A  de  coordonnées 
(a,  o)  sur  les  normales  issues  du  point  P  rencontrent 
la  courbe  en  quatre  points  Mi,  Ms,  Ms,  M^  situés  sur 
une  circonférence  dont  l'équation  est 

xa}x\  —  b^rl 

x»4- r'—  2 ? — 

'^  a  e 

La  puissance  du  sommet  A  par  rapport  à  cette  circon- 

*  \  »  et  celle  du  sommet  A' 

(*)  Somvtltes  jinnales,  a'  série,  t.  IX,  p.  348.  Pl  t.  XV,  p.  5. 
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î  j  •  Il  suffit  doDC  de  tracer  une 

circonférence  dont  l'ordonnée  du  centre  égale  a  — ^,  et 

qui  coupe  orthogonalement  les  circonférences  décrites 
des  sommets  A  et  Â'  comme  centres  avec   des  rayons 

égaux  à — ^  et  — ^^  Cette  circonférence  coupe    Tel- 

lipse  en  quatre  points  M},  M^,  Ms,  M^  au  plus;  on 
obtient  les  normales  en  abaissant  du  point  P  des  perpen- 
diculaires sur  les  quatre  droites  AMi,  AM^,  AMs  et 
KM,. 

CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  AT.    Talayrach, 
capitaine  d' jirtillerie  (*). 

J'ai  Thonneur  de  vous  envoyer  ci-joint  une  démons- 
tration géométrique  du  théorème  de  Poncelet  sur  les 
polygones  qui  sont  à  la  fois  inscrits  à  une  circonférence 
et  circonscrits  à  une  autre.  Ce  théorème  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Étant  données  deux  circonférences,  si  l'on  prend 
un  point  a^  sur  V une  d'elles  et  que  Von  mène  les  tan- 
gentes successives  a  i  a^^a^a^^  . . . ,  a^_^Un  à  la  deuxième, 
la  droite  aiUn,  qui  ferme  le  polygone  enveloppe  un 
cercle  coradical  aux  deux  cercles  donnes. 

La  démonstration  qu'en  a  donnée  Poncelet  s^appuie 
sur  des  calculs  assez  longs;  je  ne  sais  s'il  en  a  été  donné 
une  purement  géométrique.  En  tout  cas,  je  vous  livre  la 


(•)  Cette  Lettre,  qui  porte  la  date  du  j',  mars  1875,  et  qui  malheu- 
reusement atait  été  égarée,  est  antérieure  à  l'élude  Sur  lu  strophoide. 
publiée  en  1875  par  M.  Maleyx.  Cii.  R. 


(  28.  ) 
ienne  en  vous  laissant  libre  de  la  publier  si  vous  le 
ci"cvez  utile. 

Solution.  —  Supposons  menées  {Jig»  i)  les  trois  lan- 

Fi'tî-  '• 


gentes  successives  Ai^s,  ^s^s?  ^3^«  ei  la  corde  a^a^, 
Pour  trouver  le  point  de  contact  de  celte  corde  avec  son 
enveloppe,  prenons  sur  la  première  circonférence  un 
point  bi  infiniment  voisin  de  ai  et  menons,  en  partant  de 
ce  point,  les  tangentes  successives  bib^^  b^b^^  b^b^  et  la 
corde  b^b^.  J'appelle  Ci,  c»,  c^  les  points  d'intersection 

desdroiles  (ai^,,  &i&s))  («««s?  ^«^s)»  («8«*5  b^b^)^  eiC 
le  point  d'intersection  des  cordes  («4^1,  b^b^), 

A  la  limite,  les  points  Cj,  c^,  c^  sont  les  points  de 
contact  des  tangentes  avec  le  cercle,  et  le  point  C  le  point 
de  contact  de  la  corde  avec  son  enveloppe. 

Or  les  triangles  semblables  aabaCa^  «a+i  ^a+i ^o+i  don- 
nent 


^t 

à. 

— 

Ox 

Cx 

fh 

b. 

> 

«1 

«3 

b. 

a-, 

^3 

—  t 

^l 

b. 

''a 

C, 

«4  ^4  /y,C3 
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Mulii pliant  membre  à  membre  et  passant  aux  limites , 
en  remarquant  que  MmbiC^  =  ajc,  =  afCg,  on  a 


(•) 


lim  — y-  =z 


atC 


««-s 


De  son  côté,  la  similitude  des  deux  triangles  a,&|C, 
a^b^C  donne  la  relation 


(») 


lim  — —  z= 


Comparant  (i)  à  (2],  on  a,  pour  déterminer  la  position 
limite  du  point  C,  la  relation  très-simple 


(3) 


«4  C       a^  Cj 


Cela  posé,  si  nous  décrivons  {fig.  a)  un  cercle  cora- 

Fig.  2. 


dical  aux  deux  cercles  donnés  et  tangent  à  la  corde  a^a^ 
le  point  de  contact  D  sera  donné,  d'après  une  propriélé 
bien  connue  des  cercles  coradicaux,  par  la  relation 


(4^- 


ri.D 
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^-^ts  point  D  ncsl  donc  autre  que  le  point  C  où  la  corde 
^^a^  touche  son  enveloppe. 

li  en  résulte  que,  si  d'un  côté  nous  traçons  les  diffé- 
rentes cordes  ^4^1,  et  que  de  Tautre  nous  tracions  les 
différents  cercles  coradicaux  qui  leur  sont  tangents,  ces 
deax  séries  de  lignes  auront  une  même  enveloppe.  Or 
deux  cercles  coradicaux  ne  peuvent  avoir,  en  dehors  des 
deux  points  fixes  communs  sur  Taxe  radical,  un  troisièniif 
point  commun  sans  se  confondre.  Tous  ces  cercles  se 
confondent  donc  en  un  seul,  qui  n'est  autre  que  Tenve- 
loppe  cherchée  et  qui  est  indépendant  de  la  position  du 
point  ^1  sur  la  première  circonférence. 

c.    Q.    F.    D. 

Nota.  —  Cette  démonstration  s'appliquerait  de  la 
même  manière  au  cas  où  les  droites  a^as,  a^a^^  •.., 
a^o^^i  seraient  tangentes,  non  à  un  cercle  unique,  mais 
à  une  série  de  cercles  coradicaux. 

Première  conséquence,  —  La  première  conséquence 
de  celle  proposition  est  que,  si  la  droite  a^a^  touche  la 
seconde  circonférence  donnée,  tous  les  polygones  tels  que 
a^a^  . . .  an  sont  à  la  fois  inscrits  à  un  cercle  et  cir- 
conscrits à  un  autre. 

Deuxième  conséquence,  —  Les  diagonales  d'ordre 
quelconque  des  polygones  qui  sont  à  la  fois  inscrits  à  un 
cercle  et  circonscrits  a  un  autre  touchent  d'autres  cercles 
coradicaux  aux  deux  cercles  donnés. 

Troisième  conséquence,  —  Si  le  polygone  à  la  fois 
inscrit  et  circonscrit  a  un  nombre  pair  de  côtés,  les  dia- 
gonales qui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par  un 
même  point  F,  qui  n'est  autre  que  le  cercle  coradical  de 
rayon  nul. 

Quatrième  conséquence,  —  Si  a^a^^^  ifis*'^)  '^"^ 
lieux  sommets  d'un  de  ces  polygones  et  c^  son  point  de 
contact,  Ff^  est  la  bissectrice  de  l'angle  /i^F^/p^i.  Par 
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suite,  dans  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  d^un 
nombre  pair  de  côtés,  les  droites  joignant  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  concourent  aussi  an  point  F. 

Fig.  3. 


Cinquième  conséquence,  —  De  ce  que  la  droite  Fc^ 
est  la  bissectrice  de  Tangle  a^Fa^i,  on  peut  encore  dé- 
duire que,  dans  tout  polygone  inscrit  et  circonscrit,  la 
somme  des  diagonales  joignant  les  sommets  2  à  !i, 
3  à  3,  • . . ,  /n  à  m  est  dans  un  rapport  constant  aTec  le 
périmètre  du  polygone. 

Sixième  conséquence.  —  Dans  tout  polygone  inscrit 
et  circonscrit,  les  droites  qui  joignent  2à2,3à3,  ..., 

Fig.  4. 


m  à  ni  [^fig.  4)  ^^^  points  de  contact  des  côtés  déter- 


>  il* 
il'  • 


trme 
ts  de 


rcritles  deux  co- 
iiagones.  Les  lan- 
par  les  somme! s  sr. 


(  286  ) 
et,  à  cause  de  P/it  =  Pat,  il  reste 

A,Q      A,fl, 
A,Q       A.a, 

De  même  le  triangle  P  Aq  A»,  coupé  par  la  transversale 

n^Qfa^j  donnerait 

A.Q^  _  A.^a 

AgQ'     '  A.«, 

et,  à  cause  de  A, a*  =  K^a^  et  Ag^g  =^  h^a-i^  on  voit  qac 
Q  et  Q'  se  confondent,  c'est-à-dîre  que  les  droites  aia^, 
a^a^  se  coupent  bien  sur  la  diagonale  AfAg.  De  plus, 

à  cause  de  -^  =  --^— ?»  le  point  O  n'est  autre  que  le 
AgQ       A.Og         r  X.  ^ 

point  où  la  diagonale  At  Ag  touche  le  cercle  enveloppe 
des  diagonales  telles  que  As  Ag. 

Appliquons  cette  proposition  au  pentagone  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  cercles.  Menons  les  diagonales  joi- 
gnant les  sommets  9.  k  n.  D'après  ce  qui  précède,  les 
droites  ac^hdse  coupent  sur  la  diagonale  RD  {Jtg.  6)  au 

Fig.  G. 


point  e,  où  cette  diagonale  touche  le  cercle  enveloppe. 
De  même  les  droites  ac^  eb  se  coupent  en  d  sur  la  diago- 
nale AC,  au  point  où  celle-ci  touche  le  cercle  enveloppe. 
Donc  les  quatre  points  a,  d,  £,  c^  où  les  côtés  et  les  diago- 
nales  touchent  les  deux  cercles  inscrits,  sont  en  ligne 


(  =^87  ) 
droite.  De  même  tous  les  autres  groupes  de  quatre  points 
de  contact. 

Soit  maintenant  un  pentagone  quelconque  ;  nous  pou- 
vons toujours  le  projeter  de  manière  que  les  deux  coniques 
qui  lui  sont  Tune  inscrite  et  l'autre  circonscrite  se  pro- 
jettent suivant  deux  cercles.  La  conique  inscrite  au 
pentagone  des  diagonales  se  projettera  aussi  suivant  un 
cercle  et  la  proposition  énoncée,  vraie  pour  les  penta- 
gones inscrits  et  circonscrits  à  deux  cercles,  se  trouve 
étendue  à  tous  les  pentagones. 

Cette  proposition    pourrait   être    énoncée  sous  une 
seconde  forme  : 

Étant  donné  un  pentagone  a^yde  [fig*  7)7  on  forme 
le  pentagone  abcde  qui  a  pour  sommets  les  points  de 

Fig.  7. 


rencontre  des  côtés  2  à  7.^  et  Von  décrit  les  deux  co^ 
niques  circonscrites  à  ces  deux  pentagones.  Les  tan- 
gentes  menées  à  ces  deux  coniques  par  les  sommets  se 
coupent  4^4  ^'^^  mêmes  points. 
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(  ^89_)  

APPLICATIONS  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE  PLANE; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 

Élève  CD  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Fontanes. 

[suite  (*).] 


IV.    ScR    LES    COURBES    CLASSIQUES    DU    TROISIÈME 

ORDRE. 

Nous  allons  donner  une  construction  commune  de  la 
normale  en  un  point  de  l'une  quelconque  des  courbes 
classiques  du  troisième  ordre  :  cissoïde,strophoïde  et  con- 
choïde. 

Établissons  d'abord  une  formule,  qui  est  d^une  appli- 
cation fréquente.  Une  droite  mobile  coupe  quatre  courbes 
fixes  {a)j  (£),  (c)  et  (d)  aux  points  a,  bj  c  et  d  de 

façon  que  —  =:  —  >  le  rapport—  étant  constant  {/ig,  7)- 

Soit  e  le  point  011  la  droite  mobile  touche  son   enve- 

Fiç.  7. 


loppe  (e);  menons  la  normale  à  cette  enveloppe  en  ce 
point  ;  elle  coupe  respectivement  en  a,  (3,  y  et  ^  les  nor- 

('}  Foir  m^me  tomo,  p.  7C}!^. 

Anm.  de  Mathém..  '!'*  série,  t.  XIX  (Juillet  1880).  19 


(  ^9»  ) 
maies  en  a^  b^  c  et  r/anx  courbes  (a),  (&),  (c)  et  (d), 
M.  Mannheim  a  déinontré(*)  que,  si  Ûa6  et  ^cfi  repré- 
sentent les  yariatioDs  de  longueur  des  segments  ah  et  cd 
pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  droite  mo- 
bile, et  A0  Tangle  de  contingence  de  (e),  on  a 


"AT 


=  ap, 


=  7^ 


par  suite 


et 


Cela  posé,  considérons  dans  un  plan  un  point  o,  une 
circonférence  {p)  et  une  droite  (q)  quelconques  (^^.8). 

Fig.  8. 


F^^J^. 


fV 


Autour  de  o  faisons  pivoter  une  sécante  qui  coupe  U 
circonférence  p  en  (p)  et  la  droite  [q)  en  q.  Portons 
om  =  pq  et  cherchons  la  normale  au  lieu  que  décrit  le 
point  m,  pour  la  position  considérée. 

La  perpendiculaire  à  oq  en  o,  qui  est  la  normale  à 
Tenveloppe  de  cette  droite,  coupe  en  //  et  en  (f  les  nor- 

(*)  Loc,  cit.,  p.  2o3. 


(  ^9'  ) 
ni.alesà  la  circonférence  [q)  et  à  la  droite  [p)  en  p  et  q, 
CoKnme  om  =  pq^  on  a,  d'après  ce  qui  vient  d'être  vu, 
la   normale  au  lieu  de  m  en  portant  om'  =  p'qf  et  en  ti- 
ra nt  m'm. 

Si  le  point  o  est  sur  la  circonférence  (p)  et  si  la  droite 
(ç)  est  tangente  à  cette  circonférence,  le  lieu  du  point  m 
est  une  cissoïde. 

Si  le  point  o  est  sur  la  circonférence  [p)  et  si  la  droite 
{q)  passe  par  le  centre  c  de  cette  circonférence,  le  lieu 
du  point  m  est  une  strophoïde,  ayant  pour  point  double 
le  point  o  et  pour  asymptote  la  droite  (</). 

Enfin,  si  le  point  o  est  au  centre  de  la  circonférence 
{p)  et  si  la  droite  [q)  est  tangente  à  cette  circonférence, 
le  lieu  du  point  m  est  une  conchoïdc de  la  droite  [q)  par 
rapport  au  point  o. 

En  appliquant  à  chacun  de  ces  trois  cas  la  solution 
générale  donnée  plus  haut,  on  obtient  la  normale  à  cha- 
cune des  courbes  correspondantes. 

V.  —  Sur  là  spirale  d'Archimède. 

iTrM.  côté  se   {fig*   g)  d'un  angle  droit  roule  sur  un 
cercle  de  centre  o  ;  Vautre  coté  sm  est  égal  au  rayon 
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^cercle;  le  point  m  décrit  une  spirale  d' Archimède  : 
trouver  la  normale  et  le  centre  de  courbure  (  *  ). 


\)  ^iKiT,  Ouvrage  cité,  p.  6o,  ex.  X 


(  ^9^  ) 
Rappelons  le  ihéorème  de  Descartes  : 

Lorsqu  une  ligne  roule  sur  une  autre  ligne,  sans  glis- 
sement, dans  une  position  quelconque,  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  un  point  fixe  de  la  première  ligne 
passe  par  le  point  de  contact  des  deux  lignes  consi- 
dérées. 

De  là  résulte  immédiatement  que  la  normale  deman- 
dée est  la  droite  me. 

Considérons  maintenant  le  triangle  variable  scm.  La 
normale  au  lieu  décrit  par  c  est  co\  la  normale  au  lieu 
décrit  par  5,  qui  est  la  développante  du  cercle  considéré, 
est  5C,  et  c  est  le  centre  de  courbure  correspondant;  la 
normale  au  lieu  décrit  par  m  est  me.  De  plus,  se  touche 
son  enveloppe  au  point  c,  ms  au  point  5,  car  ms  est  tan- 
gente à  la  développante  sur  laquelle  se  meut  s. 

Menons  alors  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  m, 
c'est-à-dire  la  perpendiculaire  mt  à  mc^  qui  coupe  es 
en  f.  Nous  avons,  en  appelant  e  le  centre  de  courbure 
cherché,  c'est-à-dire  le  point  où  me  touche  son  enve- 
loppe, 

d[c]  co 

d[s]       se 

d[s)         se 
r/(/w)        ///c 

d{m)       me .  mt 
(i  i  e)  ee.ct 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

—  J  —a 

me.mt.co       me,mt  me        et 

ce .  et .  me  '  '  ee  ' 

ce .  et  mt 

Le  point  e  est  donc  symétrique ,  par  rapport  au  milieu 
(lu  côté  mcj  du  pied  de  la  droite  sj  métrique  de  la  /ne- 


(  =93  ) 
(liane  issue  du  sommet  t.  par  rapport  à  la  bissectrice 
issue  du  même  sommet. 

VI.  —  Sur  les  caustiques. 

Considérons  un  angle  variable  asb  donl  le  sommet 
décrit  la  courbe  (5),  les  côtés  .«a  et  sb  enveloppant  res- 
pectivement les  courbes  A  et  B  (Jig»  10).  Dans  chacune 

Fig.  10. 


tj"/ 


lies  positions  de  cet  angle,  tirons  la  droite  se  faisant  avec 
.%a  un  angle  égal  à  Tangle  asb^  et  cherchons  à  construire 
la  normale  à  Tenveloppe  de  se. 

Les  normales  àAetà  B  en  a^  b  coupent  aux  points 
a  et  j3  la  normale  à  (5)  en  s.  Soit  y  le  point  où  la  nor- 
male cherchée  rencontre  sa.  Si  (f  est  la  valeur  de  Tangle 
asb,  on  a,  pour  un  déplacement  inCniment  petit  de 
Tangle  mobile  (*), 


'  *)  Géom.  einém.f  p.  'J0|. 
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De  même,  l'angle  asc  donne 


ê 

Mr.- 

SX/ 

Il  résulte  de  là 
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I                  1 
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i  que 
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c'esl-à-dîre  que  les  points  P  et  7  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  5  et  a. 

Application  aux  caustiques  par  réflexion.  —  Consi- 
dérons alors  une  courbe  [s)  et  un  point  lumineux  p  si- 
tué dans  son  plan  (*).  Un  rayon  quelconque /;5  issu  de 

p  se  réfléchit  sur  [s)  suivant  sr  tel  que  rsn  =  nsp^  sn 
étant  normale  à  (5). 

L'enveloppe  du  rayon  réfléchi  sr  est  la  caustique  C 
de  la  courbe  (s)  par  rapport  au  point  p.  Cherchons  à 
construire  la  normale  à  cette  caustique. 

Soit  h  le  point  où  cette  normale  rh  rencontre  sn,  La 
normale  à  l'enveloppe  de  sp^  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire à  sp  au  point  ;>,  coupe  sn  au  point  n.  Si  donc  e 
est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (s)  relatif  au 
point  5,  on  voit,  d'après  la  question  préliminaire,  que 
le  point  h  est  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par 
rapport  aux  points  s  Bt  e. 

Ce  théorème  permet  d'obtenir  très  facilement  la  nor- 
male hr,  surtout  lorsque  la  courbe  (s)  est  une  circonfé- 
rence, ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire. 

On  voit  que  le  théorème  précédent  a  encore  lieu  pour 
les  caustiques  de  surfaces  en  coupant  la  surface  donnée 


(•)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fiçurci 


'(  î»95  ) 
par  le  plan  mené  par  le  point  lumineux  et  la  normale  à 
la  surface  au  point  considéré. 

Caustiques  par  réfraction,  —  Considérons  la  courbe 
[s)  et  le  point  lumineux  p  situé  dans  son  plan  (fig.  1 1); 
un  rayon  quelconque  ps  issu  de  p  se  réfracte  sur  [s)  et 

Fig.   II. 


prend  la  direction  sr.  L'enveloppe  de  sr  est  la  caustique 
par  réfraction  à  laquelle  nous  allons  chercher  à  con- 
struire la  normale.  La  perpendiculaire  à  ps  au  point  p 
coupe  au  point  n  la  normale  sn  à  (5).  Soient  de  plus  e 
le  centre  de  couicl>ai*6  de  (^)  relatif  à  5,  h  le  point  où  la 
normale  cherchée  rh  coupe  sn. 
On  a,  comme  précédemment, 


d*où  Ton  déduit 


4&)=.w(i-i) 


I 

se 


I 

SU 


(^96) 

OU,  puisque  les  angles  ^\psn)  et  ù\hsr)   sont   înGni- 
ment  petits, 

^\sinpsn  f 


sn      se 
A  l  sin  hsr 


(  ■  "i»'  •     ■  ' 

\  sin  hsr  J        ; 

^  ^        se      sh 


ou,  si  a  est  Tindice  au  passage  du  premier  milieu  dans  le 

second, 

I        I 


a 

sn       se 

* 
1    1 

se       sh 

a        a 

se       sh 

— 

1    I 

h-» 

sn       se 

a         1 
sh       sn 

— 

a  —  I 

se 

Le  point  h  est  ainsi  déterminé,  et  par  suite  la  nor- 
male hr, 

La  détermination  est  évidemment  la  même  lorsqu'il 
s'agît  d'une  surface  au  lieu  d'une  courbe. 

Remarquons  enfin  que,  pour  les  caustiques  de  réfrac- 
tion comme  pour  les  caustiques  de  réflexion,  le  point  A 
est  le  foyer  conjugué  du  point  w,  considéré  comme  point 
lumineux,  par  rapport  au  cercle  osculateur  à  lacourbe  (5) 
au  point  5,  pris  comme  courbe  réfractante  dans  un  cas, 
comme  courbe  réfléchissante  dans  l'autre. 

*  VII.  —   Sun    LES    ANAMORPHOSES. 

Considérons  un  cône  circulaire  droit  (.va6,5'a'i')  re- 
posant par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  et  une  courbe 
(m)  tracée  dans  ce  plan  (//g:.  12). 

Soit  (w)  l'image  de  (m)  produite  par  le  cône  supposé 
poli  sur  sa  surface  exicrnc  pour  un  œil  situé  à  l'infini 


(  297  ) 
clans  la  direction  de  Taxe  de  ce  cône.  La  courbe  (m)  est 
dite  anamorphose  de  la  courbe  (n). 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  l'anamorphose  (m) 
de  façon  que  (n)  soit  une  courbe  donnée.  Menons  la  se- 

Fig.     12. 


canteonqui  coupe  la  courbe  (n)  au  points,  et  rabattons- 
la  sur  ab.  Le  point  (/i,  n')  vient  en  (/îj,  n\).  Le  rayon 
réfléchi  doit  donc  être  IjH'j  parallèle  à  s'o^\  on  en  déduit 
le  rayon  incident  lJni^\  du  point  (mi,m'J  on  revient 
au  point  (m,  m!).  Cherchons  la  normale  à  la  courbe  (m) 
au  point  m.  Soient  q  le  point  où  la  perpendiculaire  à  op 
en  o  coupe  la  normale  nq  h  [n)\  r\e  point  où  oq  coupe 
la  normale  cherchée. 

On  a,   d'après  un  principe  déjà  appliqué  au  para- 


graphe  IV, 


Mais 


Oi 


par  suite, 
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^,mp ro 

^.  np        qo 


'    Lf 


mp       m^b       m^b 


'  u 


np        rtyb        n^b 


n\h'b'z=z^s'h'i=:b'h'm\. 


m\  h'       m\  h! 


ou 


mp 


Mais 


np       c^Q^nJi'  m^^ 


fi^h'b'  =  o's'b\ 


Si  donc  nous  posons 


nous  aurons 


par  conséquent. 


et 


n\h'm^  =r.  a; 


mp 


ou 


np        ces a 

A .  mp 1 

à,np        cosa 


ro  I  qo 

—  == 9      ro=:  -=■ —  • 

qo        cosa  cosa 


De  plus ,  îl  est  évident  que  les  points  q  et  r  sont  de 
part  et  d^autre  du  point  o;  la  normale  cherchée /nr  se 
trouve  donc  ainsi  déterminée. 

Cela  fait,  cherchons  à  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  de  Tanamorphose  (m),  connaissant  le 
centre  de  courbure  c  au  point  correspondant  de  la 
courbe  (  n)  {Jtg-  i3). 


(  ^99  ) 
ConstruisODS  d'abord  la  normale  au  lieu  que  décrit  le 
point  de  rencontre  ç  de  la  normale  nq  au  lieu  de  n 
et  de  la  perpendicnlaire  oq  à  on.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle o»f,  le  sommet  o  est  fixe,  la  normale  au  lieu  du 


sommet  n  est  nij  et  le  càté  nq  touche  sou  enveloppe  au 
point  c.  Nous  savons,  dès  lors,  construire  la  normale  au 
lieu  du  sommet  q  [voir  p.  271).  Nous  prenons  n</^cq  ; 
la  parallèle  k  no  menée  par  c*  coupe  enfla  perpendi- 
culaire à  nq  menée  par  c;  17/ est  la  normale  demandée. 

Or,  nous  venons  de  voir  que,  si  a  désigne  l'angle  au 
sommet  du  miroir  conique,  ou  a 


Le  lieu  du  point  p  est  donc  homotliétique  au  lieu  du 


3c»c 

IjOÎd  l  q,  et  la  normale  pi  aa  premier  de  cres  lieux  est 
parallèle  â  la  normale  qf  ^vl  second. 

Cela  posé,  dierchons  le  centre  de  courbure  relatif  au 
point  m,  c*est- à-dire  le  point  e,  on  mp  touche  son  en- 
veloppe. 

La  tangente  pi  au  lieu  décrit  par  p  coupe  en  t  la  tan- 
gente ml  au  lieu  décrit  par  m. 

Donc 

d  m         mt.me 

d^  p  pt.pe 

Mais  le  triangle  rectangle  omp  pivote  autour  de  son 
sommet  o;  de  plus^  la  normale  mp  au  lieu  décrit  par  m 
coupe  en  p  la  perpendiculaire  op  à  om^  la  normale  pi  au 
lieu  décrit  par  p  coupe  en  /  la  perpendiculaire  om  à 

op\  par  suite, 

d\m]  mp 

Par  conséquent, 


d'où 


pe        pi.  mt 

Du  point  m  abaissons  sur  pi  la  perpendiculaire  m.ii\ 
les  angles  m,tp  et  m,pu  sont  égaux  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires.  Donc 

pt       mp 
mt       pu 

et  Tégalité  précédente  devient 

me         mp 


dp, 

pi 

mt  me 

mp 

pt,pe 

pi 

me 

mp.pt 

pc       pi,  pu 
Mais,  dans  le  triangle  rectangle  mpg^ 


mp  z=:pu.pg. 


{  3«3i   ) 

Conséquemment 

nie  _pg^ 

pe        pi  ' 

d'où  la  construction  : 

On  joint  le  milieu  v  de  Ig  au  milieu  fi  de  mp  ^  par  le 
point  l  on  mène  le  parallèlement  à  via  :  e  est  le  point 
cherché. 

En  effet,  par  g  menons  ge'  parallèlement  à  V|ez;  nous 
avons 

cp  Ip 

ou,  puisque  fx  est  le  milieu  de  eé ^ 

pt  ~  pi 

VIII.  —  Sur  les  podaires. 

M.  Mannheîmdonne,  dans  sa  Géométrie  cinématique 
(  p.  196),  un  procédé  pour  construire  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  de  la  podaire  d'une  courbe  quelconque. 
Il  emploie  dans  ce  procédé  une  certaine  circonférence. 
Je  vais  donner  une  solution  tout  à  fait  différente  de  la 
même  question.  La  construction  que  je  vais  exposer, 
également  très  simple,  n'exige  absolument  que  l'emploi 
de  droites. 

Soient  donnés  le  point  ^  et  la  courbe  L  (fig,  i4)«  Du 
point /7,  abaissons  sur  une  tangente  quelconque  Im  à  la 
courbe  L  la  perpendiculaire  ^m.  Cherchons  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  décrite  par  le  point  m  pour  la 
position  considérée. 

Les  perpendiculaires  lo  à  /m,  po  à  pm  se  coupent 
en  o\  mo  est  la  normale  au  lieu  décrit  par  m.  Cherchons 
le  centre  de  courbure  situé  sur  cette  normale,  c'esl-à- 
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dire  le  point  /x  où  mo  touche  son  enveloppe,  connaissant 
le  centre  de  courbure  À  de  la  courbe  L. 


Fiç.  14. 
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Remarquons  d*abord  que  la  normale  oq  au  lien  décrit 
par  o  est  déterminée  par  le  point  de  rencontre  q  des  per- 
pendiculaires pq  et  \q  a  op  et  o\  puisque  les  côtés  de 
Tangle  droit  po\  touchent  respectivement  leurs  enve- 
loppes aux  points  p  et  X. 

Considérons  alors  le  triangle  variable  mol.  Soit  i  le 
point  où  oq  rencontre  la  perpendiculaire  à  jiio  au  point 
fx  cherché.  Nous  avons 


d[o) 

rfH 
d[i) 

d[l) 
d[m) 


01 

qo 

— 
mo 


Multiplions  ces  trois  égalités  membre  à  membre;  il 


Tient 


ou 
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mu.oq 

1=  — I- 

oi  ,mo 


mo         oq 


d^où  la  construction  : 


Par  les  points  q  et  o  menons  à  mo  les  perpendicu- 
laires qr  et  os  ;  portons  sur  os  la  longueur  os  =  rq  ;  ms 
coupe  oq  au  point  i;  du  point  i  abaissons  sur  mo  la 
perpendiculaire  ifi]  [Jt-  est  le  centre  de  courbure  cherché. 

On  a,  en  effet,  d'après  cette  construction, 

m  fj.        mi        oi 
mo         n/s        oq 

Comme  application  de  cette  règle,  on  a  immédiatement 
la  détermination  du  centre  de  courbure  de  la  cissoïde 
considérée  comme  podaire  d*une  parabole  par  rapport 
i  son  sommet,  de  la  lemniscate  de  Bernoulli considérée 
comme  podaire  d'une  hyperbole  équilatère  par  rapport 
â  son  centre,  du  scarabée  considéré  comme  podaire 
d^une  épicycloïde  i  quatre  points  de  rebrou ssement  par 
rapport  i  son  centre.  On  sait,  en  effet,  construire  le 
centre  de  courbure  de  la  parabole  et  de  Thyperbolc 
équilatère,  qui  sont  des  coniques,  et  celui  de  Tépicy* 
cloïde  à  quatre  points  de  rebroussement,  puisque  pour 
cette  dernière  courbe  le  rayon  de  courbure  est  le  triple 
delà  distance  du  centre  à  la  tangente  au  point  considéré. 
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DÉIORSTRATIONS  DE  THÊORfilES  fiNONGfiS 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES; 

Par  m.  Maueicb  D'OCâGNE. 


La  remarquable  solution  géométrique,  donnée  dans 
les  Noui^elles  jinnales,  de  la  question  proposée  â  l'ad- 
mission à  TExoIe  Polytechnique  en  1878  contient  les 
théorèmes  suivants,  dont  Tauleur  engage  à  rechercher 
les  démonstrations.  Voici  ces  théorèmes  : 

1.  On  a  un  triangle  isoscèle  atb.  On  mène  les  deux 
hauteurs  tc^  ao  ;  ces  droites  se  coupent  en  u.  On  pro- 
longe te  jusqu'en  5,  de  façon  que  es  soit  égale  à  la  diS" 
tance  du  point  o  à  la  base  ab.  On  joint  le  point  a  au 
point  s  et  le  point  a  au  point  z,  milieu  de  tu  :  démon- 
trer que  V angle  zas  est  droit  (  *  ). 

Si  oh  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  sur  la 

base  ab,  on  a 

eu       ac 


d'où 


et 


d'où 


oh 

ah' 

oh  X  en  — 

2 

oh  X  ne 
nh       ' 

te 
oh 

bc 

bh' 

0/1  X 

—  2                 — 
oh  X  ffc       oh 

''      bh 

Xac 
bh 

(')  roir  a*  série,  t.  XVI!,  p.  /,i! 


(  3o5  ) 
Additionnons  membre  à  membre;  il  vient 

.  /               N       "T'              ah  -h  bh 
oh[cu  -\-  et]  =z  oh  ^  ac, 

OU 

7 

7.csy<^cz=ics  X -11:7-5 

es 

par  suite, 

— » 
w  X  r3  =  ac  , 

ce  qui  démontre  que  Tangle  saz  est  droit. 

2.  On  a  un  triangle  boa  et  les  points  a'  et  h\  milieux 
des  côtés  oa,  ob  \  on  prend  un  point  quelconque  m  sur 
la  base;  on  a 

ma       a' m  —  oa' 


mh 


b'm  —  ob' 


=-.     (')' 


Tirons  om  et  projetons  a'  et  1/  en  h  et  i  sur  cette 
droite.  Si  a'  b'  coupe  om  en  n,  ce  point  est  le  milieu 
de  om,  et  Ton  a 


a' m  —  oa'  =ziiom  X  hn^ 
b'm  —  ob'  =  nom'X  in. 


Donc 


•1 


a' m  —  on'         hn na' ma 

Tr~^      "77         tn       nb'       mb 
0  m  —  00 


c.    Q.    F.    D. 


3.  Un  point  d'une  conique,  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  ce  point 
et  les  extrémités  de  l'un  des  axes  sont  sur  une  même 
circonjérence  de  cercle  ('). 


(•)  T.  XVII,  p.  412. 

(»)  T.  XVH,  p.  4i3,  et  t.  XIX,  p.  7. 

Anm,  de Mmtkémmi.,t'' série,  t.XIX.  (Juillet  ig8o.)  ^O 


(  3o6  ) 

Soient  m  un  point  d'une  conique  de  centre  o,  mt  la 
tangente  en  ce  point  qui  coupe  Taxe  aal  en  t,  i  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  o  sur  ml.  Sur  Taxe  aa' 
comme  diamètre  je  décris  une  circonférence,  et  du  point  m 
j'abaisse  sur  aa'  la  perpendiculaire  mh  qui  coupe  cette 
circonférence  en  fx  et  aa'  en  h]  fit  est  tangente  en  /x  à  la 
circonférence. 

Le  quadrilatère  mhoî  étant  inscriptible,  on  a 

tm  X  a  =  thx,  to. 
Mais  le  triangle  rectangle  oiit  donne 

Donc 

— j 

tm'Xti=ieii  =ta:K  ta! , 

Par  suite,  le  quadrilatère  amicC  est  inscriptible. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  les  som- 
mets A,  h' , 

Ce  théorème  nous  a  conduit  au  suivant  ; 

Si  la  tangente  au  point  m  d'une  conique  coupe  l'axe 
6a  en  t  et  l'axe  ob  en  5,  on  a 

2  t 

st        os  st         ot 

00  oa 

En  eiret,  le  triangle  rectangle  sot  donne 

2 

(  I  ]  o.f  =  si  X  fit 

ou 

fsb'A-shy 

I  j  =  j/  X  J/w  -f-  .VI  X  mt. 

Mais,  d'après  le  théorème  précédent, 

si  X  sm  zn  sb  X  sb' . 


Donc 


(  3o7) 

sb'  -^'  sb\^ 


sb  X  sb'  =  si  X  ntt 


OU 


c'est-à-dire 


:)■-, 

(sb'—sby     . 


•2 


[i]  OÙ  =:siyc,  me. 

Divisant  (i)  et  (2)  membre  à  membre,  il  vient 


— t 

os  st 


On  établirait  de  même  la  seconde  relation. 


SDR  ONE  RÈ6LE  DE  M.  LA6UERRB; 

Par  m.  CANDÈZE, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


Je  me  propose  de  démontrer  que  la  règle  donnée  par 
M.  Laguerre  (même  Tome,  p.  52)  pour  trouver  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  supérieures  à 
un  nombre  donné  a  fournit  toujours  un  nombre  au 
moins  égal  à  celui  donné  par  les  variations  de  la  suite  de 
Bndan  et  de  Fourier. 

Considérons  Tidentité  d'où  part  M.  l^aguerre, 

JT  —  a 

-+■  F._,x  +  F„  ,  +  -^  =/,(x)  4-  ^^^, 

.1-  —  a  X  —  a 


(  3o8  ) 
et  divisons  de  inèmeyi  (x)  par  x  —  a-^  nous  aurons 

:i^^i^  rz:  FI  Jr^-' H- F!  A--*-^  +  .  .  . 
X  —  a 


-^r;,.-,+:^  =/.(-) +  é^ 


X  —  a  X  —  a 

Cela  posé,  je  dis  que  : 

Lemme.  —  Le  nombre  des  variations  de  la  suite 

(i)  Fc»  F|,  ...,  Fm—si  F«i_,,  Ffl, 

est  au  moins  égal  à  celui  de  la  suite 

Pour  le  démontrer,  remarquons  d'abord  que,  si  Ton 
multiplie  un  polynôme  par  x  —  a  et  qu^on  ajoute  au 
produit  une  constante,  on  ne  peut  faire  disparaître  au 
plus  qu'une  des  variations  introduites  en  multipliant 
par  X  —  a\  le  nombre  des  variations  du  nouveau  poly* 
nôme  est  donc  au  moins  égal  au  nombre  des  variations 
du  polynôme  proposé,  ce  qui  prouve,  en  particulier,  que 
le  nombre  des  variations  de  la  suite  de  M.  Laguerre  est 
toujours  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  poly- 
nôme. 

Soient  maintenant  (^1,  t^s  les  nombres  des  variations 
des  suites  (i)  et  (a)  jusqu'à  F^_,,  F^_2  inclusivement,  et^ 
Vi,  V,  les  nombres  des  variations  des  suites  (i)  et  (2) 
complètes.  On  a  d'ailleurs 

F«-i  =  —  ûf;„_,  -f-  f,'„_,  . 

Supposons  : 

1**  Qu'il  n'y  ait  pas  de  variations  entre  Fj^_,,  F/^_ 
etF„. 


On  sait  que 


I  _  »'3 


«'ï. 


(  3o9) 
Or 

donc 

a°  Qu'il  y  ait  une  variation  unique  dans  F^_j,  F^„_j 
et  F,^,  et  qu'elle  soit  entre  F^_,  et  F^_j. 
On  a 

D'ailleurs,  en  multip]ianty*2(ar)  par  x  —  a,  on  intro- 
duit certainement  une  variation,  car  — ûFi,_2  ^*^  ^^ 
signe  de  F^^  : 


donc 

3^  Que  la  variation  soit  entre  F^_j  et  F«. 

Alors,  en  ajoutant  au  dernier  terme  du  produit 
yi(x)(a:  —  a),  qui  est  — «Fi,_2,  le  terme  Fi,_i,  on 
pourra  détruire  la  variation.  Si  on  ne  la  détruit  pas, 

V,>p,4-i. 
Or 

V,=  p,H-i; 
<lonc 

V,>V,. 

Si  ou  la  détruit,  —  aF^_2  "+"  ^L-t  est  du  signe  de  F^_,  ; 
^onc  encore 

a*ou 

v,>v,. 

4°  Que  Fi,_2î  Fi,_i,  Fm  présentent  deux  variations  : 

Vj  =  «'j  -h  2. 

En  multipliant y*2 (or)  par  x  —  a  et  ajoutant  Fi,«i,  on 


L 


(3io) 
introduit,  au  moins  une  variation,  et  le  dernier  terme 
—  «Fm-2  +  ^in-i  est  de  signe  contraire  à  F„  : 

C.    Q.    F.    D. 

Cela  posé,  di  visons  y,  (x)  par  x  —  a,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à /„«,  (x)  et/„  : 

X  —  a         **       X  —  a 
La  suite 

(3)  /«.,/-.-.(a),    ...,/t(«),/(a) 

aura,  d'après  ce  qui  vient  d'entre  établi,  au  plus  autant  de 
variations  que  la  suite  de  M.  Laguerre.  Or,  cette  suite 
n'est  autre  que  la  suite  des  dérivées  affectées  de  coefâ- 
cients  positifs. 
En  effet. 


Mais 


/•(^4-«)=/(«)-+-^^=^'-h.. 


^-\fm^\\^a]  arf-'ya] 


1.2.^.  ..(/72  —  l)  I.'2.3.../lf 

d^Oll 

f[x-\-a)_f[a)      r[a)  f-[a] 


^               ^  j.mr-\                   1 . 2 . 3 ...  m 
et  enfin 

(,r  —  fl)*         1.2.3. ../W  l.2.3...(/7t — l)(jr  —  «) 

,     f'W)  ,    /(«) 


(.r  —  ^)'""-'        (j:  —  II)* 


(3u  ) 

Et  comme  la  décomposition  en  fractions  rationnelles 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  la  propriété  est 
établie. 

Il  suit  de  là  que  former  la  suite  des  dérivées,  c'est  en 
Idéalité  faire  une  suite  de  divisions  par  a?  —  a^  et,  comme 
M.  Laguerre  s'arrête  après  la  première ,  le  nombre 
obtenu  par  le  procédé  si  simple  qu'il  a  donné  se  trouve 
compris  entre  le  nombre  des  variations  du  polynôme  et 
le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  dérivées. 

On  pourrait  d'ailleurs  s'arrêter  après  une  quelconque 
(les  opérations. 

Le  nombre  des  variations  obtenues  à  cbaque  instant 
est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  supé- 
rieures a  a. 


SUR  LES    ÉQUATIONS  LINÉAIRES^ 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


I. 

LE  NOMBRE  DBS    IMCOUNUES     EST    ÉGAL    A    CELUI 

DES  ÉQUATIONS. 

^^soLition  et  discussion  dUtn  système  de  n  équations 

linéaires  à  n  inconnues. 

1.  Soient 

X,=  a,jX, -I-  «,,ï.ra-f-  ...  -h  a,,,j:„-f-  K,=  o, 

X,=  «a.,^1  4-  «,,a  r,-h  .  .  .  -f-  lïj.«x«-f-  K,m;  G, 
.....•.•..••• .••......      ••» 

^n'=^  On.xXi  -t    /I«,:X, -4-  .  .  .    +   «•.««•«-f-  K„r_.  O 


(  3.a) 
les  /ïéqualionslinéairesentreIesincounuesXi,Xs, .  .,t«. 
Appelons  A  le  déterminant  des  v?  coefficients  des  in- 
connues, 


A  = 


i,« 


Ol.\ 


i,a 


^3,a 


-l,v 


^ï.v 


i.n 


fl2,ll 


On,\       «n.ï 


^•,. 


flr 


11,11 


et  supposons  A^  o. 

Multiplions  les  éléments  de  la  première  colonne  de  A 
par  Xi,  ceux  de  la  deuxième  par  Xs,  ceux  de  la  troisième 
par  OTs,. . .,  ceux  de  la  dernière  par  Xn\  ajoutons  par 
lignes  horizontales  les  éléments  ainsi  modifiés  et  substi- 
tuons aux  éléments  de  la  colonne  d'ordre  v  dans  A  les 
sommes  ainsi  obtenues^  par  cette  substitution  le  déter- 
minant A  sera  multiplié  par  Xv,  et  Ton  aura 


A.r«r=: 


«M      ^i.a       •  •  •       «c,v— 1       X,  —  R|       fl|, 
^a,i      «2,j       •  •  •       «i,v— I      Xj  —  Kj       Oj, 


v-M 


a 


a 


i.a 


J,« 


•  •         •  • 


^n,l       ^11,  j        •  •  .        ^a,v— I       Xn—  K»       fl«^ 


v+i 


'ii,« 


Le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  membre  peut 
être  décomposé  en  deux  autres,  savoir 


A^v  = 


<^XA 

«.,» 

«l.v-l 

X. 

<»«,v-M 

«1.» 

•     •    # 

•      •     •     • 

X, 

m     %     m     % 

«M. 

•     •    • 

«-,. 

«n.ï 

û«,v-. 

x„ 

«n.v+l 

««,« 

«1,1 

«M 

«l.v-l 

K, 

«I,VH-I 

«... 

•    •    • 

•    •    • 

•     •ta 

K. 

•      *      •      • 

''t.l. 

««,1 

On.l 

fln.v-l 

K„ 

«il.v-l-l 

•     •    • 

fla.a 

Désignons  par  Av(X)  ce  que  devient  A  quand  on 
remplace  les  éléments  rt,.v,  n,  „ .  . . ,  fl„.»  de  la  colonne^ 


(3.3  ) 

d'ordre  v  respectiveroentparXi,Xi;. . .  ,X„,el  soit  A»  (K) 
ce  que  devient  le  même  déterminant  A  quand  on  y  rem- 
place les  éléments  de  la  même  colonne  par  les  quantités 
Kl,  K|, . . . ,  K„  ;  l'égalité  précédente  pourra  s'écrire 

Aj:vH-A,(K)  r=A,(X). 

En  faisant   successivement  v  =  i,  v  =  a,...,v  =  w 
dans  cette  formule,  on  obtiendra  la  série  des  identités 

Ax,+  A,(K)rzrA.(X), 
A.r,+  A,(K)r^A,(X), 


Ax,H-A„(K)rrrA„(X). 

Les  quantités  Ay(X)  sont  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  de  Xi,  X,, . . . ,  X„;  par  suite,  toute  solution 
(lu  système 

ix"  " 

[  X,=zo 

annule  les  déterminants  Av(X)  et  par  suite  satisfait  au 

système 

Ax, -f- A,(K)  — o, 

^  .  Ax,-T-A,(K)=:o, 

i    j 

Ajr„H-A«(K)=::o. 

Inversement,  dans  Thypothèse  admise  deA^o,  la 
solution  du  système  (2)  satisfait  au  système  (1). 

Si  l'on  multiplie  en  effet  la  première  équation  du  sys- 
tème (2)  parâ|A,i,  la  deuxième  par  a^t,,,...,  la  dernière  par 
a^,.,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  obte- 
nues, il  viendra 

H-  «^., A,(K)  -f  ^^.,A,(K)  -I- .  .  .  -f-  a^,nà4K)=.o 


(  3.4) 

OU  bien 

Mais 

ûj,,,A,(K)  -4-  fl^.jAa(K)  -h  ...  -4-  «^.,«A„(K)  —  Kt,A 
est,  au  signe  près,  le  déterminant  d'ordre  /i  +  i 


=:o. 


fi*,i     «jt,ï 


£1 


•,l 


a 


«,» 


«1, 


fï.ï 


«|*,l         «lt.2 


<ïn,i       «n,ï 


«1,11     K., 


^n,/!     K,^ 


•  •       •  • 


(|ui  est  identiquement  nul,  comme  ayant  deux  rangées 
identiques;  Téquation  précédente  devient  donc 

AXi4=o, 

et,  comme  A  ^o,  on  aX^=:  o  pour  toutes  les  valeurs  de  fi 
depuis  fx  =  I  jusqu'à  |:x=  /i. 

On  voit  donc  que,  si  A  est  différent  de  zéro,  les  sys- 
tèmes (i)  et  (2)  sont  équivalents,  et  le  système  (2)  donne 
pour  les  inconnues  Xj,  Xj, . .  . ,  a:,,  îles  valeurs  uniques  cl 
déterminées. 

Dtscussi'on, 

2.  Considérons  actuellement  le  cas  oùle  déterminant  À 
est  égal  à  zéro,  et  supposons  en  outre  que  tous  les  déter- 
minants mineurs  d'ordre  supérieur  à  p  [p<^n)  soient 
nuls. 

L'un  des  déterminants  mineurs  d'ordre  p  est  supposé 
différent  de  zéro^  supposons  que  ce  soit  le  'déterminant 


«1,1       ^^,7       •  •  •       Oi,p 


^i.i       ^2,1       '  •  .       ^i,p 


•     •  •    •    • 


fl/,,1      <»/,,: 


'P'P 


(3.5  ) 

Alors  le  système  des  équations  Xj  =  o,  Xt  =  o, . . . , 
X^=  o  sera  satisfait  pour  des  valeurs  uniques  et  déter- 
minées de  Xi,  Xf,  •  •  ")Xp  quand  on  aura  attribué  aux  in- 
connues x^i^  ^fH-s9  •  •  •  9  ^"  ^^s  valeurs  arbitraires,  mais 
déterminées. 

Considérons  le  déterminant 


M 


^».» 


a 


«,9 


a 


/.• 


'1.2 


'P'^ 


^p-Hi,l        ^^-l-«,J 


'.^ 


a 


^'P 


Op,p  ^p,p-^P 

Op-k-a.p       ap.t^,p+^ 


C'est  un  déterminant  d'ordre;? -h  I,  qui,  par  hypo- 
thèse, est  nul. 

Ce  déterminant  est  identique  au  suivant,  savoir 


(^) 


«,» 


«»,» 


/z 


/»'• 


#1 


A 


p-*-»,»       •  •  • 


«■.*- 

V, 

"'./> 

U, 

"p.r 

u. 

"f^.r 

u^ 

où  U|,  Uj,  . . . ,  U^,  pour  abréger,  désignent  les  quantités 

U|  =  X|  —  Hi^p^iJ-'p^.i       Oi^p^-iJOp^i        ... 

Uj=  Xj — a^p^iXp^i —  a^^p^^Xp^t        ... 


U,.^=: 


Si  l'on  décompose  ledéterminant  {a)  enune  sommede 
déterminants,  les  coefficients  de  x^+i,  x^î,  . . . ,  x.  sont 
des  déterminants  mineurs  de  A,  qui,  par  hypothèse,  sont 


(3.6) 

nuls;  par  suite,  (a)  prend  la  forme  plus  simple 

^i,p  X.,  —  K| 

Oi^p  X? —  Kj 


a 


/»'• 


•  •  « 
^p.1 


«yK-«,l        «p-4-«l,1 


Z»-*^ 


le  délerminant  (a)  étant  nul,  ou  aura 


=«,• 


'».« 


a 


1.» 


'a.a 


/z 


>.« 


a 


/».' 


û/>-4-a,i       û/>-t-a,2 


1,1 


^2.» 


tf 


i,a 


A 


>,3 


» 


p.' 


'/»>' 


'.f 


a 


î.p 


X. 
X, 


"P'P  ^p 

Ot,p         K| 
«1./»         K, 

•  •  •  •   • 

^p»p  ^p 

^p+^,p  ^p-htL 


=  G. 


Si  l'on  considère  un  système  de  valeurs  de  j:i,  x,, . . . , 
jTp, . . . ,  .Tm  qui  annulent  Xi,  Xt, .  •  ' ,  X^  (ce  système, 
comme  nous  l'avons  vu,  est  formé  par  des  valeurs  arbi- 
traires de  J^p+i,  Xp+j,. .  -n  Xn  et  par  des  valeurs  corres- 
pondantes déterminées  de  Xi,  x^, . .  • ,  x^),  pour  ces  va- 
leurs, Téquation  précédente  se  réduira  à 


^iH-9.  y^ 


^/M- 


^M 


a 


i,> 


a 


•./» 


•  •  •      •  •  • 


«a. 


a 


p'P 


a 


M 


a 


•,» 


'•./» 


^M 


^a,» 


•  •  • 


a 


^'P 


^\.p-t-\ 


a 


P,\ 


a 


/».» 


/7 


/»'P 


K 


p 


^/»+«,i     ''/>+*,? 


Op+^,p     K.^-+-« 


(3.7) 
et,  comme  le  multiplicateur  de  X^^-a  ^st,  par  hypothèse, 
différent  de  zéro,  l'équation  X^.h»  =  o  ne  pourra  être 
satisfaite  pour  les  valeurs  des  inconnues  qui  annulent  Xi, 
Xf.  . . .,  Xp,  que  si  le  déterminant 


(«') 


a 


•.» 


Oi 


«>,i 


^P.3 


a 


2.p 


a 


û/>-Ht,l         <'/»-!-«,  3 


i»'/» 


^p+a.p 


K. 
K, 

•   • 

K„ 


K 


•/»+« 


est  nul.  Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul,  Téqua- 
tien  X^HHi  =  o  est  incompatible  avec  les  p  premières 
équations^  il  y  aura  donc,  dans  le  système  proposé,  au- 
tant d'équations  incompatibles  avec  Xi  =  o,  Xj  =  o, 
.  . ,  Xp=  o  qu'il  y  a  de  déterminants  («')  différents  de 
zéro.  Si  {af)  est  nul,  X^^^  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène  deXi,  Xj,  . . .,  X^,  définie  par  Pidt^nlité 


«1.1 

•  •  • 
^p.i 


•  •  • 
Op.7 


a 


X. 
X, 


a 


P'P 


'p 


^p-¥m,\       Op-t-a,i 


^p-i-;p       '*•/»•+-« 


=:  O. 


Cas  OÙ  le  système  proposé  est  homogène, 

3.  Ce  qui  précède  montre  que,  dans  le  cas  où  A  est 
différent  de  zéro,  un  système  linéaire  et  homogène,  dans 
lequel  le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  incon- 
nues, ne  peut  être  satisfait  que  pour  des  valeurs  nulles 
des  inconnues. 

Si  A  =  o  et  si,  en  outre,  tous  les  déterminants  mineurs 
d'ordre  supérieur  à  p  sont  nuls  sans  que  tous  les  déter- 
minants d'ordre />  soient  nuls,  la  discussion  précédente 


(  3.8) 
montre  que,  sî  le  déterminant 


a 


«.I 


i.i 


«a.i       «M 


^P,\      ^p,i 


"\.p 


*p,p 


est  diflerent  de  zéro,  les  équations  Xi  =  o,  Xs  =  o,  . . 
Xp=o  sont  satisfaites  pour  des  valeurs  arbitraires  • 
x^i,  Xp^.5,  . . .,  j:„  et  des  valeurs  déterminées  corre;- 
pondantes  de  jTi,  x^^  . . .,  Xj,\  les  équations  Xp^i  =  ^ 
X^î  =  o,  . . . ,  X„  =  o  seront  satisfaites  pour  les  mèm^^ 
valeurs  des  inconnues.  Ces  n  — j?  équations  sont  des  coi^ 
séquences  des  p  premières;  il  n'y  a  jamais  incompatK^ 
bilité,  puisque  les  déterminants  tels  que  [a!)  sont  nuK  -^'* 
d'eux-mêmes. 

Les  quantités  X;»+a  sont  des  fonctions  linéaires  de  X 
X3.  . .  . ,  Xp  définies  par  la  relation 


de 
^e$ 


a 


i,j 


'«,» 


a 


P'* 


a 


P'* 


*/H-«,l        "p-\-9.,1 


X, 


=  0. 


"P'P        ^p 


II. 

LE  NOMBRE  DES  ÉQUATIONS  SURPASSE  CELUI  DES  TNCOHHCBS. 

4.  Supposons  d'abord  que   Ton    ait  un   système  de 
n  +  I  équations  à  n  inconnues,  savoir  : 

X,     =  Oi,!X,  -h  a,,j Xj  -f- .  .  .  -h  flr,,»J:«  -♦-  fli.m-i  =  o, 


X||^.|  —  A|i4-l.i'^i  +  ''«-♦-l.i^î  -h  ...  -h  On+i,nJ^m  ~^  ^«+i.ii4-l 


(3>9) 
Cherchons  la  condi  lion  pour  que  ces  équations  soient  com- 
patibles. Désignons  par  A  le  déterminant  d'ordre  n-h  i 


Ar= 


i,t 


'7,t 


1.» 


a 


i,»-»-« 


a 


3.2 


^i,n-k-i 


^n+\,t       ^«1+1,1 


a 


iH-i,iH-l 


on  aura  aussi  identiquement 


(3)         A  = 


l.l 


rz 


»,• 


'i.j 


»a.2 


H 


•  ,» 


'ï.n 


X. 

X, 


^11+1,1       ûii-4-i,:        •  •  •        ^ji-f.|,n       Xh^i 


Si  les  équations  Xj  =  o,  X,  =  o,  . . . ,  X^^.!  =  o  admet- 
tent une  solution  commune,  l'équation  précédente 
montre  qu'on  devra  avoir  A  =  o;  par  suite,  A  =  o  est 
la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations  proposées 
soient  compatibles. 

Inversement,  supposons  que  A  soit  nul  et  supposons, 
de  plus,  que  Tun  des  déterminants  mineurs  de  Ad'ordre  /z. 
formé  avec  les  coefficients  des  inconnues,  soit  différent 
de  zéro,  par  exemple  le  déterminant 


^M  = 


a 


M 


l.i 


a 


ï.i 


a 


3.3 


^tt— l.l         ^u— 1.3 


^|A-»-l.l         ^H-»-l.3 


'«l-f-IJ         "fl+1,3 


^3,« 


a. 


■UH 


'j*4-i,n 


*n-hî.n 


les  équations  Xj  =  o,  X,  =  o,  . . . ,  X^-i  =  o,  X,n-i  =  o, 
. . . ,  X„^i  =  o  admettront  une  solution  unique  et  déter- 
minée.   D'ailleurs,    l'équation    A  =  o    peut    s'écrire, 
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d*après  (3), 


A=: 


(4) 


A(/i-+-  i)X„+,  —  A(/i)X„-<-  ... 
±:  A(fjL—  i)X^_,=p  .  .  .  dr  A,X, 


=  o. 


Pour  les  valeurs  dexi,  Xj,  . .  . ,  x„  qui  annulent  Xi,  X,, 
. . . ,  X^_i,  X^,,  . . . ,  X„+i,  Fidentilé  (4)  se  réduit  à 

A(fA)X^=:  O, 

et,  comme  A(|ut)  est  supposé  différent  de  zéro,  pour  ces 

valeurs  on  aura  aussi 

X^=:o, 

c'est-à-dire  que  les  n  4-  i  équations  proposées  sont  com- 
patibles. 

On  voit  donc  que  si  les  déterminants  mineurs  de  A, 
coefficients  de  ûi,„4.i,  ûi,„+i,  . .  -,  a„+i,„+i,  ne  sont  pas 
tous  nuls,  la  condition  A  =  o  indique  que  les  équations 
proposées  ont  une  solution  commune.  Si  tous  les  déter- 
minants mineurs  de  A  d'ordre  supérieur  k  p  et  ne  ren- 
fermant pas  les  éléments  «1,,^.!,  rtf,n+i,  •  -  • ,  ^n^t^n^t  sont 
nuls,  et  si  un  déterminant  d'ordre  p,  par  exemple 


*^l.l  ^1,2  •    •    •  ^^\,p 


ûî,l  ^i.i  •    •   •  Oj^p 


•    •*  •••  •• 


a, 


p,\     ^p,t      •  •  •      ^p,p 


est  différent  de  zéro,  les  équations  Xj  =  o,  Xj  =  o,  .  .  . , 
X^=  o  admettent  pour  0:1,0:2,  .  . . ,  x^  une  solution  dé- 
terminée quand  on  donne  à  Xp^,,  x^^..,  .  . . ,  x„  des  va- 
leurs arbitraires,  mais  déterminées. 

En  opérant  comme  pour  la  discussion  d'un  système  de 
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n  équations  à  n  inconnues  ( 


i.i 


i.ï 


a 


M 


a 


a 


P.« 


2,2 


'^.' 


t^-Ml.l         '*p-¥^i.7 


l.i 


1,\ 


';».• 


/7 


1.2 


n 


»,2 


a 


p.a 


n^  2),  on  arrive  à  l'identité 


a 


i.p 


i.p 


X. 
X, 


^p-hu,p       ■**•/>+« 


a 


x.p  "I.IH-I 


».p 


^1 


<ïj»-Mi,i       ^^-Mi.a 


^i»,^  ^p,n-¥\ 


^p-ha.p       ^p+^,H-i-i 


=  O. 


Pour  un  système  de  valeurs  de  Xi,  x,,  . . .,  x„  qui 
annulent  Xi,  X,,  . . .,  X^,  cette  identité  se  réduit  à  la 
suivante  : 


a 


i.i 


a 


1.2 


a 


»,• 


fj.j 


a 


a^ 


•  •   •  •    •    • 


^p.l 

«/».2          • 

«..1 

«1,2 

«2,. 

«2,5 

^ 


/>'/» 


^p-\-9. 


«..i 


a 


l,IM-l 


^2./» 


(l 


Ml-Kl 


'/»>• 


>.» 


'^/» 


r-p 


a 


p.n-^y 


^p-^^.\       "p-»-a,2 


Of^.9..p       ^p-\-9.,n^\ 


Si  donc  le  déterminant 


=r  o. 


(«) 


«M 


/Z 


/»' 


1,2 


^2.2 


'/».' 


n 


'./' 


<7 


2./. 


a 


P'P 


a 


i,»-f-i 


«J.«-HI 


>,"  +  • 


^p^^,p         ^p^tL,lt-hl 


^«/i.  ^  Mathémae.,  3«  série,  t.  XIX. (Juillet  i88o.) 


9.1 
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est  diflerent  de  zéro,  l'équation  Xp^=  o  ne  peut  être 
satisfaite  par  les  valeurs  des  inconnues  qui  annulent 
Xf,  Xs,  •  • .,  X^;  l'équalion  Xp4.a=  o  est  donc  incom- 
patible avec  les  équations  X|  =  o,  Xt  =  o,  . . . ,  Xp=  o, 
quoique  A  soit  nul. 

Le  nombre  d'équations  incompatibles  avec  X|  =  f>, 
Xs  =  o,  . .  •  9  Xp  =  o  est  égal  au  nombre  de  détermi- 
nants de  la  forme  (S)  qui  ne  sont  pas  nuls. 

5.  D'une  manière  générale,  considérons  un  système 
de  /}  +/'  équations  à  n  inconnues,  et  proposons-nous  de 
chercber  les  conditions  de  compatibilité  des  équations  de 
ce  système. 

Soit  le  système 

Xi  =    flijiT,    -h    <Z|,sJ*a    -*-...-+-    r?,,„.r,    -h    /ri,»4.,    =o, 
Xa=    ^a,iJ?i    -H    «i,i-»a    -f- .  .  . -h     rti.«J-«    -4-    ^a.»4-i     =0, 


X«r=:    /?«,ia:,     -H    /Ir^sX,     h-  .  .  .  -+-    // 


A  »•*'■ 


-+-   ^«.M^    =o. 


Supposons  d*abord  que  Tun  des  déterminants  d*ordre  H, 
formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  de  n  des  équa- 
tions précédentes,  soit  différent  de  zéro;  supposons  que 
ce  soit  le  déterminant 


«..1 

«M 

•     •     • 

«..« 

^>.t 

«1.» 

•     •     • 

«1.1. 

•  .  • 

•  .  • 

•     •     • 

•   •   • 

^.1 

««.» 

•     •     • 

«I..H 

Considérons  le  déterminant  d^ordrc  n  + 1 


a 


i.i 


n 


1.» 


a 


I.M 


'«J.l  «8.J 


rz 


»," 


'I.IM-I 


^a,iH-i 


M»)  = 


A 


«.I 


'•.1 


^».n  ^«.*4>l 


<*«-♦-»,  I       ^<i.«-».» 


^»4>v«ii        «»4^,»^l 
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Oa  aura  identiquemeul 


(r>)  s'u]  = 


^M 


«M 


a 


a.» 


•    •    • 


«a+v.!       «ji+v.a 


'•,• 


«>.. 


X. 
X, 


'n+v.a 


»^v 


Comme  A^o,  les  éqnalions 

X|=:Oy       X3=:  O,        ...1       Xa  =  0 

admettent  une  solution  unique  et  déterminée;  si  l'équa- 
tion X„^.«=  o  doit  être  compatible  avec  les  précédentes, 
il  faudra  que  Ton  ait  A(v)  =  o.  Les  équations  A(i)  =  o, 
A(a)  =  o,  •  •  •,  ^(p)  =  o  seront  donc  (dans  le  cas  de 
A^o)  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  n-^-p 
équations  proposées  soient  compatibles. 

Ces  conditions  sont  aussi  suffisantes»  car  l'identité  (5) 
devient 


«l.l 

«.,î          • 

•     « 

«..a 

X, 

«1.1 

«..»          . 

»     • 

«J.a 

X, 

•  •  • 

•  •  •          < 

»    •    « 

1           •  •  • 

•    • 

««.I 

«a.i 

►     .      1 

o*,» 

X. 

«a+»,i 

«a^.l        < 

k     •     i 

«M-.,» 

x^ 

=  o, 


et,  par  suite,  le  système  de  valeurs  des  inconnues  qui 
annule  Xi,  Xt,  •  •  • ,  X^  annule  aussi  X,^^,  puisque  A  est 
toujours  supposé  différent  de  zéro.  Par  suite  enfin  , 
A(i)  =  o,  A(2)  =  o,  •..,  A(p)  =  o  sont  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  n+p  équations 
proposées  soient  compatibles,  sous  la  condition  A^o. 

Dans  le  cas  où  les  n-hp  équations  proposées  sont 
compatibles,  tous  les  déterminants  d'ordre  n  + 1  formés 
avec  les  coefficients  de  //  + 1  des  équations  proposées 
sont  nuls. 
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Cela  résulte  de  la  proposition  établie  au  n^  4. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  détermin 
d'ordre  supérieur  à  q  que  Ton  peut  former  avec  les  c 
ficients  des  inconnues,  en  prenant  pour  éléments  d' 
rangée  les  coefficients  d'une  même  équation  et  [ 
éléments  d'une  colonne  les  coefficients  d'une  même 
connue  dans  les  mêmes  équations,  soient  nuls,  et  qv 
déterminant  d'ordre  q 


i.i 


a 


1.2 


a-. 


,\ 


'^« 


ûï,2 


'^» 


'.9 


a 


».« 


a 


91 


soit  différent  de  zéro.  On  établira,  comme  on  Ta  fai 
n^  2,  l'identité 


•  •  • 

•  •  • 


a 


i,a 


«2.2 

•  •  • 

^q-k-v.,"* 


a, 


^» 


'f-Mi,!        ^q-i-9,t 


Cela  posé,  si  le  déterminant 


a 


\,q 


a 


M 


^q.q 


a 


q-^,q 


a 


'.9 


'»,» 


a 


9  9 


X. 
X, 


«a.n-i-i 

•    •     •    • 


^q-^n.q       «ç^a.N-i-i 


=^  O, 


(6') 


«l.l  «1,1 

«J,l  «1,2 


^^.1 


'f.» 


«f4-«.l         «f-«-«.2 


'.ff 


^'.ff 


'l,<l-«-l 


«»,lf-»-l 


«^•«-«.9       «f-|.«,iH-i 
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esi  différent  de  zéro,  l'équation  X^4.,=  o  sera  incompa- 
tible avec  le  système  Xi  =  o,  Xj  =  o,   . . . ,  X^  =  o  ;  si 
le  déterminant  (£^)  est  nul,  X^^«  =::  o  est  au  contraire 
compatible  avec  Xi  =  o,  X^  =  o,  . .  • ,  X^  =z  o. 

Par  suite,  les  équations  A(i)  =  o,  A(2)  =  o,  ..., 
li{p)  =  o  n^entrainent  plus  la  compatibilité  des  n -h  p 
équations  proposées. 

III. 

LE  KOMBRE  DBS  INCONNUES  SURPASSE  CELUI   DES  ÉQUATIONS. 

6.  Considérons  le  système  de  n  équations  k  n  -\-  p  in- 
connues 


Xj  :=:  /l3,i<3:i  •+-  ii2,i^i  -f-  .  .  . 


K, 


-f-Ka=0 


Xn  —  On,\^\  -f-  O^^i.T-x  -f-  .  .  • 


+  K„=:0. 


Si  un  seul  des  déterminants  d^ordre  n  formés  avec  les 
coefficients  de  n  des  inconnues  dans  les  n  équations  est 
différent  de  zéro,  le  système  proposé  admet  une  infinité 
de  solutions. 

Si  tous  les  déterminants  dWdre  supérieur  à  ^  (^  <^  n) 
formés  avec  les  coefficients  des  inconnues  sont  nuls,  et 
qne  le  déterminant 


«i.i     fli.» 


^2,1         «1,2         • 


ûj.f 


^».9 


•    •  •  •    • 


I    «?•       ^f.' 


•     •  •    • 


.  .  •        €1 


îf 


soit  différent  de  zéro,  nous  pourrons,  comme  au  n*2, 


établir  l'identité 


/ 


(6) 


1.» 


^h^ 


^f.» 


a 


a 


^« 
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'l,ï 


'».> 
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i.a 


«a,a 


•  •  • 


'f.« 


^^•«.«.i      ^f-f«,a 


Si  donc  le  déterminant 


«'.f 

X. 

"M 

X. 

•  •  • 
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^f.f 

X, 

^q^,q 

^q+m. 

^•'f 

K, 

««.f 

K. 

•  •  • 

•  • 

''î.» 

K» 

«»+.., 

^•<-« 

=  o, 


«M 

«i.a 

•  •  • 

«..» 

K, 

«>,. 

«i,a 

•  •  • 

"'.1 
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•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

•   • 

«^• 

"f.» 

•  •  • 

"1.1 

K, 

^f+«.i 

"î+ii.» 

•  •  • 

"l-M'.l 

K,^ 

est  différent  de  zéro,  Téquaiion  X^^=  o  est  incomp- 
tible  avec  Xi  =  o,  Xj  =  o, . . . ,  X^  =  o. 

7.  Si  les  équations  proposées  sont  homogènes,  c'est-â- 
dire  si  K|  ==  o,  Ks=  o,  • . .,  Ka=  o,  Tidentité  (6)  et 
toutes  celles  qu^on  obtient  en  faisant  varier  a  de  i  « 
n  —  </,  prennent  la  forme 


(7) 


«1,. 

«l.t 

•      •      • 

«'.» 

«»,l 

«»,J 

•     •      • 

«»,» 

•   •   • 

•  •  • 

•      •     • 

•  •  • 

"».- 

"».» 

•     •     • 

"11 

^f-Hi.< 

<'f+«.t 

•     •     • 

«f+..f 

X, 


=  o. 


etréquationX^«=:  o estcompatibleavecles^ première!* 


(3a7) 
l.a  quantité  X^4«  est  une  fonction  linéaire  et  homogènede 
Xi,  Xf,  •  •  M  X^,  et  par  suite  les  n  équations  du  système 
proposé  se  réduisent  à  q  d'entre  elles.  Ces  q  équations 
Xi  =  o,  Xt  =  o,  • . .,  Xç=  o  sont  indépendantes,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène 
entre  leurs  premiers  membres.  Si  Ton  avait,  en  effet, 
entre  Xi,  X|,  . .  • ,  X^  une  relation  de  la  forme 

(8)  X,X,-hX,X,-f-...-+->,X,=  o, 

on  en  déduirait 


^«.f  ^»  -*-  ^J.y^a  -I-  ...  -h  Oq,q\  :^  O, 


UVlll 


<»l,l 

'»t,l 

•   .   • 

«î.l 

^.,» 

««,« 

•   •   • 

«».' 

... 

•  «  • 

.    •    • 

•  •  • 

«I.y 

«».» 

•    .    . 

"1.1 

=:.  O, 


l^  premier  membre  étant  un  déterminant  que  nous 
•tfons  supposé  différent  de  zéro,  Téquation  (8)  ne  peut 
pas  avoir  lieu. 

8.  Nous  allons,  en  terminant  cette  question,  donner 
la  démonstration  d'une  proposition  générale  qui  renferme 
comme  cas  particuliers  les  théorèmes  suivants  de 
M.  Yentéjol  (Théorie  de  V élimination ,  février  1877): 

I*  «Si,  dans  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes  à  n+p  inconnues,  un  déterminant  d'ordre 
(n  —  i)  est  différent  de  zéro,  pour  que  ces  équations  se 
réduisent  à  (  /i  —  1  )  distinctes,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  p  -hi  déterminante  d'ordre  n  formés  par 
Us  n  —  I  colonnes  qui  donnent  le  déterminant  différent 
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de  zéro  et  chacune  des  p  -f- 1  autres  soient  nuls  à  la 
fois. 

7?  Si,  dans  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes  à  n  -\-  p  inconnues ,  un  déterminant  d* ordre 
n  —  I  est  différent  de  zéro,  et  que  les  p  -h  i  détermi- 
nants d'ordre  n  formés  parles  n  —  i  colonnes  qui  don- 
nent le  déterminant  différent  de  zéro  et  chacune  des 
p  -\-  i  restantes  soient  nuls  à  la  fois,  tous  les  autres  dé- 
terminants d'ordre  n  tirés  du  système  proposé  seront 
aussi  nuls, 

3^  Si,  da  ns  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes  à  n-i-  p  inconnues,  tous  les  déterminants 
d'ordre  n  —  i  sont  nuls,  et  qu'un  déterminant  d'ordre 
n  —  1  soit  différent  de  zéro,  le  système  se  réduit  à 
n  —  2  équations  distinctes. 

4°  Si  tous  les  déterminants  d'ordre  n  —  a  sont  nuls 
et  qu'un  déterminant  d^ ordre  n — 3  soit  différent  de 
zéro,  le  système  proposé  se  réduit  an  —  3  équations 
distinctes. 


Supposons  à   cel  effet  qu'ua  déierininaiit    d'ordre  </ 
(<7  <]  /i)  soît  différent  de  zéro  \  soit,  pour  fixer  les  idées, 
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ce  déterminant,  et  considérons  le  déterminant  d'ordre 
q  4- 1 
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Nous  désignerons  ce  déterminant  par  A  (a,  i),  en  po- 
sant, d'une  manière  générale, 


A(«,p) 


a, 


q,\ 


•  •  • 
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'>.^ 
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f.^ 


^^-Mi.l        ^y+a,a 


^ç-+-a.ç       <Zç.f«,^p 


En  opérant  sur  le  déterminaot  A(a,  i)  comme  nous 
Pavons  fait  dans  les  n^*  1  et  2,  on  obtiendra  Tidentité 


(9)A(a,i)x,^.,= 


M 


'î.i 
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^9-*-«,*4-^  •''«+I»» 


et,  par  suite,  en  développant  et  faisant  usage  de  la  notation 
adoptée,  il  viendra 


A  ;  a,  I  ]  .r^+i  -f-  A  (  a,  2  )  Jr^^_,  -4-  ...  -4-  A  (  a,  /i  -+-/?  —  7  )  ^i 


H-»-;» 


(.o) 


'l.t 


^i.l 
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Pour  que  les  équations  données  se  réduiftent  aux  q 
premières,  savoir 

Xi  =  o,     Xjmo,     •••>     Xy=o, 

il  faut  que  toute  solution  de  ces  équations  satisfasse  à 
Téquation 

X^^a^^=  O, 

pour    toutes   les   valeurs  de  a   depuis    a  =  i    jusqu'à 
oL:=^n  — q. 

Or,si  Tondonneà  j:^^i, x^,, . .  •,x„4.^des valeurs  tout 
àfaîtarbitraires,leséquationsX,  =  o,X,=  o, . . ,  ,X^  =  o 
fournissent  pour  jCi,  jTi, •••i  x^  des  valeurs  fonctions 
déterminées  de  x^^t  i  •  •  •  «•  «^n+p*  Pour  ces  valeurs  Xt ,  Xa, . . . , 
X^,  X^^^  devront  s'annuler;  par  suite,  on  doit  avoir, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  0:^4.,,  • .  •  ^x,,^.^, 

L'équation  (i  i)  devant  subsister  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  x^^i^  ^7+t«  •  •  •  >  ^n+py  on  devra  avoir 

A(a,l)=o,      A(a,2)=o,      ...»      à(a,n  -h  p  —  q)  z=zo^ 

et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  a  depuis  a  =  1  jusqu'à 
az=z  II  —  q. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  «Si  le  déterminant  d* ordre  q  désigné 
plus  haut  est  différent  de  zéro,  pour  que  les  équations 
proposées  se  réduisent  aux  qp  rentières,  il  faut  que  tous 
les  déterminants  A  (a,  (3)  obtenus  en  faisant  varier  a 
de  là  n  —  qet^deiàn-^p  —  q  soient  nuls. 

L'identité  (10)  montre  d'ailleurs  que,  si  les  détermi- 
nants  A(«,P)  obtenus  en  faisant  ^varier  a  depuis  i 
jusqu'à  n^qet^  depuis  i  jusqu'à  n -hp  —  q  sont  nuls. 
If  s  quantités  X^^  sont  des  fonctions  linéaires  et  komo- 
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gènes  de\^ ,  Xi,  .  •  • ,  X^  ef,  par  suite,  toutes  les  équations 
se  réduisent  aux  q  premières. 

En  suivant  la  même  méthode,  on  démontrerait  aisé- 
inent  que  tous  les  déterminants  d'ordre  ^  + 1  sont  nuls, si 
les  équations  proposées  se  réduisent  à  q  d'entre  elles, 

[A  swWe.) 

REIARQHE  SUR  LA  COMPOSITION  DE  HATHÈMATIQUES 
PROPOSEE  EN  1879  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  ; 

Par  un  ABONNÉ. 


1  •  Etant  donnés  une  conique  K  et  un  point  Ositué  sur 
cette  conique,  on  sait  que,  si  Ton  fait  tourner  les  côtés 
d'un  angle  droit  ayant  pour  sommet  le  point  O  et  si,  aux 
points  où  ils  rencontrent  la  courbe,  on  lui  mène  des 
tangentes,  le  point  de  rencontre  de  ces  tangentes  décrit 
une  droite  ù. 

Cette  droite  ^  (que  Ton  peut  appeler  l'adjointe  du 
point  O  relativement  à  la  conique)  peut  se  déterminer 
de  la  façon  suivante  : 

Par  le  point  O,  menons  deux  droites  isotropes  cou- 
pant la  courbe  aux  points  let/:  la  droite  1/ est  l'adjointe 
du  point  O. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  qu'une 
droite  isotrope  est  perpendiculaire  à  elle-même. 

2.  Soient  une  conique  donnée  C,  ayant  pour  centre  le 
point  O,  et  un  point  fixe  M;  on  considère  un  diamètre 
quelconque  de  la  conique  ;  par  ses  extrémités  et  le  point  M 
on  mène  un  cercle  dont  le  centre  décrit,  quand  le  dia- 
mètre tourne  autour  du  point  O,  une  conique  K  passant 
par  le  point  O. 
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Il  s^agit  de  trouver  Fadjointe  du  point  O  relativement 
à  K. 

Soit  01  une  droite  isotrope  passant  par  le  point  O;  le 
cercle  passant  par  les  extrémités  de  ce  diamètre  et  par 
le  point  M  se  compose  d'abord  de  01  et  de  la  droite 
isotrope  de  système  opposé  MI  que  Ton  peut  mener 
par  le  point  M.  Le  point  de  rencontre  p  de  ces  deux 
droites,  étant  le  centre  du  cercle,  est  sur  la  courbe  K. 

Semblablement,  si  Ton  considère  les  deux  autres  droites 
isotropes  OJ  et  MI  qui  passent  respectivement  par  les 
points  O  et  M  et  qui  se  coupent  au  point  q ,  on  voit  que  a 
est  sur  laconique  K. 

Les  points  p  eiq  sont  donc  les  intersections  de  Kavec 
les  droites  isotropes  qui  se  croisent  au  point  0\  pq  est 
donc  Tadjointe  du  point  O. 

Il  est  visible  d'ailleurs  que  la  droite  pq  passe  par  le 
milieu  du  segment  OM  et  est  perpendiculaire  i  ce 
segment*,  la  proposition  énoncée  dans  le  sujet  de  la  com- 
position est  donc  démontrée. 


CORRESPONDANCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

J'ai  publié  dans  le  numéro  de  mai  des  Nouv^elles 
Annales  un  article  intitulé  Sur  un  procédé  d^ élimina' 
tion,  et  j'ai  donné  comme  application  une  manière  de 
former  Téquation  aux  puissances  n  des  lacines  d'une 
équation  algébrique  donnée  de  degré  m  [m  étant  plus 
petit  que  n  ou  égal  à  n),  J* aurais  pu  ajouter  que  la  dé- 
monstration que  j'ai  faite  justifie  également  la  méthode 
très  élégante  au  moyen  de  laquelle  on  forme  l'équation 
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en    r   résultant  de   l'élimination  de  x  entre  les  deux 
équations 

(i)  f[x]  =  k^x*-ir  kxJcr-'-\-  ...  -I- A«  =  o, 

On  sait  que  la  fonction  rationnelle  la  plus  générale 
d^une  racine  de  Téquation  (i)  peut  être  exprimée  par 
une  fonction  entière  de  degré  m —  i  de  cette  racine,  par 
conséquent  par  une  fonction  de  la  forme  (a)^  ce  pro- 
blème est  donc  le  plus  général  de  son  espèce. 

Voici  la  méthode  que  l'on  emploie  pour  obtenir  Téqua- 
tion  transformée. 

De  l'équation 

on  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres.par  x  et  en 
remplaçantx^parsa  valeur  tirée  de  l'équationy*(x)=  o, 

PoîPn  .  •  «9  (3,„_i  étant  des  fonctions  deao,  a^,  .  .  .,  a^_, 
et  des  coefGcients  dey*(x)  =  o  aisés  à  déterminer. 

En  multipliant  ensuite  les  deux  membres  de  Féqua- 
tion  (3)  par  x  et  remplaçant  encore  x*"  par  sa  valeur 
tirée  dey(j:)  =  o,  on  aura 

(4)  x»7  =  7,-4-7,a:4-7j«*-f-.  .  .  -4- 7m-i J^""' , 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
Les  équations 


-*-  OLtu^^af^^  4-  ...  4-  ai  x'  -4-  a,  X  -4-  a«  —  x    =  ^i 
i    P— ,.r— '-l-p^ia— >-♦-  ...  -hp,x»-4-(p.— 7)x-l-p.=:0, 


( 


(Xii«,— /)x*-'-4->»-,.«""''4-  .  .  .  -4-X,x»-h>,x-h>«  = 
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considérées  comme  linéaires  en  J^""*,  x*""',  .  ♦ .,  x,  x*, 
admettant  une  solution  différente  de  zéro,  le  dëtemii- 
nant  "^ 

p«— I        p«_i        ...         p»        Pi  —  y         p« 

est  nul;  les  équations  (a)  ne  sont  autre  chose  que  les 
équations 

F,  (or)  =  o,     F,  (x)  =  o,     .  .  M     Fi—i  («)  =  o 

de  la  théorie  générale,  comme  il  est  aisé  de  le  voir;  par 
suite,  Téquation  4>(j)  =  o,  de  degré  m,  donne  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  équations 
(i)  et  (2)  aient  une  racine  commune  en  x. 
Veuillez  agréer,  etc. 

BlEBLBB. 


GONGOIIRS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  KOttMALE  SUPÉMEIIRE 

m  1880; 


Composition  en  AlathémaUques. 

Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  con- 
sidère une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  el  la 
génératrice  B  du  même  système  qui  est  perpendiculaire 
à  la  première  ;  par  les  points  a  et  6  où  ces  droites  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  rectiligncs  A^  et  B'  de  Tautre  système; 
soient  a  et  V  les  points  où  les  deux  droites  A^  et  B'  sont 
«rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune. 
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I®  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  6,  et  celui  des 
points  a^  et  Vj  quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde. 

Q?  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
A  et  B'  ou  A'  et  B. 

3*^  Calculer  le  rapport  des  longueurs  afV  et  ab  des 
perpendiculaires  communes,  et  étudier  la  variation  de 
ces  longueurs. 

Composition  en  Physique, 

I.  Un  manomètre  k  air  comprimé  a  ses  deux  branches 
d'inégale  section  ;  la  branche  fermée  a  une  section  S,  et 
la  branche  ouverte  une  section  n  fois  plus  grande.  I.a 
différence  de  niveau  dans  les  deux  branches  est^.  La 
pression  extérieure  ne  changeant  pas,  on  demande  ce  qui 
se  passera  si  Ton  ajoute  un  poids  P  de  mercure  dans  la 
branche  ouverte. 

On  calculera  numériquement  Texemple  suivant  : 
S=  1  centimètre  carré,  /7=a,  y  =  4  centimètres, 
V=  I  centimètre  cube  et  demi  (l'^iS),  P=2o*'',4ï 
D  =  i3,6,  densité  du  mercure. 

II.  Trouver  le  foyer  principal  d'une  sphère  en  verre 
de  rayon  R  et  d'indice  n.  (On  comptera  la  distance  focale 
k  partir  de  la  face  de  sortie  des  rayons.) 

L^expérience  étant  supposée  faite  à  o®,  on  demande 
de  combien  se  déplacera  le  foyer  si  la  température  est 
portée  à  t  degrés,  en  supposant  que  l'indice  —  i  soit 

proportionnel  à   la  densité  I — -— =const.j.  On  dési- 
gnera par  K  le  coefficient  de  dilatation  cubique  du 

verre. 

3 
On  calculera  ensuite  ce  déplacement  pour  /i^=  — 
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QUESTIONS  RETIRÉES  AH  CONCOURS  GÉNÉRAL  BE  1879 
ET  DE  1880  EN  MATHÉIATIOOES  SPÉGIALBS. 


1879.  Étant  donnée  une  équation  du  troisième  degr^ 

x*-h  iïx*4-  6x-+-  cz=zO^ 

calculer  les  coefficients  m,  n,  p    d^un  polynôme  d 
second  degré  mx^-h  nx  -i-p   tel   que  les  valeurs  qu 
prend  ce  polynôme  quand  on  y  remplace  x  successirc^ — 
ment  par  les  trois  racines  de  Téquation  proposée  soienC 
égales  à  ces  trois  racines. 

Réciproquement,  étant  donné  un  polynôme  du  seconJ 
degré  mx^-i-nx-h  p^  calculer  les  coefficients  a,  i,  c 
d'une  équation  du  troisième  degré 

^  ■+-  ax^  -+-  h  .r-h  c  z=zo 

telle  que  la  propriété  énoncée  précédemment  ait  lieu. 

1880.  Le  produit 

est  représenté  par 

A_«  A_, 

.  .  H h  Ao  4-  A,  5  -h  ...  4-  A,»". 


z" 


i^  On  demande  d'exprimer  en  fonction  du  paramètre  q 
les  coefficients  des  différentes  puissances  de  la  variable  z. 

2^  Le  paramètre  q  étant  un  nombre  réel  dont  la  va- 
leur absolue  est  inférieure  à  l'unité,  ou  une  quantité 
imaginaire  dont  le  module  est  inférieur  à  Tonitë,  dé- 
montrer que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque 
de  z  tend  vers  une  limite  quand  n  augmente  indëBni- 
ment,  et  déterminer  cette  limite. 
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COMPOSITION  MATHÉMATIQUE  POUR  L'ADMISSION  A  LtCOLE 
POLYTECHNIQUE  EN  1880.  EXPOSITION  SOMMAIRE  DUNE 
SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE; 

PaA  un  ARCIEN  àhàVE  DB  MaTHIÎMATIQUKS  SPI&CIALBS. 


Soient  M  etN  les  points  ou  l'axe  des  x  rencontre  le 
cercle  x*4-j^*  =  R*5  considérons  une  quelconque  des 
hyperboles  équilateres  qui  passent  par  les  points  M  et  N  ; 
menons, par  unpointQpris  arbitrairement  sur  le  cercle, 
des  tangentes  à  l' hyperbole. 

Soient  Â  et  B  les  points  oit  le  cercle  coupe  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact.  Démontrer  que,  des  deux 
droites  QA  et  QB,  l'une  est  parallèle  à  une  direction 
fixe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  cor~ 
respondante  qui  passe  par  les  points  M  et  N  est  déter- 
minée ;  on  construira  géométriquement  son  centre,  ses 
asymptotes  et  ses  sommets.  Si  le  point  P  décrit  la  droite 
y  z=x,  quel  est  le  lieu  décrit  par  les  foyers  de  l'hyper- 
bole? On  déterminera  son  équation  et  on  le  construira. 

Commençons  par  quelques  remarques.  Appelons  R  et 
S  les  points  d'intersection,  autres  que  M  et  N,  de  Thy- 
perbole  équilatère  et  de  la  circonférence.  Il  résulte  du 
théorème  de  Frégier  que  les  tangentes  enRetS  à  Vhy* 
perbole  sont  perpendiculaires  à  MN  \  par  suite,  le  point 
C,  milieu  de  RS,  est  le  centre  de  l'hyperbole. 

D'après  un  théorème  connu,  les  axes  de  cette  courbe 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  droites  RS,  MN.  Connaissant  le  centre  C  et  les  axes, 
on  a  tout  de  suite  les  asymptotes. 

Âitm.de  Mathémat.,  i*  série,  t.  XIX. (Août  1880.)  ??• 
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Arrivons  à  la  queslioii  proposée.  Lorsque  le  point  Q 
décrit  la  circonférence  donnée,  les  droites  QA,  QB  enve- 
loppent une  courbe.  Du  point  arbitraire  Q  partent  sea« 
lement  deux  droites  QA,QB,  et  il  n^y  a  pas  d'autres 
droites  telles  que  celles-ci  qui  contiennent  Q;  on  ne  peut 
alors  mener  de  ce  point  que  deux  tangentes  à  cette 
courbe  :  donc  c'est  une  conique. 

Cette  conique  a  pour  tangentes  les  tangentes  i  Thy- 
perbole  et  au  cercle  menées  aux  points  M,  N,  R,  S  :  celt 
se  voit  tout  de  suite  en  faisant  arriver  le  point  Q  en 
chacun  de  ces  points  (^).  Mais,  parmi  ces  tangentes,  il  y 
en  a  quatre  qui  sont  parallèles  entre  elles^  celte  conique 
ne  peut  être  alors  qu'une  conique  aplatie,  et  les  quatre 
autres  tangentes  doivent  passer  par  un  même  point  P. 

Toutes  les  tangentes  à  cette  conique  aplatie  sont  les 
unes  perpendiculaires  à  MN  et  les  autres  passent  par  le 
point  fixe  P.  Cela  démontre  la  première  partie  de  la 
question  posée,  et  l'on  voit  en  outre  que /e  point  P  est  le 
pôle  de  MN  par  rapport  à  l'hyperbole  équilatère. 

Le  point  Pétant  donné,  Thyperbole  équilatère  corres- 
pondante est  déterminée,  puisque  Ton  connaît  les  points 
M,  N  de  cette  courbe  et  les  tangentes  PM,  PN  en  ces 
points.  On  peut  ajouter,  d'après  ce  qui  précède  :  Le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O,  milieu  de 
MN,  sur  la  polaire  de  P  par  rapport  au  cercle,  est  le 
centre  de  cette  hyperbole^  et  les  bissectrices  des  angles 


(*)  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  cette  conique  est  applicmbl« 
lorsqu'au  lieu  d'une  hyperbole  et  d'une  circonférence  on  douuc  deox 
coniques  quelconques.  Il  en  résulte  que  la  conique  enTeloppe  des  droites 
telles  que  QA,  QB  est  la  même,  que  le  point  Q  décrire  l'une  ou  l'autre 
des  coniques  données.  Du  reste,  on  peut  dire  quo  cette  conique  est 
l'enveloppe  des  droites  qui  sont  partagées  harmoniquement  par  les  deux 
coniques  données,  et  dans  cetto  génération  rien  ne  distin^e  ces  deux 
dernières  courbes. 
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compris  entre  celte  polaire  et  MN  donnent  les  direc- 
tions de  ses  axes. 

Il  est  très  simple  alors  d*avoir  les  asymptotes  et  les 
sommets  de  cette  hyperbole. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  trouver,  on  voit  que 
les  hyperboles  équilatères  qui  correspondent  aux  diffé^ 
rents  points  d'un  diamètre  de  la  circonférence  donnée 
ont  leurs  centres  sur  ce  diamètre  et  ont  leurs  axes  pa^ 
rallèles  entre  eux. 

Appelons  F,  F'  les  foyers  de  Thyperbole  dont  le  centre 

CR 
est  C,  et  prenons  le  rapport  --^^  Lorsque  P  se  déplace 

sur  le  diamètre  OP,  en  restant  au  dehors  de  la  circon- 
férence, pour  chacune  de  ses  positions,  on  a  une  hyper- 

CR 
bole  qui  donne  un  rapport  analogue  à  —•  Les  droites  telles 

que  CR  sont  parallèles  entre  elles,  ainsi  que  les  droites 
tellesque  CF,  et,  comme  les  hyperboles  équilatères  sont  des 
courbes  semblables,  nous  concluons  que  les  rapports  tels 

que  —  sont  égaux  entre  eux.  Par  suite,  lorsque  P  est 

extérieur  à  la  circonférence  donnée,  le  lieu  des  foyers 
F  est  l'ellipse  qu'on  obtient  en  faisant  tourner  d'un 
même  angle  les  ordonnées  telles  que  CR  de  cette  cir- 
conférence  et  en  portant  sur  ces  droites  des  longueurs 
proportionnelles  à  ces  ordonnées. 

Cette  ellipse  a  pour  centre  le  point  O  et  rencontre  la 
circonférence  donnée  aux  points  I  et  L,  où  cette  courbe 
est  coupée  par  le  diamètre  que  parcourt  le  point  P.  En 
ces  points  les  tangentes  à  cette  ellipse  sont  parallèles  k  CF. 
Une  construction  bien  connue  donne  la  direction  de  ses 
axes  :  il  suffit  de  prendre  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  RF,  RF'.  Mais  ces  bissectrices  sont  la 
tangente  et  la  normale  à  Thyperbole  équilatère  en  R  : 
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donc  cette  ellipse,  lieo  des  foyers  F.  a  an  axe  dirigé  sui- 
▼ant  3IN. 

Enfin,  si  le  point  P.  se  déplaçant  toojours  snr  le  même 
diamètre  OP,  rient  à  Tintérienr  de  la  circonférence 
donnée,  il  lai  correspond  des  hyperboles  éqailatères 
dont  les  axes  transTcrses  sont  perpendiculaires  à  CF.  Les 
foyers  de  ces  courbes  sont  sur  une  hyperbole  dont  le 
centre  est  O,  qai  a  aa  axe  dirigé  saivant  MX,  qui  passe 
par  les  points  I  et  L,  et  qai,  en  ces  points,  rencontre  à 
angle  droit  Tellipse  précédente. 

Diaprés  cela,  l'ellipse  et  l'hyperbole,  lieux  des Joyen 
des  hf'perboles  équilatères  qui  correspondent  aux  diffé- 
rents points  d'un  même  diamètre  OP,  sont  des  courbes 
homofocales. 

Les  foyers  communs  sont  M  et  N.  En  effet,  menons 
an  point  I  la  tangente  à  la  circonférence  donnée;  spp^ 
Ions  E  le  point  oà  elle  rencontre  MN.  Les  tangentes  en  I 
à  Tellipse  et  à  Thyperbole  lieux  des  foyers  rencontrent 
cette  même  droite  en  T  et  U.  Le  point  E  est  le  milieu 
de  TU.  La  circonférence  décrite  sur  TU  comme  diamètre 
a  pour  centre  E  et  pour  tangente  en  I  le  rayon  OI.  On  a 

alors  OT  X  OU  =  51=  5>  •  donc,  etc. 


SI»  LES  TRAJBGTOIIES  B  liN  niNT  liTERlBL  SMUS 
A  L  ACTION  riKB  FOIGB  CENTRALE; 

Pae  m.  a.  legoux, 

Professear  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Noas  ne  nous  occuperons,  dans  ce  qui  va  suivre,  qœ 
do  casdeFattraclion.  La  méthode  s* applique  sans  peine 
au  cas  de  la  répulsion. 
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Si  Ton  représente  par  miii'"  la  valeur  de  rattraction 
et  par  K  le  double  de  Taire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
dans  Tunité  de  temps ,  l'équation  différentielle  de  la 
trajectoire  est,  comme  on  sait, 


I 
ou,  en  posant  z  =  -9 


en  int^rant  une  première  fois,  on  a,  si  ai  +  i  <o, 
B  et  A  étant  des  constantes  définies  par  les  égalités 


B  =  zl^pl-h 


où  Xq  et  Po  sont  les  valeurs  initiales  de  z  et  ~  • 

En  général,  on  ne  peut  pas  intégrer  complètement 
Téquation  (2).  Nous  montrerons  plus  loin  qu'on  peut 
l'intégrer  dans  le  cas  où  B  =  o.  Mais  on  peut,  au  moyen 
de  cette  équation,  indiquer  la  forme  générale  de  la 
courbe,  trouver  ses  sommets,  le  sens  de  sa  concavité, 
ses  asymptotes  et  son  rayon  de  courbure. 

D'abord  on  reconnaît  sans  peine  que  l'équation 

a  au  plus  deux  racines  réelles  positives  ^  elle  peut  avoir 
une  racine  double ,  une  racine  simple  ou  pas  de 
racine  (  '  ) . 

(')  Duis  cet  article  nous  supposerons  toujours  qu'il  s'agit  des  racines 
positives. 
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i"  n  +  i>-o.  —  AetB  sont  positifs,  et,  suivant  que 


on  a  deux  racines,  une  racine  double  ou  aucune  racine 
positive.  On  peut  mettre  l'équation  (2)  sous  la  forme 


dÙz=z 


W-4-I 

z  *    dz 


Si  Ton  désigne  par  z'  et  z!'  les  deux  racines  positives, 
on  reconnaît  que  z  ne  peut  varier  qu'entre  les  limites  z 
et  z'^y  que  par  conséquent  la  trajectoire  sera  comprise 
entre  deux  cercles  ayant  l'origine  pour  centre  et  pour 

rayons  —>  — /,  de  plus,  si  l'on  désigne  par  V  l'angle  delà 

tangente  en  un  point  avec  le  rayon  vecteur, 

Or,  pour  z  =  z'  et  z  =  z" ^  tangV  ==  oo  ;  donc  la  cour 
sera  tangente  aux  cercles  limites. 

Si  z  =  -z',  les  deux  cercles  précédents  coïncident  et 
trajectoire  est  une  circonférence. 

1^  71  -f- 1  <^  o.  —  A  est  négatif  et  B  peut  être  posî 
ou  négatif. 

Soient 

/î  -h  I  m  —  n'y       A  rr:  —  A'; 

l'équation  (2)  peut  s'écrire 

dz 


dQ:=:z 


Ce  cas  en  comprend  plusieurs  autres  suivant  que 

«'>2,     /ï' <  2,     n'  =  i. 
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/i'>2.  —  Si  B>o,  le  polynôme  sous  le  radical  a 
deux,  une  ou  zéro  racines  positives.  Soient  z'  et  z"  ces 
racines,  et  supposons  z'  <^z"\  il  faut,  pour  que  dB  soit 
réel,  que  5  <^  5'  ou  z  >  z",  ce  qui  montre  que  la  courbe 
se  composera  de  deux  parties,  Tune  située  à  Tintérieur 

du  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et -^  pour  rayon, 

l'autre  extérieure  au  cercle  concentrique  au  premier  et 

de  rayon  -7*  D'ailleurs,  la  courbe  sera  tangente  à  ces  deux 

z 

cercles.  Si  z'=  z"^  ces  deux  cercles  coïncident,  et,  s'il  n'y 
a  pas  de  racines  réelles  positives,  z  pourra  prendre  toutes 
les  valeurs  possibles  de  o  à  -t-  oo  . 

Soit  maintenant  B<^o;  le  polynôme  sous  le  radical 
n'aura  qu'une  seule  racine  réelle  z\  et  z  pourra  varier 
depuis  y  jusqu'à  +<x> .  La  courbe  sera  située  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  rayon  ~  • 

//<^  2.  —  Si  B  >  o,  on  a  toujours  une  racine  réelle 
positive.  Soit  2'  celte  racine.  Il  faut  que  z  reste  toujours 
inférieur  à  :;',  c'est-à-dire  que  la  courbe  doit  être  située 

à  l'extérieur  du  cercle  de  rayon  -;• 

Si  B  <^  o,  ou  a  deux,  une  ou  zéro  racines  réelles  po- 
sitives. Soient  5' et  z'\  z'  <C^  z",  11  faut  que  z  reste  tou- 
jours compris  entre  z'  et  z" .  La  courbe  sera  comprise 

entre  deux  cercles  de  rayons  -7  et  -j;  • 

S\  z!  =z  z'\  les  deux  cercles  précédents  coïncident  et  la 
trajectoire  est  un  cercle. 


/i'  =  2  : 


dz  dz 

dO  . irrr^t  :-:  

V^*\  A' —  l)  4-  B 


v/''Ik'-')-"° 
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llaii^cecas,  rioiégratiou  s' cdec tue  facilement,  et  Ton 
rrouve  poor  réc|oation  de  la  trajectoire  : 

I *—  >  o,     3  ^  C  cos  ÂO  —  a], 

ifommeis.  —  Nous  appellerons  sommets  les  points  oà 
U  rayon  vecteur  est  maicimum  ou  minimum  ;  ces  points 
»oni  déterminés  par  l'équation 

l>'Al>i'è»  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  trajectoire  a  deux 
(mniuiotsi  au  plus.  Si  Ton  désigne  par  z'  et  z''  les  deux 
I  AcitiCA  de  rtquation  précédente,  Tangle  compris  entre 
un  rayon  vecteur  maximum  et  un  rayon  vecteur  mi- 
ni niuiu  consécutifs  sera  donné  par  Tiniégrale  définie 


-  '  -  r 


fiz 


M  (il  angUî  W  o<^t  cunimeusurable  avec  û,  la  courbe  est 
In  luciN  ^ii&oit  cilcv'kï  com[>Ode  d'une  intinité  d^arcs  égaux. 

{'i»/tiiis'itv,        CanimcN  Japrès  réi|uation  i^i), 


I  r 


t  .1  (  iMi.^i.titnuiMa  [io>ilif»  la  trajectoire  tournera  toujours 
Il  iMti  i\iU'  vi'tv  le  cvntït;  (.rattrjieliou. 

/.Il  '/./'/o/*  A-       Il  u\  a  pa*  d'jtsymptotes si  «  -+-i>o. 
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puisque  la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  deux 
cercles  concentriques. 

Supposons  donc  /i  -t- 1<^  o.  Pour  qu'il  y  ait  des  asym- 
ptotes rectilignes,  il  faut  que,  z  tendant  vers  zéro,  0  tende 
vers  une  valeur  finie  ainsi  que  la  sous-tangente  en  coor- 
données polaires. 

Or,  si  Ton  fait  décroître  z  jusqu'à  zéro,  la  sous-tan- 

-                 d^  ,.     .       I 

génie,  qui  est  représentée  par t->  a  pour  limite  -^. 

Donc  il  faut  d'abord  que  B  soit  positif.  Dans  le  second 
membre  de  l'équation 


si  z  décroit  depuis  une  quantité  très  petite  z^  jusqu'à 
zéro,  la  difTérentielIe  conserve  une  valeur  finie;  donc  6 
tendra  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque  z  ten- 
dra vers  zéro.  Commed'ailleurson  peut  prendre  devant  le 
radical  le  signe  -h  ou  le  signe  — ,  un  aura  généralement 
deux  directions  asymptotiques. 

Rayon  de  courbure.  —  Rappelons  la  formule  qui 
donne  l'expression  du  rayon  de  courbure  en  coordon- 
nées polaires  : 


I  ai' 


='(-S) 


Péréquation  (i)  on  lire 

d'z 

de  l'équation  (2)  on  tire 


.-H-..,  =  ~3-(-'), 


fiz^ 


Substituons;  il  vient 


Celte  valeur  de  p  paraît  assez  compliquée  dans  le  cas 
général;  mais,  si  l'on  choisit  les  données  initiales  de 
façon  que  B  soit  nul,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si 
H  -H  I  <  0,  on  a 


Cas  particidiers  : 
n^ —    5,  p  =  const., 

"=-    7.  P  =  Cî  =  - 


la  trajectoire  est  un  cercle. 


Cas  particuliers  où  iinlégrntion  peut  s'effectuer.  — 
Supposons  n  +  i<;oetB:=o;  l'équation  (a)  devient 


On  sait  que  dans  ce  cas  Â  est  négatif.  Posons 


on  trouve  sans  difficulté,  en  intégrant. 
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et  A  par  leurs  valeurs, 


-«— « 


cos' (0  —  a). 


(/i-^i)K 


La  méthode  d'intégration  précédente  n'est  pas  appli- 
cable lorsque  n=  —  i  et  n  =  —  3.  Le  cas  de  n  =  —  i  se 
traite  sans  difficulté.  Le  cas  de  ai  =  —  3  a  été  étudié  plus 
haut. 


SUR  LBS  CONIQUES  QUI  PASSENT  PAR  TROIS  POINTS  ET 
ONT  UN  DOUBLE  CONTACT  AVEC  UN  CERCLE  DONNÉ  -, 

Par  m.  LAGUERRE. 


1.  Etant  donnés  trois  points  a,  &,  c  et  un  cercle  K, 
on  peut  construire  quatre  coniques  passant  par  ces  points 
et  ayant  un  double  contact  avec  le  cercle.  Les  longueurs 
des  axes  de  ces  coniques  qui  sont  parallèles  à  la  corde  de 
contact  peuvent  se  déterminer  facilement  de  la  façon 
suivante. 

Des  points  a,  &  et  c  comme  centres,  décrivons  trois 
cercles  A,  B  et  C  qui  coupent  orthogonalement  le  cercle 
K  et  enroulons  un  fil  autour  de  ces  trois  cercles  \  cet  en- 
roulement peut  se  faire  de  quatre  façons  différentes,  qui 
correspondent  aux  quatre  solutions  du  problème.  Con- 
sidérons l'un  d'eux  en  particulier;  soient  respectivement 
a,  afj  (3,  /3'  et  y,/  les  points  de  contact  du  fil  avec  les 
cercles  A,  R  et  C. 

Cela  posé,  si  Von  construit  un  triangle  ayant  pour 
côtés  les  longueurs  o/fî,  (5'y  et -/a,  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  tnangle  est  la  longueur  de  Vaxe  de  la 
conique  cherchée  qui  est  parallèle  à  la  corde  des  con- 
tacts. 
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La  proposition  précédente  résulte  immédiatemenl  de 
ce  que,  quand  on  effectue  une  transformation  par  direc- 
tions réciproques,  aux  divers  points  d*un  cercle  corres- 
pondent des  cycles  dont  les  centres  décrivent  une  co- 
nique, tandis  qu'ils  coupent  orthogonalement  un  cercle 
doublement  tangent  à  cette  conique  (^). 

Il  est  très  facile,  du  reste,  de  la  vérifier  analyiiqne- 
ment. 

2.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  ellipse  ayant 
pour  équation 

?  +  P  =  ' 

et  un  cercle  K,  doublement  tangent  à  cette  ellipse,  dont 
le  centre  soit  sur  Taxe  des  x. 
L'équation  de  ce  cercle  sera 

avec  la  condition 

A»  a» 


C' 


Soient  M',  M''  et  M"'  trois  points  de  Tellipse  dont  les  co- 
ordonnées soient  respectivement  Jt/,  j^,  ji\y"  et  ^^f- 
Le  carré  du  rayon  du  cercle  ayant  pour  centre  M' et 

coupant  orthogonalement  le  cercle  K  est  égal  à 

• 

(x'— a)' -+-/»— R- 
OU,  en  remplaçant^)  '*  et  R'  par  leurs  valeurs,  à 


(ex         aa\' 
--Tj' 


semblablement^  le  carré  du  rayon  du  cercle  ayant  poar 

(')  Voir  ma  Note  Sur  la  Géométrie  de  direction^  communiquée  à  1> 
Société  mathématique  dans  la  séance  du  4  juin  i88o. 
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centre  M"  et  coupaot  ortht^oDaleineni  K  a  pour  valeur 

(v-t)- 

Menons  une  tangente  commune  à  ces  deox  cercles  (en 
1«  choisissant  de  telle  façon  que,  quand  M'  vient  à  se 
confondre  avec  M',  les  deux  points  de  contact  se  con- 
fondent paiement},  et  désignons  par  T"  la  disunce 
comprise  sur  cette  Ungente  entre  les  dens  points  de 
contact. 

On  trouvera  aisément 


V—.'  '-^   y  —  x'  ' 


x-— jr*  ' 


T-.=  ,.r.-l?-^)- 


Soient  ^.  ':.  y  les  anomalies  excentrique»  des  points 
M',  M',  M",  eu  sont  que  l'on  a 
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ihogonaux  à  K,  on  démontrerait  de  même  que  T  et 
T^^  sont,  en    valeur  absolue,  respectivement  égales  à 

2  6  sin et  a  2  6  sin  -^ • 

2  2 

D'où  résulte  immédiatement  que  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  déterminé  par  les  côtés  T^,  T"  et  T"^  a  pour 
diamètre  le  diamètre  2&  de  Tellipse. 

3.  Supposons,  en  particulier,  que  le  cercle  K  ait  un 
rayon  infiniment  petit  et  se  réduise  à  un  foyer  F  de 
Pellipse;  nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante: 

Soient  a^  by  c  trois  points  d'une  ellipse  ayant  pour 
foyer  le  point  F  5  considérons  les  cercles  A,  B,  C  qui, 
passant  par  le  point  F,  ont  respectiv^ement  pour  centra 
les  points  /i,  b  et  c. 

Soit  y  la  longueur  comprise  entre  les  points  de 
contact  d*une  tangente  extérieure  commune  aux  deux 
cercles  A  et  B  ^  (Résignons  par  a  et  ^  les  longueurs  ana- 
logues relatis^es  aux  tangentes  communes  d'une  part 
A  B  et  C  et  d'autre  part  à  A  ef  C. 

Cela  posé  y  si  l'on  construit  un  triangle  ayant  pour 
côtés  CL,  ^  et  y^  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  est  égal  an  petit  axe  de  l'ellipse. 


DES  COURBES  ALGÉBRIQUES  Qll  ONT  PLUSIEURS  AXES 

DE  SYMÉTRIE, 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


On  peut  mettre  sous  une  forme  caractéristique  l'équa^ 
tion  des  courbes  algébriques  qui  admettent  un  nombre^ 
donné  /x  d^axes  de  symétrie  sans  en  admettre  davan^ 
tage.  Remarquons  d'abord  que,  en  vertu  de  théorème» 
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connus,  deux  axes  de  l'une  des  courbes  considérées  ne 
peuvent  être  parallèles  ni  faire  entre  eux  un  angle  in- 
commensurable avec  TT  sans  que  la  courbe  ait  une  ina- 
nité d'autres  axes;  ils  doivent  donc  se  couper  sous  un 

angle  égal  à  — 9  met  n  étant  des  entiers  premiers  entre 

eux.  Par  le  point  de  rencontre  de  ces  axes  je  mène 

des  droites  faisant    avec    le    premier  les    angles    — 9 

2/»ir  min  —  iItt  j      •  j         h  » 

j  •••»  — ■ —X  ces  droites,  donti  unen  est  autre 

il  n 

que  le  second  axe  considéré,  sont  des  axes  de  la  courbe; 

les  propriétés  élémentaires  des  nombres  prouvent  qu'on 

a  n  droites  distinctes,  formant  un  faisceau  dont  les  rayons 

successifs  font  entre  eux  Tangle  -•  Enfin,  notre  courbe 

ne  peut  avoir  des  axes  qui  concourent  en  deux  points 
différents  sans  en  avoir  une  infinité;  en  effet,  par  les 
points  de  rencontre  des  rayons  des  deux  faisceaux,  on 
pourrait  mener  d'autres  axes  dont  les  intersections  entre 
eux  et  avec  les  premiers  détermineraient  de  nouveaux 
centres  de  rayonnement,  de  nouveaux  axes,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment.  Les  axes  de  la  courbe  cherchée  doivent 

donc  se  couper  sous  des  angles  égaux  à  -9  en  un  point 

que  je  prends  pour  origine  de  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Soit  généralement  9(0:,/)  =  o  1  équation  d'une  courbe 
de  degré  m;  si  l'on  y  change  x  eij  en  p  cosco  et  psinco, 
et  qu'on  transforme  les  puissances  desinco  et  de  cosco  ou 
leurs  produits  en  sinus  et  cosinus  de  co  et  de  ses  mul- 
tiples, on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(   Pm  cosww  -h  Q„  sin  w«  4-  ...  -I-  Prcosr» 
(1)  { 

/  -h  QrSinrw  -h  ...  -I-  Po=  o, 
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P^  et  Qr  étant  des  polynômes  bien  déterminés  qui  con- 
tiennent p  avec  les  exposants  r,  r  -f-  2,  r  -f-  4i  •  •  • ,  jus- 
qu'à m  4- 1  exclusivement. 

Supposons  que  (p(x, y)  ==  o  représente  la  courbe  que 
j'étudie,  et  que  Taxe  des  x  soitun  de  ses  axes  de  symétrie; 
olx^r)  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de j^, 
et  sa  transformée  en  p  et  a>  ne  contiendra  que  des  puis- 
sances paires  de  sin  o);  elle  se  réduira  donc  à  une  fonction 
entière  de  cosoi),  dont  les  puissances,  on  le  sait,  peuvent 
s'exprimer  à  l'aide  des  cosinus  de  a>  et  de  ses  multiples,  à 
Texclusion  des  sinus,  et,  comme  la  forme  de  Téqui- 
tion  (i)  est  bien  déterminée,  elle  doit  se  réduire  dans 
tous  les  cas  à 

P^cosm»  -+-...-+-  Prcosr»  -+-...-+-  Pt=  o, 

les  Qr  étant  nuls.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  change  a>  en  od'-f-  -% 
cette  équation  devient 

^  /          ,       '•^        •       /  •    '*^\ 
2Pr  1  cosrw  ces smr«*'  sm  —  1  =  0; 

\  f*  /*  / 

or  cela  revient  à  prendre  pour  nouvel  axe  polaire  une 
droite  qui  fait  avec  le  premier  l'angle  -  et  par  rapport 

à  laquelle  la  courbe  est  encore  symétrique;  la  nouvelle 
équation  ne  devra  pas  renfermer  de  sinus,  et  cela  exige 
que  Pr  soî^  identiquement  nul,  à  moins  que  r  ne  soit  un 
multiple  de   fx.    En  définitive,    les    courbes  cherchées 
peuvent  se  représenter  en  coordonnées  polaires  par  on*? 
équation  dont  la  forme  générale  est 

(2)  Pp-j-P^cosiAM -+- PjjiCosapLw -4-. .  .  =  0. 

Dans  le  cas  où  l'axe  des  x  ferait  partie  de  la  courber  - 
(f  pourrait  renfermer  des  puissances  impaires  dey;  maiv  ^ 
en  le  supposant  débarrassé  des  facteurs  qui,  égalés  à  zéro  ^ 


(  353  ) 

représenterai  en  i  quelques-uns  des  axes  de  symcirie  et 
qui  sont  faciles  à  reconnaître,  on  est  ramené  à  la  règle 
générale. 

Étudions,  parmi  les  courbes  considérées,  celles  dont  le 
degré  a  la  plus  petite  valeur  possible;  cette  valeur  est  fx, 
sinon  Téquation  (2)  se  réduirait  à  Po=  o  et  représente- 
rait un  système  de  cercles  avec  une  inGnité  d^axes. 

Quand  on  suppose  |ui  =  m,  Téquation  (2)  devient 

(3)  ?♦-+- Pb,cos/w»  =  o. 

En  nous  rappelant  la  forme  de  Po  et  de  P„,  nous 
▼oyons  que  cette  équation  donne  pour  cosmo),  quand  m 
est  impair,  une  valeur  telle  que 

(4)  cosm«=:?H---f-...4--=/(p). 

r       r  r 

Faisons  crokre  p  de  zéro  à  l'inGni;  la  forme  de  la 
courbe  dépend  de  la  manière  dont  variera y*(p),  et  il  sera 
commode,  pour  étudier  ses  variations,  de  construire  le 
lieu  des  points  dont  l'abscisse  serait  p,  rordonnéey(p). 
Quand  p  est  très  petit,  f{p)  est  très  grand  et  ne  peut  re- 
présenter un  cosinus;  la  courbe  ne  passe  pas  au  pôle,  à 
moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  un  faisceau  de  droites.  Il  y 
a  toujours  une  valeur  pi  de  p  telle  que/(/9|)  =  + 1,  et  à 
laquelle  correspondent  m  points  de  la  courbe,  situés  sur 
les  axes  à  la  distance  pi  du  pôle;  à  chaque  valeur  de  p 
qui  rend/(/9)<^i  en  valeur  absolue  correspondent  am 
points  de  la  courbe;  enfin,  à  partir  d'une  certaine  gran- 
deur de  p^f[p)  tend  constamment  vers  zéro  et  o)  vers 

les  m  valeurs  ^4=  ^ '—j  ou  I  on  suppose  A"  égal  a 

Tun  des  nombres  o,  i,  2,  •  •  •,  m  —  i.  La  distance  i  du 
pôle  à   Tasymptote   qui   fait  l'angle  ota  avec  l'axe  po- 

Ânn,  de  Matkémat,,  a*  série,  t.  XIX  (Août  1880}.  23 
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laire  est 


1  ^  </p 


Mais  réquaiion  (4)  donne 


dp       m  siouf  fa>  \p'        p*        *  •  •  y  ï 

subs ti  tuant  dans  ^,  faisant  p  =  oo  ,  o)  =  aj^,  on  trouve  d = ~. 

m* 

La  perpendiculaire  à  Tasymptote  faisant  Tangle  (Ar  +  i)  * 

'm 

avec  l'axe  polaire  est  un  axe  de  symétrie;  il  est  aise  d'en 
conclure  que  l'asymplote  a  par  rapport  à  la  courbe  la 
position  qui  caractérise  une  tangente  d'inflexion  à  Tin- 
fini.  On  voit  aussi  facilement  qu'aux  valeurs  négatives 
de  p  correspondent  des  points  déjà  fournis  par  les  valeurs 
positives. 

Quand  m  est  pair,  la  valeur  de  cosmco  est  de  la  forme 

b        c  i 

la  courbe  présente  des  propriétés  analogues  à  celles  du 
cas  précédent,  mais  les  points  à  l'infini  et  même  tous  les 
points  de  la  courbe  peuvent  être  imaginaires;  quand  les 
points  à  l'infini  sont  réels,  il  y  a  m  asymptotes  qui  passent 
au  pôle.  Ce  pôle  est  centre  de  la  courbe. 

Il  est  assez  facile  de  trouver  les  foyers  des  courbes 
précédentes;  je  me  borne  à  considérer  le  cas  de  m  =  3, 
et  je  donne  à  l'équation  (3)  la  forme 

ap'cos3«  H-  3ap'4-  6  =:  o. 

L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  recUngulaîres 
peut  s'écrire 

(5)     .r-^'r)*-^-(*-'»»-f-3a(x-*-ir)(x-/7)-|.^  =  0. 
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Pour  que  le  point  de  coordonnées  a,  ^  soit  un  foyer, 
il  faut  que  la  droite 

(6)  jr-f-i>=a-+-/p 

touche  la  courbe;  pour  exprimer  cette  condition,  je 
forme  une  combinaison  homogène  des  équations  (5) 
et  (6),  soit 

Cette  équation  doit  fournir  deux  valeurs  égales  pour 

1                  y                   •              X  —  ^y  1 .  1 

le  rapport  -»  et  par  suite  pour 7-5  en  appliquant  la 

condition  d^égalité  de  deux  des  racines  de  T^uation  du 
troisième  degré,  on  trouve 

En  désignant  par  e  une  des  racines  cubiques  imagi- 
naires de  Punîté,  on  voit  que  le  premier  membre  de  cette 
équation  est  un  produit  de  six  facteurs  de  la  forme 

(a  H-  p/  —  J/7)  («4-  p/  —«}/«')...(«-+.  p/  -  ,'î/^)  =  o. 

L^équation  x  —  iy=sa  —  i^  doit  aussi  représenter  une 
tangente  à  la  courbe;  on  est  conduit  à  égaler  à  zéro  un 
produit  de  six  facteurs,  différant  des  précédents  par  le 
changement  de  i  en  — 1.  En  associant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  les  facteurs  de  Tun  et  de  Tautre  produit 
qu*on  annule,  on  trouve  les  trente-six  foyers  de  la  cu- 
bique. Les  associations  qui  donnent  des  foyers  réels  dé- 
pendent d'une  manière  simple  de  la  réalité  ou  de  la 
non-réalitc  de  uf  et  11^,  dont  on  a  sans  peine  deviné  la 
définition. 
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SUR  LES    ÉQUATIONS  LINIAIRIS; 

Pae  m.  Ch.  BIEHLER. 

[•oitbC)]. 


IV. 

APPLICÀTIOll   DE   LA   THÉORIE   DES   ÉQUATIOUS    X.IVÉAIUS 
AUX   FONGTIORS   HOMOGÈNES   DU   SECOND   DEGB.É. 

9.  Nous  allons  maintenant  appliquer  la  méthode  pré- 
cédente, ainsi  que  les  résultats  obtenus  relativement  à 
la  théorie  des  équations  linéaires,  à  Tétude  d^une  pro- 
priété importante  des  fonctions  homogènes  du  second 
degré. 

Considérons  la  fonction  homogène 


H-  (««,1*1  -h  «ji,t*a  -i-  .  .  .  -h  a«,,Jr,)x,, 

avec  la  condition  af,,^z=za,,^;  et  cherchons  la  condition 
pour  que  la  fonction  y*,  qui  est  en  général  décomposable 
en  une  somme  de  n  carrés  de  fonctions  linéaires 
de  Xi^Xs, . . . ,  Xnj  soit  décomposable  en  une  somme  d'mi 
nombre  moindre  de  carrés,  p  par  exemple,  de  telle  sorte 
que  l'on  ait 

(12)  /=YÎ-+-TÎ-h...H-Y;, 

où  Y|,  Yt  ,•  •  • ,  Y^  sont  des  fonctions  linéaires  des  va- 

(*  )  Nouvelles  Jnnales  de  MathémauqueSy  a"  iiérie,  t.  XIX ,  p.  3i  i. 
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riables  Xi^  x%j>  •  > ^Xn  i 

Y»  =  atj  X|  -h  a^^tX)  H-  . . .  -f-  as^^Xi,, 
••• > 

Posons,  pour  abréger, 
on  aura 

Xi=  at,,X|  -h  «Is.aXt  -i-  .  .  .  -4-  ^i^K^At 
•• • •...., 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  Té- 
quatîon  (la),  successivementpar  rapporta  Xt,Xs,. .  .^Xn, 
il  viendra 

X|  î=  «1,1  Y|  +  aj,|Yj-h  . . .  -f-  9,p,\Ypy 
Xj  =  fttfsYi  -f-  aj^tYî  -I-  . . .  -f-  a^^sYp, 
••• • » 

Xn=  «i,nYi  -f-  «a,«Yt-f-  .  .  .  +  CLp^^Xp. 

Si,  dans  ces  identités,  on  remplace  par  zéro  n  —  p  —  i 
des  variables  Xj,  Xs, . . . ,  x„,  il  restera,  dans  les  fonctions 
X,,  Xf , . . . ,  X„,  Y,,  Y,, . . . ,  Y^,  /:;  -h  I  de  ces  variables  ; 
Y|,  Y,, . . . , Y^  seront  des  fonctions  homogènesde  (p  -hi) 
variables,  ijue  nous  désignerons  par  Y', ,  Y',, . . . ,  T^  5  par 
suite,  les  équations  Y',  =  o,  Y',  =  o, . . . ,  Y'^  =  o  forme- 
ront un  système  de  p  équations  homogènes  à  ^^  -h  i  va- 
riables, et  elles  admettront  une  infinité  de  solutions, 
d'après  ce  qui  a  été  démontré  (III)  ;  il  existe  donc  une  in- 
finité de  manières  d'annuler  les  fonctions  X\ ,  X',, . . . ,  X'^ 
(nous  désignons  ainsi  les  fonctions  qui  proviennent  de 
Xt,Xt,*  •  .,X„quandona  remplacé  par  zéro  les /i — p  —  i 
variables  dont  il  a  été  question). 


S^  =  Of  «Hi  fierait 
fofdir^  +  i 


|f»M*  «MV  V««  «MM  "I 

! 


sotti  Dsk,  et  par  wie  a«»  UMs  les  drmwBSMs 
d'ordre  sapéricor  k  p-^i.  A  est  llaTariaiit  de  la  Sdoc- 
tion  yi  Oo  a  donc  celte  propoâtioa  : 


Si  une  fondJÊom  homogène  f  dm  secomd  Jegré  de 
m.  variables  esi  rédjmctible  à  mme  somutèe  Ae  p  carrés 
■  p  <^  n  >,  Vinvariani  A  de  cette  fometwm  aimsi  qme  totû 
le$  dêtermiiutnts  mineurs  de  ^jus4fuk  Vordre  p^i  îM" 
clusit^mefU  sont  nuls. 

InwerwemenLf  si  FinTariant  A  de  la  fonciiooyest  nii^<« 
ainsi  que  tous  les  muieorsde  Ajosqn^â  Fordrep  +  i,  ^^ 
qu'un  oiineor  d^ordrp  p  de  A  ne  soit  pas  mnl,  la  fonttii»  ^ 
/*  fera  rédodible  à  une  somme  de  p  carrés  de  fonctioi^ 
linéaires  des  n  «ariables  qui  entrent  dans  y,  et  die  tm  ^ 
sera  pas  rédoctible  à  nn  nombre  moindre  de  carrés. 

$uppofcons,  pour  6xer  les  idées,  cpie  le  dëiemainac^^ 
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d'ordre  p, 


'i.t 


^i,P 


f«.«     ot,p 


•  •  •      •  •  • 


ûp.«    ap,p 


•  •       •  •  • 


Op,^ 


soit   différent  de  zéro,   et  considérons  le  déterminant 
d'ordre^  +  i,  mineur  de  A, 


(7) 


'!.< 


02,i 


'/»,« 


•  •  • 


A^-hv,«       ^'/H^,^ 


«SA 

•  •  • 


*P»V' 


'^+v,l       «/H-w,!* 


Ce  déterminant  est  nul  parhypothèse,  ainsi  que  le  sui- 
vant. 


(7') 


'l.« 


«>,. 


•  •   • 


•  •  • 


X, 
X, 


^p^,\ 


^p-^^ 


qui  lui  est  identique. 

On  en  déduit,  eu  faisant  sur  les  rangées  de  (7)  Topé- 
ration  faite  précédemment  sur  les  colonnes  de  (y). 


(7*) 


'!,« 


^hi 


'/».« 


•  •  • 


U.      U( 


Ot,\  X| 

«1,1  Xi 

•  •  •  •   • 

^pA  X^ 

Ux  * 


=  0, 


en  posant 

U«=X.--û 

Up  =:  Xp  —  «/^-n^.-ar^H-t 


^-l-l,»-^^-!.! 


«^a,«^^j"~~  •  •  •  """««,«^1»» 


Ux  =  XîL  —  fl^+i,\X^H-î  —  ^p+J^^p-t-i —  •  •  •  —  ^m,\^H9 

—  •  .  •  ^^  An 


♦    —  J      —  X^i  Xp^i  —  A-p^i  ^p+i 
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Les  déterminants  de  la  forme  (/)  étant  tous  nuls,  on 
voit  qu'en  décomposant  (j/^)  en  une  somme  de  détermi- 
nants d'ordre  p-hi  de  la  forme  (/ ),  Téquation  (y'')  se  ré- 
duit à 


(7-) 


<»t,«     flï,p     ...     ifi,x    Xt 


•••      •••      ••• 


X,      Xa 


^/»A 


/ 


=  o; 


les  fonctions  X«,  Xp,...,  X^  sont  des  fonctions  li- 
néaires et  homogènes  de  X|,  X„ . . . ,  X^,  car  le  détermi- 
nant (/)  est  nul;  par  suite,  Téquation  précédente  nous 
montre  que/^est  une  fonction  homogène  du  second  degré 
de  X|,  Xs).  • .,  Xp.  Cette  fonction  est,  comme  Ton  sait, 
décomposable  en  une  somme  de  p  carrés  de  fonctions  li- 
néaires de  Xi,  X|,  •  •  • ,  Xp.  Je  dis  que  ce  nombre  de  car- 
rés ne  sera  pas  inférieur  à  p. 
On  aurait,  en  effet,  dans  ce  cas 

(l3)  /=:ZÎH-ZÎ-H...-4-Z;_„ 

OÙ  Zi,  Zt, .  • . ,  Z,^i  sont  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  X]  9  Xs,  •  •  • ,  X^,  par  suite  de  X| ,  Xf, . . . ,  jr«  : 

Z|  =  6|,,x,  4- 6|,tX,-|- .  . .  -f-6|,„j:„ 


Z»_ï  =  6-w|,tX|-i-  6«_i,,Xa-|-  • . .  -ï-6-_,,«.i 


ut 


et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  Tiden- 
tité  (i3),  il  viendra 

X|=  0|^|Z|  -+-  Dt,iZt-H  . . .  -f-  6^.1^1  Z^_iy 
X|=  oi,2Z|  4-  Sj^tZj-H  . . .  +  6^_i,3Zp_i, 


X/i—  6|^aZ|-f-  6i^„Za-+- ...  4-  6^-i,nZ^-.|. 


(36.  ) 

En  donnant  à  n — p  des  variables  x,,  r,, .. .,  t„  la 
valeur  zéro,  X|,  Xf,.  • .,  X„,Zj,Z2,.  •  .^Z^.!  deviennent 
des  fonctions  de  p  variables  que  nous  désignerons  par  X'^ , 
X,,.  •  •,  X„,  Z'|,  Z',,. . .,  Z^,.  Les  équations  Z'^  =  o, 
Z',:=o,...,  Z^,=  o,  homogènes  a  p  variables, admettent 
une  infinité  de  solutions  ;  par  suite,  X',  =  o,  X',  =  o,..., 
X'j,  =  o  admettent  aussi  une  infinité  de  solutions;  on  en 
conclut,  de  la  même  manière  que  précédemment,  que  tous 
les  déterminants  mineurs  d'ordre  p  de  A  sont  nuls.  Cette 
conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse  que  nous  avons 
faite,  â  savoir  qu'un  déterminant  d'ordre  p  de  A  est  dif- 
férent de  zéro;  par  conséquent,  la  fonction y*n 'est  pas  ré- 
ductible h  p  —  I  carrés. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème. — «Si  /'o/i  désigne  par  A  V inyanant  d' une 
fonction  homogène  du  second  degré  y  et  s*  il  existe  un 
déterminant  mineur  de  A  d^ ordre  p  qui  ne  soit  pas  nul, 
les  déterminants  mineurs  de  A  d^ ordre  supcfieur  à  p 
étant  tous  nuls,  la  fonction  homogène  f  sera  réductible 
à  une  somme  de  p  carrés^  et  ce  nombre  p  représente  le 
nombre  minimum  de  carrés  auxquels  la  fonction  f  est 
réductible. 

Ce  théorème  nous  donne  aussi  les  conditions  néces- 
saires et  sufGsantes  pour  que  la  fonctiony*,  homogène  et 
du  second  degré,  des  n  variables  Xi,  Xi,  ...,  x^  soit  dé- 
composable  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  enxi, 
Xt,  .  •  •  9  Xa,  savoir 

n  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  tous  les 
déterminants  mineurs  du  troisième  ordre  de  l'invariant 
A  dey  soient  nuls,  sans  que  les  mineurs  du  deuxième 
ordre  soient  tous  nuls. 
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Le  théorème  précédent  montre  encore  que  les  conAm- 
tious  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  fonction  /  s(^'^V 
le  carré  d'une  fonction  linéaire  de  Xi,  x%^.  •  •  9  x„  s'otzzD^ 
tiennent  en  égalant  à  zéro  tous  les  mineurs  du  deuxiènzi^HaC 
ordre  de  A. 


FORMULES  DE  RÉDUCTION  TRIGOKOHÉTRIQDB  ; 

Pae  m.  Gkoegbs  DOSTOR. 


1.  Théorème.  —  Dans  toute  relation  qui  a  lieu  ents:^  -^tre 
les  trois  angles  A,  B,  C  d'un  triangle,  on  peut  nencr^-^i?!- 
placer  ces  angles  :  1^  par  les  compléments  de  leu^^'^nn 
moitiés;  2^  par  les  suppléments  de  leurs  doubles. 

En  effet,  puisque 

A  -4-  B  -h  C  =  ?r, 


on  a  aussi  i*' 

ii- 

2 

A-+-B-i-C 

2          ='' 

et  2® 

(ff  —  2A)  -4-  (tt— 2B)-i-  (tt  —  aC) 

=  3ff  —  2(  A -h  B -I- C)  =ir. 

2.  Appliquons  ce  principe  aux  deux  formules  bu 
connues  et  souvent  employées 

A  R         P 

(I)  sinA -hsinB -h  sinC  =  2  cos— cos- cos— > 
^  '  222 

(II]  tang  A  +  tangB  +  tangC  =  ungA  tangB  tangC. 
Si  nous  y  remplaçons  les  angles  A,  B,  C  par  les  coi 
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■  •  .w        Ait        Bit        Cj|  »  , ,        i, 

plements j > de  leurs  moitiés,  elles 

«^  272222  • 

deviendront 

ABC 

COS h  COS h  ces  - 

,2  2  2 

=  4co.(j-|)co.(^-|)co,(|-^), 

/.«x  A  B  C  ABC 

(IV)         cot — hcol --hcot-  =  cot  — cot-cot-• 
^       '  2  2  2  2  2  2 

Cette  dernière  formule  se  trouve  déjà  établie,  par  un 
autre  procédé,  dans  la  Trigonométrie  (*)  de  Frédéric 
Prosz,  professeur  à  TÉcole  polytechnique  de  Stuttgard. 

Si,  dans  les  relations  (I)  et  (II),  nous  substituons  aux 
angles  A,  B,  C  les  suppléments  de  leurs  doubles,  elles 
8c  changeront  dans  les  suivantes  : 

.    .  j  siD2A  +  sin2B  +  sin2C 

^    '  \  =  4sinAsinBsinC, 

.      .  \  lang2A -+- tangaB  +  tang2C 

^      '  \  =tang2AtaDg2BtaDg2C. 

3.  Avant  de  pousser  ces  applications  plus  loin,  éta- 
blissons une  relation  qui  découle  de  la  formule  (I)  et 
qui  a  son  importance. 

Nous  avons 

,   .    A        A       ,        A        B-hC 
2  sin  A  =  4  sin  —  cos  —  =  4  cos  —  cos 

2  2  2  2 

ou 

,        A       B       c       ,       A.B.C 
2  sin  A  =  4  COS  -  cos  -  cos 4  cos  —  sin  -  sm  -  ; 

^2  22^22  2 

retranchant  cette  égalité  membre  h  membre  de  (I),  il 


(*)  Lehrbuch    der   ebenen    Trigonométrie   und    Polygonometrie,  voD 
F.  Protz;  Stuttgard,  Paul  Neff,  iS^o;  p.  47. 
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nous  vient 

B        C        À 
(VII)      sioB  +  sinC  —  sinÂ  =  isin  -  sin -cos—     (M. 

En  y  faisant  nos  substitutions  d'angles  (n^  l),  nous 
en  tirons  les  nouvelles  formules 

B  C  A 

C05 h  C05 COS  — 

/  wvw  \  F 

(IX)       sin2B  +  sio2G  —  siD2A=:  4cosBco8C8iDA. 

•  4.  Dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathématùiue 
de  M.  Catalan  (*),  M. Brocard  a  déduit  de  la  formule  (II) 
Tégalité  des  trois  rapports,  dont  le  premier  est 

sin2A 


taogB  +  taogC 


Nous  allons  faire  voir  que  la  valeur  de  ce  rapport  est 
symétrique  par  rapport  aux  trois  angles  A,  6,  C. 
En  effet,  puisque 


sin2A 


tangB  +  tangC 

2  sin  A  cosA  cosB  cosC       sin  A  2  cosA  cosB  cosC 
siDBcosG  + sinCcosB  sio(B  +  C) 

et  que  sin  A  =  sin(B  +  C),  le  rapport  précédent  a  pour 

valeur 

2  cosAcosB  cosG, 

et,  comme  cette  expression  ne  change  pas  par  la  permu- 
tation circulaire  des  trois  angles  A,  B,  C,  nous  avons 


(  *  )  Cette  formule  so  troure  aussi   dans  la  Trigonométrie  de  Pro«, 
p.  43. 
(■)  Septembre  1879,  p.  Zi], 
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les  relations 

sinsA  sin^B 


UDgB  +  tangC       tangC  +  tangA 

==  1  cosA  cosB  cosC. 

tangA  +  tangB 

On  trouverait  par  la  même  méthode  que 

sio2A  sin^B  sinsC 


iîd 


(XI)        '^  I  — cotBcotC       I  — cote  cet  A       i  — cotAcotB 
•    (  =2  8inAsinBsinG. 

De  ces  formules,  on  tire  les  suivantes 

tangB  +  tangC tangC  +  tangA 

.    i^cotBcotC         I  —  cotCcotA 

J       __  tang — "^^"g    __  tangA  ungB  tang  G. 
[  i—cotAcotB  b  b  D 

5.  Dans  les  relations  (X),  (XI)  et  (Xli),  remplaçons 
les  angles  A,  B,  C  par  les  compléments  respectifs  de 
leurs  moitiés.  Ces  relations  deviennent 


sinA  sinB 


(xni) 


B  c  c  A 

cot  — h  cot  -       cot h  cot  — 

2  2  2^ 


sinC  .    A   .    B   .    C 

=  2  sin  —  sm  -  sin  —9 


A  B  22a 

cot  — h  cot  - 
2  2 

sin  A  sinB 


(XIV) 


B  c  C  A 

1  —  tang  -  tang  -       i  —  tang  -  t|ing  - 

sinC  ABC 

=  2  COS  —  CCS  -  COS  -f 


A         B  222 


I  -  Ung  -  tang  - 
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B  C  C  A 

COt h  COt  -  COt h  COt  — 

2  2  2  2 


<xv) 


B  C  P  A 

1  —  tang  -  tang  -       i  —  lang  -  tang  — 
A  B 

COt-  4- COt-  .  ^  ^ 

2  2  ABC 

=  col  —  col  —  col  —  • 


A  B  2  2  2 

I  —  tang  —  lang  - 


6.  D^aulres  formules  méritent  d'être  signalées  au  l 
teur;  nous  nous  permettrons  de  citer  les  suivantes < 

sin*B  4-  sîn'C  —  sin*A  =  2  sinB  sinC  cos  A, 

(XVI)      {          B              C  A  B       C   .    A 

cos'  — h  cos' cos'  —  =  2  cos  -  cos-  sm  —  9 

2  2  2  2  2  2 


.(XVII) 


sin' 

A-4-sin'B  — 

8in»C 

tangB 

sin^ 

'A-4-sin»C  — 

sin'B  "" 

tangC^ 

cos' 

.A           ,B 
»--+-cos'-- 

2                     2 

-  cos'  - 

2 

C 

tang- 

COS' 

'^  +  C08'-- 
2                    2 

,B 

-  cos'  - 

2 

"         B 

ang- 

sin^ 

A-+-sin'B-f- 

sin»C 

nt\t  A  .1. 

<xvni) 


.    ^    .   -,  .   ^      =cotA4-cotB-4-cotC, 
2sinAsinBsmG 

,A  ,B  C 

cos' h  cos' h  cos'  - 

2  2  2 


ABC 

cos  —  cos  —  cos  - 

2  2  2 


ixix) 


ABC 
=r  tang  — h  tang  — h  tang-» 

^  JB  J& 


2smAsinBsinC  ABC 

(.inA  +  sinB-H«inC)'  =  ''"^  -  tang  -  tang  -, 

2sin2Asin2Bsin2C  .        ^       ^ 

=  colA  cotBcotCy 


(sin2  A  +  sin2B  +  8in2Cj' 
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sin'A  -4-  sin'B  -hsîn'C  _  cot  A  -4-  cotB  -4-  cotC 

(sinA-i-sinB  +  smC)*""  I       B       C~' 

^  '  col  —  cot  -  col  — 


2  2  2 


COS* h  ces'  -  -4-  C05*  - 

2  2  2 


(XX)  /_A__B 


/       A^  B  C\» 

I  COS  —  -h  coà h  COS  - 1 

\  2  2  2/ 


cot 


ABC 

tang  — h  lang  — h  tang  - 

Jt  J^  ^ 

Tk     Â\      Ti     B\      /v     c\ 


THÉORfiHES  SIR  LA  PARABOLE; 

Par  m.  WEILL. 


Avant  d'étudier  les  propriétés  dont  il  s'agit,  et  qui  sont 
relatives  i  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit 
i  une  conique  et  circonscrit  à  une  parabole,  il  est  néces- 
saire de  dire  quelques  mots  de  Tinvolution  du  troisième 
ordre. 

Considérons  Téquation 

I* -4-  ^/»  -h  ( AX  -i-  B )  /  4-  ex  -h  D  =  o. 

Quand  X  varie  dans  cette  équation,  t  prend  i  chaque 
instant  trois  valeurs  déterminées;  nous  dirons  que  ces 
trois  valeurs  forment  une  involution  du  troisième  ordre. 
Considérons  deux  racines  t  et  f|  de  Téquation,  corres- 
pondant a  une  même  valeur  de  X,  on  aura  la  relation 

/*  H-  B/  4-  D  _  /'  4- A/-f-C 
/;-4-Br,-4-D  ""  /J  -+-  Ar,-f-  C' 

d'où  Ton  tire 

o  = /»rî -4- A/i,  (/-+-/,) 

-f-C(/»4-/î  ) -+- (C  —  B) /r,  -  D(/ -h /.) -f- BC  —  AD. 
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Sî  l'on  considère  les  trois  valeurs  i,  ff  tf  correspon- 
dant à  une  même  valeur  de  X,  la  relation  symétrique  que 
nous  venons  de  trouver  aura  lieu  entre  deux  quelconques 
d'entre  elles,  de  manière  que,  si  £|  désigne  Tune  des  va- 
leurs, la  fonction  symétrique  du  second  degré  par  rap- 
port à  t  aura  pour  racines  t  et  f^. 

Dès  lors,  tout  groupe  de  trois  variables  liées  entre 
elles  de  telle  manière  qu'à  Tune  quelconque  des  trois 
correspondent  les  deux  autres  pourra  être  représenté 
par  une  équation  du  troisième  degré  dont  les  coefli- 
cients  sont  des  fonctions  linéaires  du  paramètre  qui 
définit  le  groupe  considéré. 

Ces  notions  sommaires  sur  ce  sujet  important  nous 
suffiront  pour  ce  qui  va  suivre. 

Si  l'on  considère  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant 
inscritetcirconscrit  à  deux  coniques,  et  si  les  coordonnées 
d'un  sommet  sont  définies  rationnellement  en  fonction 
d'un  paramètre  t,  les  trois  valeurs  de  ce  paramètre  cor- 
respondant à  une  position  du  triangle  formeront  une 
involution  du  troisième  ordre. 

Appliquons  cette  notion  à  la  parabole,  en  considérant 

un  triangle  variable  inscrit  dans  une  conique  fixe  et 

circonscrit  à  la  parabole. 

Soit 

p 

l'équation  d'une  tangente  à  la  parabole;  m  et  m' dési- 
gnant les  coefficients  angulaires  de  deux  tangentes,  et 
x^jles  coordonnées  du  point  de  rencontre,  on  a 


^  — -y 

2  mm 


2  \m        m  I 


Considérons  trois  tangentes  formant  un  triangle  qui 
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se  déplace  en  restant  circonscrit  à  la  parabole  et  inscrit 
dans  une  conique  fixe;  les  points  de  contact  des  côlésaver 
la  parabole  forment  une  involution  du  troisième  ordre». 

et  Ton  peut  prendre  la  quantité ~  pour  délinir  cette  in- 
volution. Dès  lors,  on  a  la  relation 

-^  -h  ).  —  -i-  ;  AÀ  -f-  B)  -  4-  Cl  -\-D  —  o. 

Les   coordonnées   (X,  Y)   du    centre   d(î   gravité    du 
triangle  sont  données  par  les  relations 

3X.-.ey-L-    =^'(AÀ  +  B), 


3Y 


';►  ^<-rf  \  m        m  J 


Le  lieu  du  centre  de  gravité  est  donc  une  ligne  droite 
quand  X  varie,  c'est-à-dire  quand  le  triangle  se  déplace. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  L  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  pa- 
rabole, son  centre  de  grav^ité  décrit  une  ligne  droite. 

Cette  droÎK*,  lieu  du  centre  de  gravité,  forme  un  fais- 
ceau harmonique  avec  la  direction  de  Taxe  de  la  para- 
bole et  les  directions  asymptotiques  de  Tautre  conique. 
Pour  le  démontrer,  il  sufût  de  faire  une  projection 
perspective,  ce  qui  donne  un  théorème  facile  à  trouver. 

Considérons  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant 
inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  parabole, 
et  proposons-nous  de  calculer  les  coordonnées  du  centre 
du  cercle  circonscrit. 

Désignons  para:',  j\  x'\  y'\  x"\  y"'  les  coordonnées 
des  points  de  contact  des  côtés  avec  la  parabole  et  par 

jtnn.de  Mathémat,,  '4«  ■érie,  t.  W\,  (Août  i88o.)  2{ 
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a',  fi',  a'',  [J\  cf!'\  [J"   celles  des   sommets  du  triangle- 
pn  aura  les  relations 

l.a  perpendiculaire  au  milieu  de   l^un  des  côtés  d' 
triangle  a  pour  équation 


^^ 

^" 

-h 

r 

} 

1 

a" 

oT 

T. 

ol" 

H- 

a'" 

r 

r 

Cette  équation  devient,  quand  on  y  remplace  a^,  cf  ^ 
cji ^  njn  p^p  leurs  valeurs  et  quand  on  désigne  par  S  lai 

quantité  y -h y^^-/'^ 

Cette  équation  peut  s'écrire 

En  remplaçant  y  par  y"  et  y"\  on  aurait  les  équations 
des  perpendiculaires  aux  milieux  des  deux  autres  côtés 
du  triangle;  donc  l'équation  que  nous  venons  d'écrire, 
si  l'on  y  considère^  comme  l'inconnue,  admet  pour  so- 
lutions /,  y,  /"  \  or  ces  trois  ordonnées  forment, 
quand  le  triangle  se  déplace,  une  involution  du  troi- 
sième ordre;  on  a  donc  entre  elles  une  équation  delà 
forme  suivante 

(2)  /»—  S/»-+-  (  AS  -f-  B)y  4-  es  -+-  D  =  o. 

Cette  équation  doit  être  identique  avec  l'équation  (i); 
on  a  donc  les  relations 

^p.T  —  ip^z=i  AS  -h  B, 
2/>M^J—  S)  =CS-4-  D. 
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En  éliminant  le  paramètre  S  entre  ces  deux  équations, 
on  trouve  une  ligne  droite  pour  le  lieu  du  centre  du 
cercle  circonscrit;  on  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une 
parabole  y  le  centre  du  cercle  circonscnt  au  triangle 
décrit  une  ligne  droite. 

Le  cercle  circonscrit  passe  au  foyer  de  la  parabole;  il 
passe  donc  par  un  deuxième  point  fixe.  Faisons  une  pro- 
jection perspective;  nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Lors qu  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  C  et  circonscrit  à  une  co- 
nique P,  si  l'on  considère  les  coniques  passant  par  les 
trois  sommets  du  triangle  et  deux  points  fixes  \  et  i 
situés  sur  une  tangente  à  la  conique  P,  ces  coniques 
passent  par  deux  autres  points  fixes. 

L'un  de  ces  points  fixes  est  le  point  F,  intersection 
des  tangentes  menées  des  points  I  et  J  à  la  conique  P. 
Pour  avoir  Tautre  point  fixe,  prolongeons  la  droite  IJ 
jusqu'aux  points  où  elle  rencontre  la  conique  C,  et  de 
ces  points  menons  à  la  conique  P  deux  tangentes  qui 
se  rencontrent  en  un  point  K  de  la  conique  C;  la  droite 
FK  rencontre  la  conique  C  en  un  deuxième  point  G  : 
c'est  ce  point  qui  est  le  deuxième  point  fixe,  comme  un 
raisonnement  aisé  permet  de  le  reconnaître. 

De  CCS  remarques  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Quand  une  conique  est  telle  qu'un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  soit  inscrit  à  la  co- 
nique, les  tangentes  menées  à  la  parabole  parallèle- 
ment aux  asymptotes  de  la  conique  se  rencontrent  en 
un  point  ¥^de  cette  courbe.  La  droite  FK  qui  joint  le 
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foyer  de  la  parabole  à  ce  point  K  rencontre  la  conique 
en  un  deuxième  point  (j.  Le  cercle  circonscrûau  triangle 
i^ariable  passe  par  le  point  G. 

On  démontre  aisément  la    réciproque  de  ces    théo- 
lèmes.  et  Ton  arrive  au  résultat  que  nous  allons  énoncer: 

Théorème  V.  —  Lorsqu'une  conique  passe  par  quatre 
points  fixes  F,  I,  J,  G,  le  point  G  étant  situé  sur  une 
conique  fixe  C,  le  triangle  imriable  ABC  formé  par  les 
trois  points  de  rencontre  de  cette  conique  Jîxe  avec  la 
conique  variable  reste  inscrit  et  circonsciit  à  deux 
coniques  fixes  C  et  P.  La  conique  P  est  tangente  à  neuf 
droites  remarquables;  ces  droites  sont  :  i®  les  trois 
côtés  du  triangle  FIJ^  2°  les  six  dioites  obtenues  en 
joignant  respectix^enient  les  points  de  rencontre  des 
côtés  de  ce  triangle  ai^ec  la  conique  C  aux  trois  points 
ou  cette  même  conique  est  rencontrée  par  les  droites 
(iF,  GI,  GJ  [abstraction  faite  du  point  G). 

Le  théorème  corrélatif  est  le  suivant  : 

Théorkme  VI.  —  On  considère  une  conique  et  quatre 
droites,  dont  l'une  ABC  est  tangente  à  la  conique,-  soient 
A,  B,  C,  A',  B',  C'  les  six  sommets  du  quadrilatère,  les 
lettres  se  correspondant  sur  les  diagonales;  les  tan- 
pentes  communes  à  la  conique  fixe  et  à  une  conique  vo- 
riable  tangente  aux  quatre  droites  founent  un  triangle 
t*ariable  qui  reste  circonscrit  à  la  conique  donnée  et 
inscrit  dans  une  conique  fxe.  Cette  dernière  conique 
passe  par  neuf  points  remarquables ,  qui  sont  les 
sommets  des  triangles  formés  par  les  tangentes  menées 
à  In  conique  donnée  par  les  couples  de  points  correS" 
pondants  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C). 

Les  théorèmes  que  nous  venons  dVtablir  donnent  un 
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grand  nombre  de  théorèmes  particriiliiTS.  Nous  citerons 
les  suivants  : 

Théorème  VII .  —  Quand  un  triangle  ABC  se  dé" 
place  en  restant  inscrit  à  une  conique  C  et  circonscrit 
à  une  conique  P,  si  l'on  considère  la  conique  inscrit ti 
dans  le  triangle  et  aj  an t  pour  foyer  un  point  Jîxe  de  ht 
conique  C,  le  deuxième  Joyer  de  cette  conique  variable 
décrit  une  droite. 

Considérons  une  droite,  et  de  chacun  des  points  de 
cette  droite  menons  des  normales  à  une  parabole^  le 
triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois  normales  forme 
on  système  de  trois  points  en  involution;  donc  ses  côtes 
sont  tangents  à  une  conique  fixe  P'. 

Considérons  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  nor- 
males; ce  cercle  peut  être  considéré  comme  une  co- 
nique passant  par  deux  points  fixes  I  et  J  situés  sur 
une  tangente  à  la  conique  F  et  par  les  sommets 
d*un  triangle  en  involution  sur  la  conique  P*,  donc 
le  cercle  passe  par  deux  autres  points  fixes-,  le  triangle 
variable  est  inscrit  dans  la  ])arabc)le  P  tangente  h  la 
droite  IJ  et  circonscrit  «n  la  parabole  P'  tangente  à  celte 
môme  droite.  Les  deux  points  fixes  dont  il  s'agit  sont 
le  point  G,  situé  sur  la  parabole  P,  et  qui  n'est  autre 
que  le  sommet  de  cette  courbe,  et  l'autre  est  le  foyer  de 
la  parabole  P'.  La  droite  ({ui  joint  le  sommet  de  la  pa- 
rabole P  au  foyer  de  la  parabole  P'  rencontre  la  pa- 
rabole P  en  un  point  K  ;  ce  point  est  le  sommet  d'un 
triangle  aplati  inscrit  dans  P  et  circcmscrit  àP';  les 
4Ô(és  de  ce  triangle  sont  formés  par  la  tangente  au  point 
K  à  la  coni([ue  P',  et  uetlc  tangente  passe  au  point  dr. 
contact  de  la  conique  P  a\ec  la  droite  IJ.  On  peut  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  \  III. —  Si  de  deux  points  on  mcnr  Ivs  tra  v 
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normales  à  une  parabole,  les  cercles  circonscrits  aux 
deux  triangles  formés  par  les  pieds  passent  par  le 
sommet  S  de  la  parabole  et  par  un  autre  point  F|  \  ce 
point  est  le  foyer  d'une  parabole  tangente  aux  six 
côtés  des  deux  triangles:  la  droite  FiS  passe  par  un 
point  commun  aux  deux  paraboles^  et  la  tangente  en 
ce  point  à  la  seconde  courbe  est  parallèle  à  Vaxe  de 
la  première. 

Théorème  IX.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  ABC 
et  une  parabole,  et  si  Von  mène  à  la  parabole  une  tan- 
gente parallèle  au  côté  BC  et  des  tangentes  par  le 
point  K^  les  sommets  des  trois  triangles  obtenus  en  fai- 
sant cette  construction  relativement  aux  trois  sommets 
du  triangle  ABC,  sont  neuf  points  sur  une  même  co- 
nique. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  reprendre  le 
théorème  VI  en  supposant  que  la  tangente  fixe  soit  la 
droite  de  Tinfini. 

Quand  Tun  des  côtés  du  triangle  ABC  est  tangent  à  la 
parabole,  la  conique  dégénère  en  deux  droites. 

Reprenons  l'étude  d'un  triangle  qui  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  quelconque  et  cîr- 
(^onscrit  à  une  parabole.  Nous  avons  démontré  que  le 
point  O,  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  décrit 
une  droite  L,  et  que  le  point  G,  centre  de  gravité, 
décrit  une  autre  droite  M.  On  sait,  d'après  le  théorème 
deSteiner,  que  le  point  de  concours  H  des  hauteurs  du 
triangle  décrit  la  directrice  I).  D'ailleurs,  les  trois  points 
0,G,H  sont  en  ligne  droite,  et  Ton  a  GH  =  2G0. 
Donc  la  droite  OGH  se  déplace  de  manière  que  les  trois 
points  0,G,H  se  meuvent  sur  trois  droites  fixes,  le  sè- 
ment GH  étant  constamment  double  du  segment  GO. 
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Dès  lors,  celle  droite,  d'après  un  ihéorème  facile  à  établir, 
enveloppe  une  parabole  tangente  aux  trois  droites  lixes; 
de  plus,  loul  point  qui  divise  le  segment  OH  dans  un 
rapport  donné  décrit  aussi  une  droite  tangente  à  la 
parabole.  En  particulier,  le  centre  I  du  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  décrit  une  droite  fixe  R. 

Proposons-nous  de  trouver  l'enveloppe  du  cercle  des 
neuf  points  du  triangle. 

Rappelons-nous  que  le  cercle  circonscrit  au  triangh? 
passe  par  deux  points  fixes  et  que  son  rayon  est  double 
de  celui  du  cercle  des  neuf  points.  Le  problème  se  pose 
alors  ainsi  : 

Etant  données  trois  droites  Jixcs  hjK^Det  unedroite 

mobile  OIH  divisée  au  point  1  en  deux  parties  égales^ 

on  joint  le  point  O  à  un  point  fixe  F  et  on  décrit  du 

OF 
point  I  comme  centre  un  cercle  avec  — comme  rayon  : 

trouver  l'enveloppe  de  ce  cercle. 

Un  calcul  très  simple  montre  immédiatement  que  l'en- 
veloppe est  une  conique.  On  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  X.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  pa* 
rabole,  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  reste  dou- 
blement tangent  à  une  conique  fixe. 

En  faisant  une  projection  perspective,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  XI. — Si  l'on  considère  un  triangle  variable 
inscrit  dans  uneconique  C  et  circonscrite  une  conique  P, 
laconique  qui  passe  par  deux  points  ^fixes  I,J  situés 
sur  une  tangente  à  la  conique  P  et  par  les  trois  points 
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conjugués  haîmoniques  des  couples  de  sommeUt  du 
triangle  par  rapport  aux  trois  points  de  rencontre  des 
côtés  de  ce  triangle  et  de  la  droite  fixe  IJ  est  double- 
ment tangente  à  une  conique  fixe;  la  corde  des  contacts 
pivote  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  la  droite  IJ. 
Quand  les  deux  points  1  et }  sont  sur  la  conique  C, 
l'enveloppe  se  compose  de  deux  droites  se  coupant  en 
un  point  de  la  droite  IJ. 

Le  ihéorènie  corrélatif  se  trouve  facilemcnl  er  donne 
lieu  à  des  cas  particuliers,  comme  le  précédent. 

Nous  allons  maintenant  étudier  les  triangles  aplatis 
inscrits  et  circonscrits  à  deux  coniques.  Cousidérons 
deux  coniques  quelconques  C  et  P^  soient  A  un  point 
commun  aux  deux  courbes  et  AB  la  tangente  à  la  courbe 
P  ;  cette  droite  rencontre  la  courbe  C  en  un  second  point 
B^  si  la  langen  le  en  B  à  la  courbe  C  est  tangente  commune 
aux  deux  coniques,  la  droite  AB  constituera  un  triangle 
aplati  circonscrit  à  la  courbe  P  et  inscritdans  la  courbe 
C;  dès  lors,  il  existera  une  infinité  de  triangles  inscrits 
<'t  circonscrits  a  la  fois  aux  deux  coniques.  Si  Ton  dé- 
signe par  a  =  o,  (3  =  0  les  équations  du  côté  AB  et  de 
la  tangente  commune  correspondante,  les  coniques  P 
vl  C  auront  respectivement  pour  équations 

(i)  Kap~L7»z=o, 

(2)  p(Aa-f-B7;— Ca^--0. 

Les  équations  (i)  et  (2)  représentent  deux  coniques 
telles  qu'un  triangle  soit  circonscrit  à  la  première  et  in- 
scrit à  la  seconde. 

L'équation  en  X  correspondante  est 

L>(A-+->K)»-+-B»Ci=o. 
Connue  les  coefficients  de  Téqualion  en  À    sont  des 
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invariants,  nous  pouvons  identifier  celte  équation  avec 
Inéquation  générale 

AV4-  0A'H-0'À  -+-  A'=:0. 

On  a  ainsi 

A-_tK=L, 

0  —  2LÂK, 

e'-— LA». 
On  en  tire 

0'  —  4-^^'=^- 

On  retrouve  ainsi,  par  un  procédé  d^une  grande  sim- 
plicité, la  formule  donnée  par  M.  Cayley. 

Revenons  au  système  des  deux  coniques  P  et  C  La 
condition  pour  quMl  existe  un  triangle  circonscrit  à  la 
courbe  P  et  inscrit  dans  la  courbe  C  est  que,  si  Ton  con- 
sidère un  point  A  commun  aux  deux  courbes,  la  tan- 
gente au  point  A  à  la  courbe  P  rencontre  la  courbe  C  en 
un  point  de  contact  d'une  tangente  commune  aux  deux 
courbes;  dans  ce  cas,  d'après  le  théorème  de  Poncelet, 
la  même  propriété  aura  lieu  pour  les  quatre  points  de 
rencontre  des  deux  courbes,  et  Ton  a  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  XII.  —  Étant  données  deux  coniques,  si 
la  tangente  à  l'une  d'elles  en  un  point  commun  ren- 
contre  l'autre  en  un  point  appartenant  à  une  tangente 
commune  aux  deux  coniques,  la  même  propriété  aura 
lieu  relatix^e ment  aux  trois  autres  points  d^ intersection^ 
ety  par  suite,  les  points  communs  aux  deux  courbes  et 
les  points  de  contact  de  Vune  d'elles  ai*ec  les  quatre 
tangentes  communes  sont  huit  points  qui  se  correspon- 
dent deux  h  deux. 

La  traduction  analytique  de  ce  théorème  fournit  un 
théorème  relatif  à  la  transformation  de  l'équation  du 
quatrième;  degré.  Considérons,  par  exemple,  le  système 
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GONGOliRS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

EN  1880. 


Composition  de  Mathématiques. 
Voir  renoncé  à  la  page  337 . 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  lélraèdre  rogiilier  ABCD  dont  le  côté  est 
égal  à  o™,i9  et  dont  la  face  ABC  est  située  dans  le 
plan  horizon lal  de  projection. 

Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base 
le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BCf). 

L'arètc  BD  est  parallèle  aux  génératrices  d'un  cy- 
lindre dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle  décrit  du 
point  B  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  o^^yCÔ. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontale 
le  corps  qui  reste  lorsqu'on  supprime,  dans  le  tétraèdre, 
la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie  comprise  dans 
le  cylindre. 

On  indi([uera  à  l'encre  rouge  les  constructions  faites 
]K)ur  trouver  un  point  de  l'intersection  du  cône  et  du 
cylindre  et  la  tangente  en  ce  point. 

Composition  de  calcid  tri gonomé trique , 

Etant  donnés,  dans  un  triangle,  deux  côtés  et  Tangle 

compris,  savoir 

/ïi-/Î2837'",23, 

b  1—  45609'",  07, 

Ci=55"i7'48",37, 

calculer  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c  et  la 
surface  S. 


(  38o'  ) 

Composition  littéraire. 

On  suppose  que,  dans  un  pays  envalii,  au  sein  d^une 
place  assiégée  et  à  demi  ruinée  par  un  bombardera  eu  l, 
une  députalîon  des  habitanis  de  la  ville  soîl  envoyée  au 
général  commandant  la  place  pour  essayer  de  Tapitoyer 
sur  le  sort  de  la  ville  qu'il  est  chargé  de  défendre. 

Réponse  du  général. 

Dans  celte  réponse  [q  ni  fait  seule  l'objet  de  la  corn- 
^05iV/o/i),  celui-ci  indiquera  comment  il  comprend  son 
rôle. 

Diaprés  Carnot,  toutes  les  obligations  de  Thommede 
guerre  chargé  de  la  défense  d'une  place  se  réduisent  à 
deux  : 

i^  Etre  dans  la  ferme  résolution  de  périr  plutôt  que 
de  la  rendre; 

2^  Connaître  tous  les  moyens  que  fournit  Tinduslrie 
pour  en  assurer  la  défense. 

Il  est  sur  tout  au  moins  de  remplir  la  première  de  ces 
conditions. 

Ecoutant  à  la  fois  les  inspirations  de  sa  conscience  cl 
les  leçons  de  THisloire,  il  fera,  selon  la  lettre  des  Règle- 
ments, tout  ce  que  le  devoir  et  T honneur  militaire  lui 
commandent. 


GORUESPOXDAKCE. 


Mon  cher  Briss(?, 

Les  polynômes  de  M.  Laguerre  ont  vivement  intéressé, 
et  a  juste  raison  Jes  personnes  qui  s'occupent  de  la  théorie 
des  équations.  Me  sera-t-il  permis  de  signaler  une  de 
leurs  propriétés  qui  n'a  pas  encore  été  remarquée? 


(  iiS»   ) 
Soit 


• .....•» 

/i^y^i^fas,. . .  désignant  des  coefGcienls  constants.  On 
tire  des  deux  dernières  formules 

d^où  1*011  conclut,  en  multipliant  la  première  de  ces  équa- 
tions par  r/„,  la  seconde  par  a„^i,  et  en  retranchant, 

Nous  supposerons  a^^  a^^  . .  .,  a^  différents  de  zéro*, 
nous  pourrons  alors  écrire 


V  "« 


Cette  formule  montre  qu(?  1°  deux  fonctions  y],  ne; 
{Meuvent  pas  s^annuler  en  même  temps,  sans  quoi,  si  J^^i 
t*t/i,s'aniiulaient  ensemble,  il  faudrait  que y„_i  s'annulât 
en  même  temps,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  f^-=za^^  qui 
par  hypothèse  est  différent  de  zéro;  a°  lorsque  la  fonc- 

tiony],  s'annule, /„^,  et  -"—  fn^t  sont  de  signes  contraires. 

Il  en  résulte  que  les  fonctions 


/mt     *m—\y   Jm-1 '   Jm—y  >   J^-^"  " 

(I)         < 


1  •  •  • 
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jouissent  de  la   propriété  essentielle  des   fonctions     «le 
Sturm,  en  sorte  que,  si,  dans  la  suite  précédente,  on  sul)- 
stitue  à  la  place  de  x  deux  nombres  a  et  (3,  le  nombre  de 
variations  perdues  ou  gagnées  (ce  nombre  ne  pouvant,  se 
perdre  ou  se  gagner  que  par  Je  termey],)  sera  une  lîf¥mîlc 
inférieure  du  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et    P* 
Veut-on,   par    exemple,    une    limite    inférieure      ^^ 
nombre  des  racines  positives  de  yi„(jr)  =  o,    on    ffeï> 
j:  =  oet  a:  =  00  dans  la  suite  (i);  en  supposant  a^"^:^    *' 
ce  qui  est  permis,  on  aura  deux  suites  dont  les  sîf*""'*  ** 
seront  ceux  des  suites 


1,     1, 


•» 


««-2 


««-»«•-. 


,  ,  f  •  •  •) 


OU  même  des  suites 


Ce  théorème,  analogue  à  celui  de  Fourier,  est  hei 
coup  plus  simple  dans  la  pratique.  H.   Làurbkt. 

PUBLIGATIOKS  RÉCENTES. 


1.  Eléments  de  la  théorie  des  déterminàhts,  a 
de  nombreux  exercices,  par  P,   Mansion,  professe 
ordinaire  de  l'Université  de  Gand.  Troisième  éditio 
Mons,  Hector  Manceaux  5  Paris,  Gautbier-Vîllars,  188 
—  Prix  :  2  fr. 

Ce  petit  Ouvrage,  dont  la  première  édition  a  paru  en  18 
en  Belgique,  la  seconde  en  1878  en  Allemagne,  renferme,  se 
une  forme  aussi  concise,  aussi  rigoureuse,  aussi  pratique  q 
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possible,  ce  qui  constitue  vraiment  les  Éléments  de  la  théorie 
fies  déterminants.  Dans  son  cadre  modeste,  il  répond  mieux 
aux  exigences  de  renseignement  secondaire  français  que  les 
Manuels  plus  étendus  de  Baltzer,  Brioschi,  Dostor  et  Salmon. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  à  la  définition  et  aux pro" 
priétés  immédiates  des  déterminants,  La  définition  des  permuta- 
tions paires  ou  impaires  d^éléments  à  deux  indices,  qui  sert 
i'xpiicitement  de  point  de  départ,  est  un  peu  différente  de  celle 
<|ne  l'on  trouve  ailleurs.  «  Une  permutation  £««,  E^^,  Ec^». . . 
est  dite  paire  ou  impaire  suivant  que  le  nombre  des  dérange- 
ments dans  la  série  des  premiers  indices  /i,  ^,  c, . . .  et  dans  la 
série  des  seconds  a,  p,  7,. . .  est  pair  ou  impair.  »  Cette  manière 
«renvisager  les  permutations  paires  ou  impaires  permet  de  sim- 
plifier considérablement  la  démonstration  des  premières  pro- 
priétés des  déterminants. 

Le  Chapitre  II  (Calcul  des  déterminants)  est  divisé  en  trois 
(Miragraphes  :  impropriétés  desmineurs;  a®  principe  de  l'addition 
des  lignes;  3°  sommes  et  produits  de  déterminants.  Dans  ce 
dernier  paragraphe,  il  est  fait  constamment  usage  d'une  notation 
déjà  ancienne,  \  a  bc  \  pour  J.dzai  ^jT,,  dont  M.  Catalan  a  très 
bien  fait  ressortir  toute  Tutilité  il  y  a  plus  de  trente  ans.  Grâce 
à  cette  notation,  on  expose  aisément  la  multiplication  des  déter- 
minants par  la  méthode  la  plus  naturelle,  et  Ton  peut  établir 
d'une  manière  complète  et  rigoureuse  la  propriété  fondamentale 
des  déterminants  nuls  :  //  existe  au  moins  une  même  relation 
entre  les  éléments  de  chaque  ligne  d'un  déterminant  nuly  même 
si  ses  premiers  mineurs  sont  tous  nuls  aussi  (M.  Falk).  Jusqu'à 
présent  on  n'a  prouvé  cette  proposition  qu'en  recourant  k  une 
théorie  plus  difficile,  celle  des  équations  linéaires. 

Le  Chapitre  III  contient  les  applications  des  déterminants  à 
la  résolution  des  équations  linéaires  et  à  l'élimination.  Dans  le 
premier  paragraphe,  la  question  de  la  résolution  des  équations 
linéaires  est  traitée  minutieusement,  qu'il  y  ait  compatibilité  ou 
incompatibilité,  détermination  ou  indétermination  dans  le  sys- 
tème. Tout  en  profitant  de  recherches  savantes  sur  la  matière 
dues  à  quelques  professeurs  français,  Fauteur  est  parvenu  à 
lonner  une  forme  élémentaire  h  cette  subdivision  de  son  Livre, 
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si  importante  au  point  de  vue  de  renseignement.  Dans  le  pin- 
graphe  suivant,  la  théorie  de  l'élimination  entre  n  équations 
linéaires  est  exposée  d'après  M.  Rouché;  on  y  traite  aussi  b 
question  analogue  dans  le  cas  où  l'une  des  équations  linéaires 
est  remplacée  par  une  équation  du  second  degré,  et  l'on  fait 
connaître,  à  propos  du  troisième  degré,  la  célèbre  transforma- 
tion de  Tchirnhausen.  En6n  le  dernier  paragraphe  du  Livre, 
qui  est  aussi  le  plus  original,  est  consacré  à  l'élimination  entre 
deux  équations  algébriques  de  degré  quelconque.  Kn  fondant 
ses  propres  recherclies  sur  la  matière  avec  celles  de  MM.  Faft 
et  Jauni,  l'auteur  a  pu  exposer  et  généraliser,  en  sept  pages in-S*» 
les  méthodes  de  Sylvester  et  de  Cauchy,  et  en  montrer  l'identité. 
Les  Éléments  de  la  théorie  des  déterminants  de  M.  BltnsioB 
renferment,  outre  les  divers  sujets  dont  nous  venons  de  donner 
un  aperçu,  un  très  grand  nombre  d'exercices.  Les  uns,  trèi 
simples  et  d'une  difficulté  graduée,  sont  destinés  aux  con- 
mençants.  Les  autres  sont  un  vrai  complément  de  la  partie  dn 
Livre  qui  est  imprimée  en  grand  texte.  C'est  parmi  les  exer- 
cices de  cette  seconde  catégorie  que  sont  rejetés  les  propriétés 
des  déterminants  symétriques,  gauches,  etc.,  le  théorème  de 
Laplace  et  un  grand  nombre  d'applications  géométriques  on 
algébriques  propres  à  faire  ressortir  la  valeur  de  cet  admirable 
instrument  analytique  qu'on  appelle  les  Déterminants, 

2.  Trois  Lettres  inédites  de  Jean  V^  Bernollu  a 
Léonard  Euler,  tirées  de  la  Correspondance  de  Jean  /*' 
Bernoulli,  gardée  dans  la  bibliothèque  de  l'Académie 
royale  de  Stockholm,  par  GustaJ  Encstrom.  Stockholnif 
P  -A,  Norstedt  et  Soner,  1880. 

3.  HuYGENs  et  Roberval.  —  Documcois  nouveaux^ 
par  C.  Herny,  Lcyde,  E.-Y.  Brill,  1880. 

4.  Etudes  nouvelles  des  lignes  et  surfaces  du  secomd 
DEGRÉ  \  Y^diV  Emile  Sourander.  Thèic  de  Doctorat  présentée 
à  la  Faculté  de  Philosophie  de  F  Uni  vers!  té  d'Helsingfors- 
Helsingfors,  J.-C.  Frenckell  et  fils,  1879. 
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THÉORIE  fiLÉNENTAIRE  DES  BRAGHISTOGiIRONBS  \ 

Pae  m.  h.  RESâL  (•). 


Cette  théorie  est  moiivée  par  la  suppression,  qui  re- 
monte h  iSja,  du  Calcul  des  variations  dans  renseigne- 
ment intérieur  de  TEcole  Polytechnique. 

Elle  est  basée  sur  des  considérations  analogues  à  celles 
dont  s'est  servi  Jacques  Bernoulli  pour  déterminer  la 
nature  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente,  solution 
d*un  problème  proposé  bien  antérieurement  par  Galilée. 

Nous  admettrons  que  la  force  qui  sollicite  le  point 
mobile,  dont  la  masse  est  censée  égale  à  Tunité,  dérive 
d^un  potentiel. 

Théorèsce  I.  —  Si  une  courbe  est  b raclas tochrone 
entre  deux  points  A  et  B,  elle  l'est  aussi  entre  deux 
points  intermédiaires  quelconques  m\  n. 

Supposons  en  eObt  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  soit  mnm' 
la  brachistochrone  entre  m  et  m^  La  vitesse  en  m' sera  la 
même,  que  le  mobile  parcoure  mm'  ou.  mnm'.  Mais  le 
temps  employé  serait  plus  court  dans  le  trajet  Am/i/7/B 
que  dans  celui  de  Amm'D^  qui  ne  serait  plus  ainsi  la 
brachistochrone,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qui  a  été  admis. 


f*)  Cet  article  était  conipottu,  lorsqu'un  va(;uc  souvenir  m'a  conduit 
à  rechercher  si,  dans  ce  Recueil,  je  n'avais  pas  imprimé  déjà  une  Note 
sur  le  même  sujet.  J'ai  retrouvé,  en  effet,  dans  le  volume  de  1877  un 
travail  anaIo(;ue,  et  j'ai  été  sur  le  point  de  supprimer  une  bonne  partie 
de  cet  article.  Toutefois,  comme  la  rédaction  nouvelle  est  bien  plus 
complète,  et  diffère  de  la  précédente  en  quelques  points  essentiels,  j'ai 
peaaé  qne  ce  travail  pourrait  être  utile  aux  nombreux  élèves  qui  lisent 
ce  Recueil,  et  j'ai  maintenu  la  nouvelle  rédaction  telle  qu'elle  avait  été 
soumise  à  mon  vénérable  maître,  M.  Gerono. 

Jmm.dë  Mathémat,,  i*  série,  t.  X I X .( Septembre  1R80.)         A^ 


(  386  ) 

Corollaire.  —  La  courbe  est  brachistochrone  dans  le 
parcours  de  deux  éléments  consécutifs. 

Théorème  II.  —  Lorsque  le  mobile  n*est  pas  assu- 
jetti à  rester  sur  une  surface  fixe,  le  plan  osculateur  en 
un  point  de  la  brachistochrone  est  normal  à  la  surface 
de  niveau  passant  par  ce  point. 

Supposons  en  effet  {fig.  i)  que  cela  n'ait  pas  lieU|  et 
soient 

m,  m' deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe: 

Fig.  I. 


A6  la  section  faite  par  le  plan,  passant  par  mw!^  mené 
normalement  à  la  surface  de  niveau  qui  coupe  cette 
droite  en  un  point  intermédiaire  I; 

n'  Tintersection  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent  en  I; 

n  la  projection  de  ce  point  sur  la  tangente  en  I  à  AB; 

Y,V  les  vitesses  avec  lesquelles  le  mobile  parcourt  mn 
ou  mn^  et  n'nJ  ou  nm\ 

La  durée  du  parcours  de  mn' m' est 


et  celle  de  mnm\ 


V 

-f- 

n'm' 

j 

mn 
V 

4- 

n'm' 

>  • 

Or  mn*  >  mw,  //m'>  nni]  la  première  durée  serait  donc 
supérieure  à  la  seconde,  ce  qui  est  absurde. 
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Corollaire.  —  Dans  le  cas  de  la  pesanteur,  et  dans 
celui  où  la  force  est  dirigée  vers  un  centre  fixe  et  est  une 
fonction  de  la  distance  à  ce  point,  la  brachistoclirone  est 
plane.  En  cflet,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  ho- 
rizontaux ou  des  sphères. 

Théorème  III  (dû  à  Euler).  —  La  composante  normale 
de  la  force  extérieure  est  égale  à  la  force  centrifuge. 

Soient  [fi g*  a) 

mn^  nml  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe; 
AB  la  section  normale  faite  dans  la  surface  de  niveau  pas- 
sant par  /i,  par  le  planosculateur  muni \ 

Fig.  a. 


fiN  la  normale  à  ÂB  suivant  le  prolongement  de  laquelle 

est  dirigée  la  force  extérieure  F 5 
/ii  un  point  de  AB  inCniment  voisin  de  n\ 
p^q  les  projections  de  n^^n  sur  mn^niwl-^ 
/,  i  les  angles  fWfiN,  m'nY\ 
V,  \'  les  vitesses  avec  lesquelles  le  mobile  parcourrait  m/i 

ou  m/2,,  nfrl  ou  /2,  m'. 
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Pour  que  la  durée  du  parcours  de  mnnJ  soit  mînimix 
il  faut  qu'en  la  retrancliant  de  celle  de  mriini  on 
tienne  un  résultat  nul. 

On  doit  donc  avoir 


m/î,        /i,/w'       mn        nm' 


y 


ou 


/w/îi  —  mn        nm  —  nym 


—  o, 


.ou  encore 

Or 

par  suite, 


V 

np  _  //,y 

y    —    y/  • 


«/;  =  /î/i,  sin /,     niç  ^=1  nnt  sîni'y 


sin  i       sin  /' 


V 


ce  qui  exprime  que  d  •—  =  o.  On  déduit  de  là 

V  cos idi  —  dV  sin/  =  o, 
d'où 

dV 

di  =r  ^.  ung/, 

et,  en  divisant  par  ds  =  Ydt^ 

Mais  -7- est  la  courbure  -  de  la  courbe:  il  vient  donc^" 

ds  p 

V»       dW 

-  =  -langi, 

ce  qui  démontre    bien  le  théorème  énoncé,    poisq 

dV  ,    ,  ,  , 

— -  tangi  n  est  autre  chose  que  la  composante  nonna 

de  F. 
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TaécakHE  IV.  —  La  tangente  à  la  courbe  au  point 
Je  départ  Aq  est  normale  à  la  surface  de  nweau  pas^ 
sant  par  ce  point. 

Soient 

ABla  section  fa! le  parle  plan  osculateuren  Ao  dans  une 
surface  de  niveau  infiniment   voisine  de  ce   point; 

AqB  la  normale  a  cette  section  suivant  laquelle  agit  la 
force  F  \ 

A  Tintersection  de  la  brachistochrone  avec  AB; 

f  Tangle  A  Ao  B  ; 

0  la  durée  du  trajet  Ao  A. 

Ona 

A,A=:-COSfO%       A,A=:--^» 
2  C05f 

d'où 

2A.B 

0^  — 


Fcos''<j. 


Leminimum  de0  par  rapportà(f  correspondant  à  (p  =  o, 
il  faut  que  A  coïncide  avec  B,  ce  qu'il  fallait  établir. 

Équations  générales,  en  coordonnées  rectangulaires^ 
des  brachistochrones  lorsque  le  mobile  n'est  pas  as' 
sujetti  à  rester  sur  une  surface. 

Soient 

a,P,yles  angles  formés  avec  Oj:,0/,Oz  par  la  tangente 
au  point  (x,  y^  z)  Ae  la  courbe  ; 

À,  u,  y  les  angles  semblables  relatifs  à  la  normale  prin- 
cipale; 

\\  tt',  y>  ceux  qui  se  rapportent  à  la  binormale  ; 

e  Tangle  de  contingence  ; 

ds  Télément  d'arc  ; 

p  le  rayon  de  courbure  ; 

ff{Xyjy  z)  le  potentiel. 
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On  sait  que 

[it]  COSa  =  --->       COSp  =  -^>       C0S7=:--» 

^    '  as  as  ds 

ficOSOL 
COS  A  =  j 


(*) 


//cosB 

f  COS/x= -j 


dcosy 
cosv  =z î-, 


^       cosydco^P — cosprfcos7 

COS  A    = » 

S 

,  -       cosarfroS7  —  co*7'^coHa 

(r)  {cos^= , 

,        cosBf/cosa — COS  a  «/ COS  S 
cosv'  = • 

s 

Si  nous  posons 


d9* 


les  cosinus  des  angles  formés  avec  O j:,  O/,  O  z  par  la 
normale  à  la  surface  de  niveau  passant  par  le  point 
(Xjjjz)  étant 

i  df         i   dv         i  dff 

A  dx       A  dy        A  dz 

\\  vient,  en  exprimant  que  cette  droite  est  perpendicu- 
laire à  la  binormale  à  la  courbe, 

[i]  -r-  COS  A  -T-  -r-  COS  ti' -h  -~  cosv'  ==  o. 

^    '  dx  dy  dz 

La  composante  F„de  la  force  extérieure  F  (qui  est  nor- 
male à  la  surface  de  niveau)  suivant  le  rayon  de  courbure 


(39.  ) 
a  pour  expression 

F,=  --  cosX  -f-  -/-  CCS  a  H-  -7  cosv 
dx  dr       ^      dz 

Mais,  en  désignant  par  A  une  constante,  le  principe  des 
forces  vives  donne 

d*où,  d*après  le  théorème  d'Euler, 

En  identifiant  les  expressions  (d)  et  (e),  et  remplaçant 
e  par  sa  valeur  (c),  on  trouve 

-,- 1/ cosa  -f-  -r-rf cosB  -f-  -:-  dco&y 
dx  dr  dz 

f3)' 

m:  2(^  ~*~  A)  = • 

^'dx'-h  d^^-i-dz* 

En  remplaçant  cosa,  cos^,  cosy  et  les  valeurs,  qui  s'en 
déduisent,  de  cos  À',  cos^a',  cosv' par  leurs  expressions  en 
fonction  de  x,  /,  z  et  de  leurs  dérivées,  les  équations  (a) 
et  (3)  seront  les  équations  de  la  courbe. 

De  la  cowbe  de  la  plus  vite  descente. 

Nous  savons  déjà  que,  lorsque  le  mobile  est  unique- 
ment soumis  à  Faction  de  la  pesanteur,  la  courbe  décrite 
est  comprise  dans  un  plan  vertical. 

Soient 

O  le  point  de  départ  *, 

Ox,  Oy  son  horizontale  et  sa  verticale; 

a  rinclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  sur  Ox. 
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On  a 

et,  comme  a  diminue  quand  jr  augmente,  on  estcondoit 
à  poser 

Mais,  diaprés  le  théorème  d'EuIer,  cette  expression  est 
égale  à  g  cosa,  d'où 

—  2  r -7-  =  cosa. 

Or  ds  =  -. —  ;  par  suite, 
sma    ^ 

I   dr  sina//a 


2   y  cosa 

et 

cosa=  Cv(F» 

en  désignant  par  C  une  constante. 

On  reconnaît  ainsi  que  la  courbe  est  une  cycloide  a 
base  horizontale,  dont  O  est  un  point  de  rebroussement. 

Brachistochrone  dans  le  cas  oà  le  mobile  est  soumis  à 
r action  d^ une  force  dirigée  positii^ement  ou  négati- 
vement vers  un  centre  fixe  O,  et  qu  elle  est  fonction  de 
la  distance  r  à  ce  centre. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  la  force  est 
attractive  et  nous  représenterons  par  f{r)  son  poten- 
tiel. Nous  rappellerons  que  la  courbe  est  plane.  Mous  dis- 
tinguerons par  Tlndice  oies  quantités  qui  se  rapportent  au 
point  de  départ  A q.  Nous  prendrons  pour  axe  des  abscisses 
la  direction  de  OA©  {fig-  3)  à  laquelle  la  courbe  est  tan- 
gente en  Ao. 

Soient 
m  un  point  quelconque.de  la  courbe  ; 


(  3y3) 
I  rintersection  de  la  tangente  en  ce  point  avec  Ox\ 
a  Tangle  formé  par  la  normale  en  m  avec  le  rayon  vec- 
tenr; 

Fig.  3. 

y 


STangle  polaire  m Ox. 

On  a  y  pour  le  carré  de  la  vitesse* 

(4)  V'=2[/(r.)-/(r)]. 

Si  Ton  remarque  que 

mlx  =  a  -h  90**-^  0, 
Tanglc  de  contingence  a  pour  expression 


•  =  —  iimlx  =1  —  [dx-h  dO]^ 


et,  comme 


ds=  — 


dr 
sin  a 


il  vient  pour  la  courbure 

.^.  -         .'dx-^d^ 

(5) 


I  /dx-^d^\    . 

-  =r  ( )  sm  a. 

p       \      dr      J 


jp  « 


La  composante  normale  de  la  force  étanty  (/)  cosa^ 
nous  avons,  en  vertu  du  théorème  d'Euler,  en  ayant  égard 
aux  formules  (1)  et  (2), 


(6) 


[/>.)-/('-]](^^4-^')==/'(r)c«»«. 


i  394  ^ 


rrmplacant  daas  réqvaxîca    6    la  Talenr  de  y 
dédmte  de  cette  foratale,  cm  trovYe 

Si  DOus  posons 

rr , 

l'cqaation  pra^dente  derient 

dr 
d'crik,  en  désignant  par  M  nne  constante. 


/.^-  m.  ^^>î 


.10^  COSa=M«^-^'''. 


Ou  déduit  de  là 


Mr-^''  ^ 


d'oà,  en  remarquant  qne  9  =  o  pour  r=  r^, 


= 


II*  _  


La  constante  M  se  déierminera  par  la  condition  que 
pour  le  point  d'arrivée  on  ait 

/•=:r„     0  =  0,. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  force  soit  proportion- 
nelle à  la  distance  du  mobile  au  centre  d'attraction  00 
que 
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u  désignant  un  coefficient  donné.  Il  est  facile  de  voir  que, 
dans  ce  cas  particulier,  on  a 


f'(r)  =  -^-,+ 


r  I  r] 


d'où 


=  A—l L_  +  lT 

"l_2(ro--r)        2(r,-f.r)         rj 


et  successivement 


cosa  = îî 9 


/' sin'a  =  (  1+ M' )  ^r»  -  rJ -J5^,) , 

d^où  Ton  conclut  que  la  courbe  est  une  hypocycloïde, 
vérification  d'un  tliéorème  bien  connu. 


Extension  du  théorème  d'Euler  au  cas  où  le  mobile 
est  assujetti  à  rester  sur  une  surjace. 

Cette  eitension  est  due  à  M.  Roger,  qui,  en  se  basant 
surle  Calcul  des  variations,  Ta  démontrée  dans  une  Thèse 
insérée  au  Tome  XIII  (i"  série)  du  Jou/Tial  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées. 

Ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps  que  je  suis  par- 
venu à  donner  une  démonstration  du  théorème  de  Roger, 
^ui  a,  sous  certain   rapport,   une  grande   importance, 
puisque,  avec  Téquation  de  la  surface  fixe,  il  permet  de 
définir  la  brachistochronc. 

Soient  [jig-  4) 
^liHj  nni  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe; 
-AB  Tintersectionde  la  surface  fixe  avec  la  surface  Je  ni- 
veau passant  par/i; 
'^T  la  tangente  à  cette  courbe  ; 
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nN,  nN'  les  perpendiculaires  en  n  a  cette  droite  dans  les 
plans  tangents  mnT,  rn^nT\ 

N 


i\  î'  les  angles  mnli  et  m'/iN'; 

////Il  la  droite  menée  dans  le  plan  Tnm'  qui  fait  avec  nV 
Tangle  i. 

Concevons  que  l'on  rabatte  le  plan  T/iN'  dans  le 
plan  TaiN;  1/71,  viendra  se  placer  dans  le  prolongement 
de  m/i  ;  mais  alors  on  rentrera  dans  le  cas  ordinaire 
traité  plus  haut,  et  la  condition  pour  que  la  durée  du 
parcours  mnm  soit  minimum  sera 


(«) 


-tang.  =  V'- 


Revenant  à  la  réalité,  on  voit  que  mn,  nin'  sont  le^ 
directions  de  deux  éléments  consérutifs  d^une  géodésiqiic^ 
tracée  sur  la  surface  développable  mnTrn,  et  par  suite  sur 

la  surface  fixe*,  di^--  sont,  par  suite,  Tangle  de  contin- 
gence géodésique  et  la  courbure  géodcsiquc. 


(  397  ) 
Soient 

F*  la  force  exlérîeure  F  estimée  dans  le  plan  tangent, 
dirigée  suivant  nM'^ 

F'^  la  composante  (dite  géodésique)  de  F,  normale  à  la 
vitesse; 

tf  Tangle  formé  par  le  rayon  de  courbure  p  avec  la  nor- 
male a  la  surface. 

On  a 

F*~^-7^^ang£, 

f/i       sin  9 
Us  p 

et  Téquation  (a)  devient 

V»sin^ 
t^ — • 

P 
Mais,  si  F.  est  la  composante  de  la  force  F  dirigée  suivant 
le  rayon  de  courbure,  on  a 

Fa— F„sin^; 
par  suite, 

r« —  — » 
P 
ce  qu^il  fallait  établir. 

On  démontrera  sans  penne  qu'au  point  de  départ  la 
courbe  est  normale  à  Tintersection  de  la  surface  de  ni- 
veau en  ce  point  et  de  la  surface  fixe. 


SUR  UN  THÊORfiNE  DE  H.  CHASLBS  CONCERNANT 
LES  CONIQUES  HONOFOGALES; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Parmi  les  nombreux  et  intéressants  théorèmes  donnés 
par  M.  Chasics  sur  les  coniques  homofocales  {Comptes 
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rendus  des  séances  de  l 'Académie  des  Sciences,  année 
1844)  6^  dont  la  connaissance  permet  de  faciliter  IVtudc 
de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques,  nous  rap- 
pellerons le  suivant  : 

Sij  po.r  deux  points  fixes  d^une  conique,  on  fait  pas- 
ser un  cercle  variable,  le  lieu  du  point  de  concours  des 
tangentes  communes  est  une  conique  homofocale  à  la 
proposée^  de  plus,  le  lieu  reste  le  même  lorsque  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  fixes  se  déplace  parallèle^ 
ment  à  elle-même. 

Considérons  nue  ellipse  ayant  pour  équation 

r.  +  i5  =  '' 


et  un  point  P  de  paramètre  angulaire  ç  ;  un  point  quel- 
conque Q  de  la  normale  en  P  à  Tellipse  a  pour  coor- 
données 

jr  =  (« -h  X6)cosy,     x=[b-\-\a)%vcLf^\ 

si  Ton  suppose  PQ  =  r,  on  trouve 

/^=  [x  —  acos^)'-f-  (7  —  6sinf  )% 

ou  bien,  en  désignant  par  V  la  longueur  du  demi-dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  passe  en  P, 

on  prendra  d'ailleurs  X  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe 
—  suivant  que  le  point  Q  se  trouvera  sur  la  partie  ex- 
térieure ou  intérieure  de  la  normale  en  P. 

Si  l'on  suppose  que  le  point  P  se  déplace  sur  Pellipse, 
X  restant  constant,  le  point  Q  décrit  une  ellipse  concen- 
trique, d'axes  a  +  XA  et  fc  H-  Xa  ;  on  retrouve  ainsi  un 
théorème  de  INI.  Transon.  Dans  le  cas  particulier  où 
^  =  =ti,  les  ellipses  deviennent  les  cercles  concentri- 
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ques  de  rayons  a±b]  ce  résultat  revient,  au  fond,  a  la 
construction  bien  connue  de  M.  Chasles  pour  trouver 
les  grandeurs  des  axes  d'une  ellipse  définie  par  un  sys- 
tème de  deux  diamètres  conjugués. 

Décrivons,  du  point  Q  comme  centre,  un  cercle  de 
rayon  r  =  il&',  tangent  à  Tellipse  au  point  P;  on  trouve 
aisément,  pour  les  coordonnées  du  point  R  de  concours 
des  tangentes  communes  à  Tellipse  et  au  cercle, 


(•) 


ou  bien 


i    (l  — X»)x=:(fl-f-2>^  -*-  Pfl)cOS<p, 


(^) 


cosy       sin^  0  —  r 


cosf       sin^  b'  '\- 


r 


En  multipliant  membre  a  membre  les  équations  (a), 
on  obtient  le  lieu  du  point  R  lorsque  Ton  fait  varier  r^ 
on  trouve  ainsi 

(3)  — ^ Z^^fl._^»=H. 

C'est  Téquation  d'une  hyperbole  homofocale  à  l'el- 
lipse proposée,  passant  par  le  point  P  et  par  les  points 
symétriques  de  celui-ci  par  rapport  aux  axes  et  au  centre 
de  l'ellipse  donnée.  On  vérifie  d'ailleurs  les  formules  (i) 
a  posteriori,  en  observant  que  la  tangente  à  l'hyperbole 
en  R  passe  par  le  point  Q.  Ces  formules  permettent  de 
résoudre  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  Par  un  point  R  extérieur  à  l'ellipse  on 
mène  les  tangentes:  calculer  les  rayons  des  cercles 
tangents  à  l'ellipse  et  aux  deux  tangentes  issues  du 
point  R. 


(  4»>o  î 

Doi^oss  par  x.  r  les  cooffdoaarcs  da  poiat  R,  pv  p 
sa  distance  à  roripne.  par  a  et  i^  sesdisiances  anz  den 
fojers  de  rellîpse,  et  par  Y  Tan^e  des  dc«x  tançcnles  a 
Fellipse  menciïs  par  ie  point  R.  On  a  les  foramles 

eosY=- et     — ^  — 


Cela  posé,  on  détermine  les  xwts  de  llijpeibole  hooiofi»- 
cale  â  Tellipse  proposée  et  passant  par  le  point  R  aa 
moyen  de  Téqaation 


=  ■» 


d*<ià  Ton  tire,  ponr  u  né^tif, 

2»  =  .^— «=— ^— ■• 


ou  bien 


V 


Pour  déterminer  le  paramètre  angulaire  f  des  poioli 
d*iDtersection  de  llijperbole  et  de  Tdlipse,  on  a 

et,  en  ajootant, 

c^cos^f  =  f* —  ar. 

On  en  déduit  facilement  Tangle  f ,  que  noas  supposerons 

compris  entre  o  et  -«  et  les  angles  —  o,  z  li:  9. 

Enfin,  on  obtient  le  ra3ron  du  cercle  correspondant  à 

chacun  des  quatre  points  d'intersection  en  tirant  de  la 

formule  (a) 

r  r  —  ^sin«'  ccis» 

•  •  • 

■  _     -     I  • 

6'  .X-r-«CUSf     SÎDf 

Si  l'on  désigne  par  r^  et  r^  les  rayons  qui  correspond 


(  4oi  ) 

dent  aux  deux  points  ayant  pour  paramètres  angulaires 
ç  et  ç  H-  TT,  on  déduit  de  la  formule  précédente 

et  par  suite  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Aux  deux  extréinitcs  d'un  diamètre 
fixe  d'une  ellipse,  on  prend,  sur  les  normales  exté- 
rieures ou  intérieures,  deux  longueurs  dont  le  produit 
égale  le  carré  du  demi-diamètre  conjugué  :  Veux^filoppe 
de  la  droite  qui  joint  les  extrémités  est  une  hyperbole 
homofocale  à  l'ellipse  pivposée,  passant  par  les  deux 
extrémités  du  diamètre  donné. 


SUR  TROIS  CONIQUES  GONFOGALES  DEUX  A  DEUX; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Le  théorème  que  nous  nous  proposons  de  démontrer 
est  le  suivant  : 

Si  trois  coniques  sont  deux  à  deux  bitangentes  à  un 
même  cercle,  leurs  cordes  communes  concourent  trois  à 
trois  en  un  même  point. 

C'est  la  généralisation  d*un  curieux  théorème  énoncé, 
pour  le  cas  de  trois  coniques  confocales  deux  à  deux, 
par  M.  Emile  Lemoine  [Nouv^elles  Annales,  t.  XI, 
p.  i43;  t.  Xin,  p.  487).  Désignons  par  x,y,  z  les  puis- 
sances d'un  point  quelconque  du  plan  par  rapport  aux 
trois  cercles;  les  équations  des  trois  coniques  bitan- 
(;entes  à  deux  des  trois  cercles  sont 

^  -^-  ^z  -=-.  '2a,      ^z  -h  ^  =  o.b,      yx  -h  ^/  =  2r, 
jtmH.  de  Mnthêmtit.,  a»  »érie,  t.  XIX  (SoptembrA  i8«o).       î?.6 


(  4o2  ) 

a,  h^  c  ayant  des  signes  quelconques.  Les  deux  dernières 
équations  s'écrivent 

divisons  membre  à  membre  et  extrayons  la  racine  car- 
rée :  nous  obtenons,  pour  Tune  des  cordes  d'intersection 
des  deux  coniques,  Téquation 

c(j:— 3-4-4^')==  b{x—x  -h  4<^')- 

Par  permutation  circulaire,  on  obtient  les  équations 
des  autres  sécantes  communes.  Celles-ci  sont  vérifiées 
par  les  coordonnées  du  point  qui  se  trouve  à  Tintersec- 
tion  de  trois  parallèles  aux  axes  radicaux  des  trois  cer- 
cles pris  deux  à  deux,  déterminées  par 


z  —  jr  =  ^b[a  — 


c 


r 


La  symétrie  de  ces  formules  démontre  le  théorème  en 
question. 

En  éliminant  le  terme  tout  connu  entre  deux  des 
équations  des  cordes,  on  obtient 

ax[b  —  c)-f-  by[c  —  a)  -{-  cz[a  —  b)  =  o; 

c'est  l'équation  de  la  droite  qui  joint  le  centre  radical 
des  trois  cercles  au  point  de  concours  des  sécantes  com- 
munes. Si  l'on  change  le  signe  de  a,  de  h  ou  de  c,  on 
obtient  les  trois  autres  points  de  concours. 

Remarque,  —  En  général,  toute  transformation  ana- 
lytique donne  lieu  à  des  théorèmes  différents  lorsque 
l'on  remplace  les  éléments  choisis  pour  système  de  coor- 
données par  d'autres.  Ainsi,  dans  le  cas  présent,  si  x, 
y,  z  désignent  les  distances  d'un  point  aux  trois  côtés 
d'un  triangle,  les  transformations  analytiques  précé- 
dentes démontrent  ce  théorème  : 


(  4o3  ) 
Si  trois  paraboles  sont  tangentes  à  Heux  des  trois  cô- 
tés  d'un  triangle  et  ont  respectii^ement  pour  axes  trois 
droites  concourantes  partant  des  sommets  du  triangle, 
leurs  cordes  communes  concourent  trois  à  trois  en  un 
même  point. 


SOLUTION  DBS  EXERCICES  SUR  LE  TÉTRAÈDRE 
PROPOSÉS  PAR  M.  GENTY 

(  voir  a*  térle,  t.  XVII,  p.  ax3  )  ; 

Par  m.  CHÉFIK.-BET  (du  Caibe). 


1.  Si  dans  un  tétraèdre  les  arêtes  opposées  sont 
égales,  on  peut  dire  que  ce  tétraèdre  est  isoscèle.  Les 
quatre  Jaces  d'un  pareil  tétraèdre  sont  égales. 

En  effet,  soit  SA6C  le  tétraèdre.  Je  dis  que,  par 
exemple,  la  face  SA6  est  égale  à  la  face  ÂBC.  En  effet, 
ÀB  est  commun,  AC  =  SB  et  BC  =  SA  d'après  T hypo- 
thèse. 

2.  Soient  aj  bj  c  les  côtés  de  l'un  de  ces  triangles, 
A,  B,  C  les  angles.  Soient  de  plus  a,  j3,  y  les  médianes 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  a,  £,  c  aux  milieux 
des  côtés  opposés  du  tétraèdre.  On  a 

2  ^ 

'^  2 

7»= 1      BM   7»=  II'. 

'  2 

Désignons  par  M  et  N  les  milieux  de  SB  et  de  AC  ; 


(  4o4  ) 

MN  est  une  médiane  du  triangle  AMC,  et  Ton  a 


mn' 


Or 


donc 


p»— 


On  trouverait  de  même  a*  et  y*. 

Ajoutant  deux  à  deux  a',  p*  et  •/*,  on  trouve 

fl'=:P»-+-7%      ^'=a'H-7S      c»=ra'H-p«. 

G.    Q.    F.    D. 

3.  Les  médianes  sont  en  même  temps  les  plus  courtes 
distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  et  forment 
un  trièdre  trirectangle. 

Des  valeurs  de  AM  et  MC  il  résulte  que  le  triangle 
AMC  est  isoscèle  ;  MN  est  donc  perpendiculaire  sur  AC. 
On  verrait  de  même  que  MN  est  perpendiculaire  sur  SB; 
donc  MN  est  la  plus  courte  distance  de  AC  et  de  SB. 

Soient  P  et  Q  les  milieux  de  SC  et  AB.  On  voit 
que 

MP  =  -  BC  =  -  AS  =  MO  =  PN  —  QN, 
2  2  ^ 

et  MP  est  parallèle  à  QN.  Par  conséquent,  MPNQ  est 
un  losange,  et  MN,  PQ  se  coupent  à  angle  droit. 

On  démontrerait  de  la  même  manière,  en  désignant 
par  V,  R  les  milieux  de  SA,  BC,  que  VR  et  PQ  sont 
perpendiculaires,  ainsi  que  MN  et  VR.  Donc  les  mé- 
dianes forment  un  trièdre  trirectangle. 


(  4o5  ) 

4.  Les  angles  dièdres  opposés  du  tétraèdre  sont 
égaux  deux  à  deux,  et,  si  cj>,  i|;,  6  sont  les  angles  dièdres 
qui  ont  pour  arêtes  les  côtés  a,  b^  c^  on  a 


sinip       sin\|i       sin  9 

et  par  suite 

a            b            c    ' 
sin  7       sin\|i       sind 

sin  A       sinB       sinC 

Je  mène  par  AC,  SB  les  plans  AKC  et  SL6,  perpendi- 
culaires k  SB  et  AC.  Les  triangles  ACK,  SLB  sontégaux  \ 
cela  résulte  de  Tégalilé  des  triangles  SCB,  SAC  et  des 
côtés  SB  et  AC.  Les  angles  K  et  L  qui  mesurent  les 
dièdres  SB  et  AC  sont  donc  égaux. 

Par  le  sommet  S,  je  mène  des  plans  perpendiculaires 
aux  arêtes  opposées.  Soient  G  le  point  où  leur  intersec- 
tion perce  la  base  ABC  et  D,  E,  F  les  points  où  ils  coupent 
les  arêtes  BC,  A6,  AC. 

On  a 

SG  —.  SD  sinSDG     et    SG  ==  SE  sînSEG. 
Mais 

SD  ==  SB  sin  SBC,     SE  =  SB  sin  SBA; 
donc 

sin  SBC  sinSDG  =  sinSEG  sin  SBA 
ou 

sinC  sin«p  z.-i  sin  A  sin  d, 

et,  par  conséquent, 


Or 


donc 


sin  7        sin  9 

sin^ 

sin  A       sinC 

sinB 

sin  A       sinB 

sinC 

û     ""     6 

c    ' 

sin  f       .sin  d 

siii'ij' 

C.    Q.    F.    D. 


(  4o6  ) 
S,  Si  V  est  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 


V  —  *P? . 


on  a  aussi 


V  =z  -—  y^  cos  A  cosB  cosC . 

Je  coustruis  sur  les  arêtes  SA,  SB,  SC  un  parallèle* 
pipède^  son  volume  sera  donné  par  la  formule  connue 


=  7.abcK/  a 


A-hB-+-C   .    A-hB  — C    .    A-4-C  — B    .    B-4-C-A 

sin sin- sin  — sm 

2  2  a  a 


Si  Ton  remarque  que  le  tétraèdre  est  le  sixième  de  ce 
solide  et  que  A  -f-  B  -f-  C  =  i8o**,  on  trouve,  tout  calcul 
fait  9 


abc   , — 

V  =  —5-  V  <^os  A  cos  B  cos  C . 
3 


C.    Q.    F.    D. 


Si  nous  remplaçons  dans  cette  expression  cos  A,  cosB, 

cos  Ci  par ; >      et .,   il 

^  7.bc  lac  2ab 

vient,  en  tenant  compte  des  formules  du  n**  2, 

c.   Q.   F.  D. 

6.  Si  s  est  l'aire  d'une  des  faces  du  tétraèdre,  on  a 
et  on  a  donc 


a 


__  {a  -^  b  -\-  c)(a  -h  b  ^  e){a  -^  c  ^  b)(b  -^  c  -.  a] 


(  4o7  ) 

On  sait  que 

qui  devient,  en  élevant  au  carré, 

i6S»  =  [f/H-c)'— 6'][2iic—  (a»-f-c»—  ^«)], 

et,  effectuant  les  calculs  dans  le  premier  crochet,  on 
trouve 

ou  bien 

c*est-à-dî  re 

Va'p»-f-a»7'-hp'7 
o  = • 

G.    Q.  F.   D. 

Egalant  la  première  valeur  de  S  et  celle-ci,  on  obtient 

{a -h  h  -h  c^  \  a  -h  b  —  c]{fi  -h  c  —  h]ib  -^  c  —  a) 

= ^ 4 

G.  Q.  F.  D. 

7.  Le  point  d'intersection  des  médianes,  qui  est  le 
centre  de  gratuité  du  tétraèdre,  est  en  même  temps  le 
centre  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

Soit  H  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.  Joignons 
SH.  Je  dis  que  cette  droite  rencontre  MN  au  point  O  et 

que  OH  ==  7  SH,  ce  qui  veut  dire  que  O  est  le  centre  de 

gravité  de  SABC. 

En  cfl'et,  menons  de  M  une  parallèle  à  SH;  soiti  sou 

point  de  rencontre  avec  NHB.  Nous  aurons  BI  =  IH  et 

par  conséquent  =  NH. 

Donc 

MO  =  NO.  c.  Q.  r.  D. 


(  4o8  ) 
On  a  de  même 


MI  =:  -  SH     et     OH  =  i  MI, 

2  2 


par  conséquent^ 


OH  =  7  AH. 

4 


Le  point  O  est  donc  bien  le  centre  de  gravité  de  la  py- 
ramide, c.  Q.  F.  D. 
On  a  vu  que 

MA  =  MC     et     NAi^NC; 
il  en  résulte 

OA  =  OC. 
De  même, 

OS  =  OB. 

Donc  O  est  le  centre  de  la  sphère  circonscrite. 

c.   Q.    F.  D. 

Soient  K  et  T  les  projections  de  O  sur  les  faces  ABC, 
SBC;  elles  sont  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ces 
deux  faces  ^  par  suite,  KQ,  TP  sont  perpendiculaires  sur 

AB  et  se,  et  Ton  a 

KQ  =  TP. 
Mais 

OQ  =  OP; 

les  triangles  rectangles  OKQ,  OTP  sont  donc  égaux  \ 

dès  lors 

OK  =  OT. 

Le  point  O  est  donc  également  distant  des  quatre  faces 
du  tétraèdre.  c.  q«  f.  d. 

On  a,  pour  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite, 

Mais 

ON  =  -Ô     et     CN  =  -A, 

2*^  a 


4o9 

donc 

ou,  en  remplaçant  i'  par  a*-f-  y', 

a»  -h  S»  -f-  V» 

7^=  !-: *— 


Remplaçant  i'  par »  il  vient 


H 


<!•-!-  b^  -^  c* 


8 
De  même,  pour  le  rayon  de  la  sphère  inscrite, 

R»=6Kr=rÔc'— KC'; 
KG  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  a  ABC,  on  a 

et  par  suite 


ou  bien 


et,  réduisant, 


R>=  "'''''^' 


4(a'.^'-ha'y»-H|5Y) 

On  tire  des  formules  du  n**  5 

a*,S'y»=:  a'6'c'cosAcosBcosCy 

et,  en  vertu  de  cette  égalité  et  de  la  deuxième  du  n^  6, 
la  dernière  formule  devient 

/l'A'r'rosA  rosBcosC 

a  -^b  -\-  c]'-  a  -,'  b  —  c''^a  -}-  c  —  b     b  -i-  c  —  ai 


(  4io  ) 

8.  Tous  les  angles  plans  d'un  tétraèdre  isoscèle  somt 
nécessairement  aigus. 

Cela  résulte  de  la  formule 


y  =  -r-\  cosAcosBoosC. 

9.  Si  l'on  désigne  par  P  la  puissance  d 'un  sommet 
du  tétraèdre  par  rapport  à  la  sphèra  inscrite^  on  a 

P  = ^ 


C\  ,b  -r  C fl^    C-t-tf  —  b  ,•  ti  ^n  b  —  f' 

»  '     l  V  » 

Je  considère  le  sommet  S^  sa  puissance  par  rapport  â 
la  sphère  inscrite  est 

ou 

qui  deTÎenl,  en  vertu  des  valeurs  précédentes. 


P  = 


4   a-f'-ra7  -r-p'v   . 

C.    Q.  F.  D. 


En  transformant  cette  expression  au  moyen  des  for* 
mules  des  u^  2  et  6,  ou  trouve 


P  = 


«»6V' 


[a-^  b  -^c][a-t-  b  —  c  [b  -k-  c  —  a\[a  -^  c  —  b) 

c.   Q.   F.  D. 


Remarques.  —  I.  La  première  formule  du  n®  4  est  un 
cas  particulier  du  théorème  suivant  : 

Dans  tout  tétraèdre,  le  rapport  des  produits  des 
arêtes  opposées  est  égal  à  celui  des  produits  des  sinus 
des  dièdres  correspondants. 


(4.i  ) 

n.  En  divisant  membre  à  membre  les  égalités 

v=f. 

S  = f 

2 

et  eu  désignant  par  h  la  hauteur  du  tétraèdre,  on  trouve 

A  =  4R. 

Il  en  résulte  que  la  droite  SOH  est  la  hauteur  du  té- 
traèdre. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  J.  Griess,  maître  répétiteur  au 
lycée  d'Alger;  P.  Barbarin,  professeur  au  lycée  de  Nice;  E.  Fauquem- 
berguc,  maître  répétiteur  au  lyci'O  de  Saint-Quentin,  et  J.  Chambon,  k 
Vicrxon. 


«liBSTIONS  PROPOSÉES  PAR  H.  n.  FAURB 

(f olr  a*  férlt,  t.  XIV,  p.  479  )  ; 

Paa  m.  moret-blanc. 


I.  Une  surface  de  second  degré  étant  coupée  par  un 
plan  P,  désignons  par  D  le  diamètre  parallèle  à  la 
tangente  en  un  point  quelconque  de  la  section^  par  p  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point  et  par  a  l'angle  que  forme  ce  plan  tangent  av^ec 
le  plan  P. 

1°  Pour  tout  point  de  la  section, 

pD 

-, —  1^  consl. 

Sllia 

a**  La  constante  consente  la  même  valeur  lorsque  le 


(4«a  ) 

plan  P  roule  sur  une  surjace  homofocale  à  la  sur^^^^ 
donnée. 


1°  Soient 


X»        r»       2» 


Téqualion  de  la  surface  et 

(2)  ax. -^  by  -fczzzzd 

celle  du  plan  sécant,  d  étant  la  distance  du  centre  d^^'< 
surface  à  ce  plan,  et  n,  £,  c  les  cosinus  des  angles  qu^^'i 
normale  au  plan  fait  avec  les  axes. 

Les  coordonnées  des  extrémités  du  diamètre  parall^^ 
a  la  tangente  au  point  («r,  j^,  z)  de  la  section  sont  d(>0* 
nées  par  les  équations 

X»       Y^       Z» 

<iX-+-^Y-+-cZ  =  o, 

X  COSX  -h  Y  COSU  -+-  Z  €08 V  =  o, 

>,  fx,  V  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale 
i  U  section  au  point  considéré. 
On  en  tire 

'  Acosv  —  r  cos'/^* 
X'  = 


1 


A  B  C 

fr  cos>  —  /ï  roRv^* 

ya^ . ^ '• , 

(6cosv  —  rcosa)^       (rcosX  —  /îcosv;'       (ncosu — bcas\> 


Z'  = 


B  C 

(<?COS|X  —  ^cos^)* 


(/>  rosv  —  rcospi)*       'c  ro*>  —  /irosv^i*        (<ir<>su  —  ^ccha  * 

— — — _— __— — — ^— .  —^  _.  "+" 


B  C 


(4.3  ) 
el  par  suite 

=  X» -4- Y» -4- Z' 

f  arosu  —  bcos\Y-h  (ccos\  — a  cosvl^-f-  ( b  cosv  —  ccosal' 

(/->  ros»  —  rcosu^*       (ccosX — arosv)^       (acosp — /^cosÀ)=' 

A  11  G 

sin'a 
(  h  cosv  —  r  cosft  ) '       .  c  cos  >  —  n  cosv  r        i  a  cos  y.  —  />  cos  a  ) '* 


A  li  C 

Or, 

COS\=p-j       C0Sa=/7--»       COSvr^r^^, 
ABC 

en  remplaçant  cosX,  cosu,  cosv  par  leurs  valeurs,  et 
multipliant  haut  et  bas  dans  le  second  membre  par 
A«  B*  C%  on  a 


On  tire  de  réquation  (a) 

r/ —  bx  —  f^^ 

.r  = 9 

a 

et,  en  reportant  celte  valeur  dans  Téquation  (i),  il  vient 

-4-  B(Aû'+  Cc»)3»—  2BCc£/s  +  BC(</»—  C«*)  =o, 

d^»l!l 

_  BCab[tl'-cz]±itK 

^  ~"  ~CVï  (  AT' ^^B  6»  )~"  ' 

_ACii'(dr_— rz;:4:^»R 

*~"    C/i(Aû'-hB^') 

En  portant  ces  valeurs  de  xct  y  dans  la  relation  (3), 


(4i5  ) 
ou 


sina  V  A  — A' 


Donc  la  constanie  ne  change  pas  quand  le  plan  P 
roule  sur  une  surface  homofocale  à  la  surface  donnée. 

II,  On  donne  trois  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales.  Une  droite  t  touchant  les  deux  premières  coupe 
la  troisième  A  au  point  a.  Si  le  plan  tangent  au  point  a 
rencontre  au  point  m  la  parallèle  Om  menée  à  e  par  le 
centre  O  de  A^Oma  une  longueur  constante  quelle  que 
soit  la  d/oite  e. 


Soient 


.r»  >'»        z> 


A         B  ■*"€""'' 


lïT-H,---  I, 


A''      B'^       C" 

les  équations  des  trois  surfaces,  avec  les  relations 

\  A'  —  A  =  B'  —  B  =^  C  —  C  =  X 
"'  j  A^-A'=B''-B'  =  C"-C'=r, 

exprimant  qu'elles  sont  homofocales. 

Soient 

X  z=:  m  z  -\-  Pf 

jr=z  nz  -\-  f/ 

les  équations  de  la  droite  e.  Les  conditions  pour  qu'elle 
touche  les  deux  premières  surfaces  sont  exprimées  par 

A  7'-h  B /?»-+-  C  [mq  —  npY-:  B  C  w»-f-  A  C  /ï*4- AB, 
A'7»-r  B>M-  C[mq  —  iip]*=z  B'C'//i>-f-  A'CV-4- A'B'. 

Les  coordonnées  de  ses  intersections  avec  la  troisième 


4i6 

suul 

tiT  Cmp  —  C  mnc  —  B'' r  =  wB 

•^  =^ ; — : rr. 

h  C  tt:  —  a'  L  A"  —  Â  i; 

B"   c  wry—  c  w/f//  — A*"!/    =»B 
•  ai   C  ///-—  A    C   /r  —  A    B' 

^  _  C"  B'  wi/-  —  A'  ne  r^rB 
eo  pofiauu  pour  stl)i-é£;ei. 


E---^A*^B'C'\B' IT///  — A'C*//  — A  B  — A'ç B'//-— l/  »y-Vj 

L'équation  du  plan    lancent  à   la  troisième  surTacc 
au  point  (x.j  ,  z    est 

et  celles  de  la  parallèle  à  £  menée  par  le  centre  sont 

X  =  wZ, 
Y  =  bZ. 

On  en  déduit  les  coordonnées  du  point  m  d'intersection 

m 
X,  =  - » 


d'où 


A" 

B' 

c 

MT 

n 

Il  

A' 

n  1  , 
B" 

*7    

I 

^1  

■"   B 

A*' 

o///'  =  xî-hY; 

^-z; 

wt'  -+-  //*  -H 

1 

\  A  "  B'        C'V 

A"B''C";mM-»'-!-0 


i  B"  C///^,  +  A"  C  //.» ,  -H  A"  B'  ; 


(  4>7  ) 
et,  en  remplaçant  x^y  j\,  z^  par  leurs  valeurs, 


^m  = 


A"B''C"(w»4-/î'-m) 


B^C/w^H- A"  C /i' -+- A'' B"  —  A'^y'— B  V— ^"  ('"y — «/^  )' 


Posons 
B^'C^/n'-i-  A^C'/a'-i-  A"  B"—  k'^q^—  BV— C"  (m^  —  npY  =  S  ; 
si  Ton  résout  les  trois  équations 


A  7»-+-B  /j'H-C  [mq  —  npY 
M  7»-t-  B'  /^'H-  C  (/W7  -  npY 
K'q^'k'h"p^-^C[mq  —  npY 


B  C  /w'-4-A  C  /l'H-A  B, 

B'C'm'-f-A'C/i'+A'B', 

:  B''C"  /ii'4- A^'C  /!»+ A''  B" 


-S, 


par  rapport  aux  variables  ^*,  p^  et  (w^  —  ''/')*?  '®  ^<^- 
terminant 


A 

B 

C 

A' 

B' 

C 

—  ; 

A' 

B" 

C 

ABC 

k      k      k 
k*     k'     k' 


=  kk^ 


ABC 
I      I      I 


=  o; 


donc,  puisque  /^*,  q^  et  (mg  —  npY  admettent  des  va- 
leurs diiFérentes  de  zéro,  il  faut  que  les  numérateurs 
soient  nuls,  et  par  suite  que  le  déterminant 


A       B      BC/?i»     -hAC/i»     -hAB 

A'     B'     B'C'w'  -f-A'C'/i'  -hA'B' 

A"     B'     B''C''m»-4-A"C''/iM-A''B^-S 


=  o, 


d^où  Ton  tire 

S(AB'  — BA')  =  {BCw»-hAC/i»-f-AB)(A'B''— B'A'') 

--(B'C'///»-f-  A'C'«'-+-A'B')(AB-'— BA') 

-+-  (B'^C/w^-T-A'^C'^/i'-h  A''B'')(AB'~BA') 

et,  en  simpliGant  au  moyen  des  relations  (a), 

S=  ( ^ -r  X-' )  X-' ( m»  4- /i -h  I  )  =  ( A" -A) ; A^— A' )  {/w' -f- /f' -f- 1  ). 
jémn.  d€Mmikémat,^2^ •érle,  t.  XI\.  (Septembre  1880.)      ^7 


•'  4i8  ) 
La  V aient r  de  O///    devient  Jonc 


O///   — 


,A"  — A     A'  —A 
ou 


/            A"  B" 
Om=k/  —- 


A"  —  A' , 
valeur  conslante. 


C.    Q.     F.    D. 


III.  Par  un  point  d'une  surjace  du  second  dcsi-è^  on 
mène  trois  plans  rectangulaires  A,  B,  C.  Si  l*on  dé- 
signe par  a  ..{ti  y  y  les  rajons  de  courbure  des  trois  sections 
en  ce  point,  et  par  T  le  plan  tangent  en  ce  même  points 

sin>TA       sin'TB       sin'TC 

1 1 =consl.     I  '  t. 

a  p  7 

Prenons  les  trois  plans   sécants  pour  plans  des  coor- 
données, et  soit 

A^'-+-Ay-f-A"s'-4-  2B/z-f-  i^'zT-\-^Wxr 

l'équation  de  la  surface. 

Celle  du  plan  tangent  à  Toriginc  est 

Cx-i-Cj-t-Cz  — o. 

Les  sinus  des  angles  que   ce  plan   fait  avec  les  trois 
plans  A,  B,  C  sont  respectivement 


slo  -h  C  \,lo-{-  C"'  v''^'"  -^  cr- 


En  faisant  z  =  o  dans  Téquation  de  la  surface,  on  a 
Ax'-i- A'r'-f-  2B''x/H-  2C.r-j-  2C'r  — o, 
équation  de  la  section  faite  par  le  plan  A. 


(')  C'est  par  erreur  que  dans  l'énoncé  les  exposants  des  sinus  ont  été 
afTectés  du  signe  — . 


(  4 

'y 

) 

On  en 

déduit, 

pour 

X 

o, 

J 

--- 

o, 

dx 

... .  — 

C 
C 

d^  y 

• 

'      dx' 

'J 

B" 

ce 

7 
1 

-(AC^ 
C» 

1 

•    _ 

A'  C/ 
» 

Ci 

par  suite 

a  :_  ■ 

— !  . 

/ 

'/y-y 

ffr'J 

<  ■ 

l  .     > 

É   «      7 

i^' 

5 

; 

•  .//  «  '«  w        ' 

sinWT       AC^'-i-AC  — ?.B"C(: 


a 


On  trouve  de  même 

sin^BT       AC"'  :  -  A'^C  —  2  B'  CC" 

—     —  = 7 > 

sin^CT  _  VC^'  !-^C  =-  !îBC'C" 

Par  suite, 
sîn»BT       sin^CT 

p    ""■  ""7" 

-A'   -A^   O-^C-  :-C^'    -(AC  -AC'^-f-A^T^"^-4-?.BCC^  ^2BCC^-t-2B^CCM 

On  sait  (jue,  dans  la  transformation  orthogonale, 
A-f- A'-f-A"  et  C-  hC*-4-C  sont  des  invariants-,  il 
faut  vérifier  que 

AC'-hA'C'=  :  A'^C"^  }  2BC'C''-4-2B'CC"-+-2B''CC' 

est  aussi  un  invariant. 

Les  formules  de  transformation  pour  passer  d^un  sys- 
tème d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes 
rectangulaires  sont 

»  Il  Ht 

X  -  nx  -  a  X  -■-  a  z\ 
y  bx  b'y  -h^z\ 
3    .  I  c.r         c  y  '    *  » 
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avec  les  rola lions  connues 

/£/'-}-/;'  -h  r'  =1,     tia' -\- bb'  -Jt- ce'    =o, 

/    X  )    »      y 

'*'  j  a'^a''-^a''=:^i,     ab -h  ab'-\- a''b''=Oy 

En  distinguant  par  riiiclice  i  les  coefficicnls  de  Téqua- 
tion  transformée,  on  a 

A,  =  Aa'  -4-A'^M-AV  -f-2B6c    -\-^B'ac    -f-2B''fl6, 
A',-    A/i'»-+-A'Z»'»M-AV'-î-2P.^V'  -+-3iB'/7V  ^nB^ab', 
A';  =  Aa''»-hA'Z»"'H-AV"-}-2Bi^"c^-l-2B'«V'-t-aB''ii''^% 

B,  ~  A/ï'«''-+-A'^'r-+-AVc'' 

-l-B(//c"4-c7/')H-B'(c'«''-hflV')-f-B'^(«'r-+-^'«''), 

-hB[bc''-hcb'')-hB'[ca''-^ac'')-i-B''{ab''-\-ba''}, 

B\z=Ana'-^-A'bb'-hA'W 

-hB[bc'-^cb')-\-B'[ca'-^ac')-\-B''[ab'-^ba'), 

C,  --C/Ï  +C'6  -+-C"c, 

C';.rr:C/l*'-f-C'^''-t-CV', 
(1*0Ù 

V*  I    ——  V<  M       ~r~  .    .    .  , 
\^l    ■^^^^  \>  /«    *  ~T~  •   •   •  j 

C,C,  :^  --  C»«rt'  -r-  C'bb'  -^  CVr' 

C,C,     -  Oaa"  -^  .    . , 
C',0',  =  €*«'#?"— .... 

Au  moven  de  ces  valeurs^  et  en  arant  és^aitl  aux  rel«- 
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lions  (oc),  on  vériOe  (|iie 

A ,  -;-  A',  -^  A'  "-  A  -f-  \'  4-  A'', 
C  ;  -^  C',^  -^  C7  ^:  C*  -\-iV'-^  €"% 
A.C;-f-A',Cr.'^-A';c7-r-o.B.C',C'-l-2B'.C,C^-^2B';C,C. 
=  AO  -t-A'C'-^A'C'-haBCC  -+-2B'CC^  ^-aB^CC'. 

Celte  fonction  des  coefficients  est  donc  aussi  un  inva 
riant,  ce  qui  démontre  le  théorème. 


SIR  QUELQIES  LETTRES  MÉDITES  DE  LAGRAXGB 
PIBIJÉES  PAR  M.  BALTIIASAR  BOXCOJIPAUKI; 


Notice  historique  lue  à  l'Acadëmio  royalo  dos  SciciicoH  phvHiques 
et  matbématiques  do  Naplcs,  dans  »a  séance  du  5  juin  iKSo. 

Par  m.  GiLBKiiT  GOVI. 
Tradi'ite  de  l*italie:(  par  M.  Aristide  MARRE. 


Tous  les  hommes  d'étude  savent  comment  de 
Balthasar  Boncompagni,  après  s^ètre  adonné  aux  Mathé- 
matiques et  y  avoir  laissé  des  traces  durables,  sVst 
dévoué  tout  entier  à  la  recherche  et  à  la  publication  des 
documents  qui  se  rapportent  à  Thistoirc  de  la  science 
qui  a  sa  prédilection.  Fatigues,  dépenses,  sacrifices,  rien 
ne  lui  parait  lourd  quand  il  s^agit  de  faire  progresser 
nos  connaissances  dans  celle  branche  de  l'Histoire;  il  a 
enrichi  les  bibliothèques  de  ses  publications  sur  ce 
sujet,  et  son  Bullctiino  di  hibliogrufia  a  di  s  tôt  la  dellc 
Scienze  matematiclitt  e  fisichc  a  pendant  douze  ans 
stimulé  et  satiàfail  la  curiosité  des  nialhcmaliciens  érn- 
dits.  Certes  ils  déploreront  tous  la  cessation  de  ce  pré- 
cieux   Recueil.    Impartial,    le    prince    ISoncompagni    a 
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cherché  partout  ce  qui  pouvait  se  rapporter  à  ses  études, 
mais  son  cœur  d'Italien  l'a  fait  choisir  de  préférence  toul 
ce  qui  pouvait  tourner  à  la  plus  grande  gloire  de  notre 
pays.  Ainsi,  après  ses  importants  travaux  sur  les  écrits 
de  Pacioli,Fibonaccî,elc.,ils'est  mis  à  recueillir  tout  ce 
qu'il  a  pn  découvrir  de  notre  illustre  Lagrangc;  et  c'est 
le  fruit  de  ces  recherches,  et  de  quelques  autres  relatives 
à  des  mathématiciens  étrangers,  que  j'ai  l'honneur  d'of- 
frir aujourd'hui  de  sa  part  à  notre  Académie. 

Ces  publications  ont  presque  l'importance  de  manu- 
scrits originaux,  car  pour  la  plupart  elles  sont  des  repro- 
ductions photolithographiques,  tirées  à  un  très  petit 
nombre  d'exemplaires. 

La  photolilhographie  de  onze  lettres  autographes  de 
Lagrange,  entre  autres,  sera  sans  doute  accueillie  avec 
la  plus  grande  faveur  par  tous  ceux  qui  cultivent  les 
sciences  mathématiques.  Ces  lettres,  dont  les  originaux 
se  trouvent  à  Pétcrsbourg,  dans  les  Archives  de  la  salle 
des  Conférences  de  l'Académie  impériale  des  Sciences, fu- 
rent signalées  au  prince  Boncompagni  par  feu  le  pro- 
fesseur Joseph  Sonioir,  en  1871.  Elles  vont  du  vlS  juin 
1754  au  9.8  octobre  ijOti;  la  première  fut  écrite  pai 
Lagrange  à  l'âge  de  dix-huit  ans,  la  dernière  à  près  iv 
vingt-sept  ans  (il  est  né  le  a5  janvier  ir36). 

La  première  de  ces  lettres,  qui  est  du  28  juin  1754 
(^/\,^ Kalcnd .  J idii)^  reproduit  la  série  exprimant  les  dillé 
renlielles  et  les  intégrales  successives  d'un  produit,  sérii' 
que,  (iès  le  aii  juin  de  cette  même  année,  Lagrange  avait 
envoyée  au  comte  Toschi  di  Fagnano.  Bien  que  la  date 
de  Tannée  manque  dans  la  lettre  à  Euler,  le  posl-scrij)- 
tum  dans  lequvl  Lagrange  parle  a  son  illustre  corres- 
pondant de  la  mort  de  Christian  WollV,  mort  arrivé** à 
Halle  le  19  avril  1754,  lui  assigne  indubitablement  poor 
date  celte  même  année.  Lagrange  avait  alors  dix-huit  a»* 


(  4^-3  j 

à  peine.  Dans  cette  lettre  Lagrange  demande  à  Euler  si  la 
série  qu'il  a  trouvée  ne  serait  point,  par  hasard,  la  même 
(il  reconnut  depuis  qu'elle  Tétait  eu  effet)  que  celle  don- 
née déjà  par  I.eibnttz  pour  la  valeur  de  fjtlx,  et  montre 
ainsi,  en  même  temps,  Texlrème  pénétration  de  son 
génie  analjtiqu(*,  et  Tingénuiié  et  la  modestie  de  sou  ca- 
ractère. 

Dans  la  septième  lettre  de  ce  Recueil,  écrite  de  Turin  le 
24  novembre  1759,  Lagrange  dit  à  Euler  ; 

«  Je  suis  parfaitement  d'accord  avec  vous,  Monsieur  : 
les  vraies  lois  de  la  propagation  du  son  dépendent 
de  la  considération  d*une  triple  dimension  dans  l'air,  et 
c'est  de  là  qu'on  doit  aussi  tirer  la  théorie  delà  diminu- 
tion du  son  ',  car,  en  ne  regardant  qu'une  ligne  physique, 
il  est  tout  naturel,  et  le  calcul  le  montre  aussi,  que  la 
force  du  son  ne  doit  souffrir  d'elle-même  aucune  dimi- 
nution ;  je  doute  rjuc  la  proportion  connue  de  la  diminu- 
tion en  raison  inverse  des  quarrés  des  distances  soit  assez 
exacte,  mais  ce  n'est  que  par  un  calcul  tout  à  fait  rigou- 
reux (|u'on  pourra  s'en  assurer.   » 

Lagrange  revint  plus  d'une  fois  sur  cette  question  de 
la  propagation  du  son,  comme  on  peut  le  voir  dans  les 
Volumes  des  Misccllanea  Taitriimnsia,  tantôt  se  trou- 
vantpleinemiïntd'accord  avec  Euler,  tantôt  s'en  éloignant 
(|uelque  peu.  Il  y  revint  dans  sa  correspondance  avec 
Euler  lui-même,  et  dans  sa  neuvième  lettre,  datée 
de  Turin  le  i""  mars  1760,  le  jeune  géon)èlre  en  écrit 
ainsi  à  l'illustre  directeur  de  TAcadémie  de  Berlin  : 

ce  il  n'y  a  dedillérence  entre  vos  résultats  et  les  miens 
qu'en  cecpii  regarde  l'aliaiblissement  des  ébranlements, 
dont  vous  faites  diminuer  la  force  en  raison  inverse  dos 
distances,  lorsqu'elles  sont  assez  grandes (*),  au  lieu  que 

,';  Dans  to  secuiid  Volume  dos  Miiccllancu  Ttiurinensia  (1700-1761. 
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cherché  partout  ce  qui  pouvait  se  rapporter  à  ses  études- 
mais  son  cœur  d'Italien  Ta  fait  choisir  de  préférence  to^^ 
ce  qui  pouvait  tourner  à  la  plus  grande  gloire  de  nol^  ^ 
pays.  Ainsi,  après  ses  importants  travaux  sur  les  éci^  "vV^ 
de  Pacioli,Fibonacci,elc.,ils'est  mis  à  recueillir  tout        ^^ 
qu'il  a  pu  découvrir  de  notre  illustre  Lagrangc;  et  c'         ^^ 
le  fruit  de  ces  recherches,  et  de  quelques  autres  relatii^^^^'^^ 
à  des  mathématiciens  étrangers,  que  j'ai  Thonneur  dV         ^^' 
frir  aujourd'hui  de  sa  part  à  notre  Académie. 

Ces  publications  ont  presque  l'importance  de  man  ^k'»^" 
scrils  originaux,  car  pour  la  plupart  elles  sont  des  rep^  pro- 
ductions photolithographiques,  tirées  à  un  très  pe  -^n^^^^ 
nombre  d'exemplaires. 

La  photolilhographie  de  onze  lettres  autographes  •  "^ 

Lagrange,  entre  autres,  sera  sans  doute  accueillie  av"^^^^^ 
la  plus  grande  faveur  par  tous  ceux  qui  cultivent  IX  1^^ 
sciences  mathématiques.  Ces  lettres,  dont  les  orîginau-^  -•^^ 
se  trouvent  à  Pélersbourg,  dans  les  Archives  de  la  saH  .^alle 
des  Conférences  de  l'Académie  impériale  des  Sciences,  fT'^^  *"" 
rent  signalées  au  prince  Boncompagni  par  feu  le  pr^'^J»^^' 
fesseur  Joseph  SomolT,  en  1871.  Elles  vont  du  28  juF  -^:-iiin 
1^54  au  28  octobre  170*2;  la  première  fut  écrite  p  ^cz-^ai 
Lagrange  à  l'âge  de  dix-huit  ans,  la  dernière   à  près  ^  àc 

vingt-sept  ans  (il  est  né  le  25  janvier  lySÔ). 

La  première  de  ces  lettres,  qui  est  du  28  juin  17'    ""^'à-i 
[^^ Kalend.JuUi)^  reproduit  la  série  exprimant  lesdifJfc  ilé 
renliellcs  et  les  intégrales  successives  d'un  produit, se     — r/e 
que,  dès  le  23  juin  de  celle  même  année,  Lagrange  av         'ai; 
envoyée  au  comte  Tosclii  di  Fagnano.  Bien  que  lad        aïe 
de  l'année  manque  dans  la  lettre  à  Euler,  le  posl-sccz    ip- 
tum  dans  lequel  Lagrange  parle  à   son  illustre  corc=     w- 
pondanl  de  la  mort  de  Christian  Wollf,  mort  arriva  "^^* 
Halle  le  19  avril  1754,  lui  assigne  indubitablement  f^  ^^^^ 
date  celte  mùme  année.  Lagrange  avait  alors  dix-hui  *-  _     *"* 
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â  peine.  Dans  cette  lettre  Lagrange  demande  à  Euler  si  la 
série  qu'il  a  trouvée  ne  serait  point,  par  hasard,  la  même 
(il  reconnut  depuis  qu'elle  Tétait  en  effet)  que  celle  don- 
née déjà  par  Leibnilz  pour  la  valeur  de  Jydx,  et  montre 
linsi,  en  même  temps,  Textrêmc  pénétration  de  son 
»énîe  analytique,  et  Tingénuité  et  la  modestie  de  son  ca- 
raclère. 

Dans  la  septième  lettre  de  ce  Recueil,  écrite  de  Turin  le 
24  novembre  1759,  Lagrange  dit  à  Euler  : 

«  Je  suis  parfaitement  d'accord  avec  vous,  Monsieur  : 
es  vraies  lois  de  la  propagation  du  son  dépendent 
le  la  considération  d*une  triple  dimension  dans  Pair,  et 
c*est  de  là  qu*on  doit  aussi  tirer  la  théorie  delà  diminu- 
tion du  son  -,  car,  en  ne  regardant  qu'une  ligne  physique, 
il  est  loul  nature],  et  le  calcul  le  montre  aussi,  que  la 
force  du  son  ne  doit  souffrir  d'elle-même  aucune  dimi- 
nution ;  je  doute  rjue  la  proportion  connue  de  la  diminu- 
tion en  raison  inverse  des  quarrés  des  distances  soit  assez 
exacte,  mais  ce  n'est  que  par  un  calcul  tout  à  fait  rigou- 
reux qu'on  pourra  s'en  assurer.   » 

Lagrange  revint  plus  d'une  fois  sur  cette  question  de 
la  propagation  du  son,  comme  on  peut  le  voir  dans  les 
Volumes  des  Miscellanea  Taurinensiay  tantôt  se  trou- 
vantpleinenientd'accord  avec  Euler,  tantôt  s'en  éloignant 
quelque  peu.  Il  y  revint  dans  sa  correspondance  avec 
Euler  lui-même,  et  dans  sa  neuvième  lettre,  datée 
de  Turin  le  i'^''  mars  1760,  le  jeune  géon)ètre  en  écrit 
ainsi  à  l'illustre  directeur  de  l'Académie  de  Berlin  : 

«  Il  n'y  a  de  différence  entre  vos  résultats  et  les  miens 
:ju'en  ce  qui  regarde  l'alFaiblissement  des  ébranlements, 
lont  vous  faites  diminuer  la  force  en  raison  inverse  des 
listances,  lorsqu'elles  sont  assez  grandes (*),  au  lieu  que 

(')  Dans  le  second  Volume  des  Miscellanea  Taurinensia  (17G0-1761) 
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cette  raison  se  trouve,  selon  mes  calculs,  toujours  Pin- 
verse  des  quarrés  des  distances  \  mais  c'est  une  méprise 
que  j^ai  reconnue  ensuite  et  dans  laquelle  je  n*ai  été 
entraîné  qu'en  considérant  Téquation  intégrale 


•=/ 


JU* 


qui  m^était  d^abord  résultée,  sans  j  donner  rattention 
nécessaire.  » 

La  rectification  de  la  méprise  à  laquelle  Lagrange  faic 
ici  allusion  devrait  se  trouver  dans  la  seconde  disserta — 
tion  sur  le  son,  imprimée  dans  le  second  Volume  de^ 
Miscellanea  Taurinensia,  où  on  lit  en  effet,  de  la  page  1 1 
à  la  page  171,  les  Nouvelles  Recherches  sur  la  nature  ci 
la  propagation  du  son,  par  M.  de  Lagrange,  dans  \ei 
quelles  (à  la  page  80)  il  est  dit  : 

«   ....  En  général  les  valeurs  de  jz  et  de  a  diminuent::::^ 

dans  la   raison    inverse   de   t  \jc  ,  ce  qui   montre  quer- 
la  force  ou  T  intensité  du  son  doit  décroître  à  très  peu^ 
près  dans  la  raison  inverse  des  distances  simples  du  centre- 
de  propagation.  » 

La  dernière  lettre  de  Lagrange  (la  onzième  du  Recueil) 
est  datée  de  Turin  le  38  (lisez  le  28)  octobre  2762. Dans 
cette  lettre  Tillustre  mathématicien  écrit  à  Euler,  avec 
une  rare  modestie,  qu'il  a  abandonné  l'idée  de  publier 
un  Traité  sur  la  Méthode  des  maxinia  et  des  minima. 


se  trouve,  aux  pages  i-io,  une  Lettre  d'Euler  à  Laçrnnge  (Berlin,  i**  jan- 
vier 1760)  dans  laquelle  on  lit  (p.  10)  :  «  Ensuite  ces  formules  nous 
apprennent  que  lorsque  les  distances  V  sont  fort  {rrandes,  en  sorte  que 
les  termes  divisés  par  V*  s'évanouissent  à  l'égard  des  autres  divises  par 

V,  tant  les  petits  espaces  u  que  les  vitesses  l-fr)  diminuent  en  rai- 
son des  distances;  d*où  Ton  peut  justement  juger  de  l'affaiblissement 
du  son  par  des  grandes  distances.  » 
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parce  qu'il  a  appris  qu'EuIer  voulait  s'en  occuper,  et  il 
finit  en  disant  : 

«  Je  suis  impatient  de  pouvoir  profiler  des  nouvelles 

lumières  que  vous  aurez  sans  doute  répandues  sur  une 

matière  si  difficile;  en  attendant,  je  vous  prie  de  recevoir 

ici    mes  très  humbles  remerciements  de  l'honneur  que 

TOUS  avez  bien  voulu  me  faire,  et  que  je  regarde  comme 

la  récompense  la  plus  flatteuse  de  mes  études  malhéma- 

ticfues.  » 

^^uatre  années  après,  en  1766,  Euler  ayant  quitté  Ber- 
liii,  Frédéric  II  fit  offrir  à  Lagrange  la  présidence  de 
I*-Académîc  avec  6000  livres  de  traitement  et  se  servit 
d^  d'Alembert  pour  cette  négociation.  Lagrange  accepta, 
et  le;  jeudi  6  novembre  1766,  à  son  arrivée  à  Berlin,  il 
lu  t  mis  en  possession,  à  Tàge  de  trente  ans,  de  la  prési- 
<l^iice  académique  que  venait  d^ abandonner  le  grand  ma- 
thématicien de  Bàle. 

X-éOS  onze  lettres  de  Lagrange   éditées  par  Bahhasar 

Soncompagni  sont  accompagnées  de   deux  analyses  de 

^*?s   lettres  mêmes,  Tune  du  professeur  Angelo  Genocchi, 

»  attire  de  M.  Maurice  Canlor.  Dans  ces  deux  analyses, 

<^*i  rencontre  un  grand  nombre  de  renseignements  rela- 

^^fs  4  Lagrange  et  à  ses  œuvres, que  les  amateurs  studieux 

pourront  consulter  avec  fruit. 

Vient  ensuite,  par  ordre  de  temps,  le  fac-similé  d^une 
*cUre  de  Lagrange  à  Canterzani,  écrite  de  Berlin  le 
^  *vril  1773  et  extraite  de  la  bibliothèque  de  TUniver- 
*'té  de  Bologne,  dans  laquelle  il  remercie  Tlnstitut  de 
^*^logne  de  Thonneur  qu'il  lui  a  fait  en  Tadmetiant  au 
**oinbre  de  ses  Membres. 

Une  autre  lettre  de  Lagrange  à  Laplace,  provenant  de 
^  Bibliothèque  de  Berlin,  peut  sûrement  être  attribuée 
^  ï^année  1782,  bien  que  la  date  y  manque.  M™**  la  mar- 
'l^îse  de  Laplace,  en  janvier  i843,  fit  don  de  celte  lettre 


(  4^»  » 
parle  à  sa  correspoiuIaaCtf  et  lai  ladujfï^  q^jktftfms cuem- 
cîofis  à  £sLÎre  à  son  Lî  v  re  Jer  DisquidiCiofti^if  anehaaitC^sm^ 
La  découverte  de  Testa,  f«iÎLe  par  Olberj  Le  ii^  okir^  ïStr, 
oiire  à  G^ius  I  occasîoa  d'  parler  <ie  sa  T^Worû  dBatj» 
cofporum  etxlestiam^  pobliée  'îeiileaien.c  deixx  aat^  |J<bi 
tard,  iBaÎ5  qn'U  avait  mlâe  à  réprt*ave  eu  cuiCTL^aas  F^r- 
bî te  lie  la  nouvelle  planète.  La  Lettre  se  termisjr  par  ce» 
mocs  : 

a  Cotitlaoez^  MaJeasoiselIey  die  me*  fav4>_'iser  dr  viocrt 
aatîdé  et  de  votre  eorrcspQadaii£e«c|Ti£  font  ^sob  orzariL 
et  soyez  perso* lée  que  fe  sois  et  serai  tfiŒJ'Mxriw  avec  la 
plos  Ikaate  e^ilizw^*  vo^re  plo»  sûscêre  ailoiirarrcri.*  .  » 

A  cecce  letire  soat  joîa es  quelques  ooti-  prottr^^o»  par 
riQsLstre  «téocsiêlre  Micbel  Chaslcs  ea  la  pecaemiaBt  â 
rAcaciéxnie  des  Scrences  de 


cMUsrtmKL 


Extrail  J'mMe  tertre  de  .V-  f"^-  Rra^tglj, 
/iecfejrii/i/-07/o/ce/  ^/u  Gif  aie  ^ 


■  ....  Ua  ovaJe  de  Descartes  é^anC  dédai  c<wnie  !âc« 
zeocbecr>|ae  de:»  posais  io  .&  tes  dîs^aaces  a  on  p>cnt  et  à 
on  crrv L?  (uODoes  «ddC  daas  ::ïa  rapport  ocsianU  oq  coo- 
Clic  DD  sDOTen  trê^  5Êmp!«e  de  m^zier  ose  tan^eoSe  à  la 
ffpfivl^  en  on  de  <es  po-iiii:s.  Je  i:tns  de  trv;<ov«r  ma 
aoere  luoTefi.  on  pco  i^:^:n$  srcsp^e  ii  es(  vrai,  de  ti; 


,  O*  «ui3  rut  M-  ir'.+iiir  Hjar-,  ri.^  »  i«*T-*  :cc.fT.«    gi  ;• 
'lu^iJ  iÏY  «■vhii  7  II  l'irt-  iCj;ix>«-  ■£.<■  St*:àjM  0<mA.L    ii^LTad    ztLTiii->   orvks 


(  4^7  ) 
celle  qui  est  intitulée    Geschichte  der  Mathemalik,  et 
qui  est  due  à  Abraham  Goflhelf  Kaestner,  de  Leipzig, 
mort  à  Gotlingue  le  20  juin  1 800.  Cet  Ouvrage,  en  quatre 
volumes  in-octavo,  fut  publié  de  1796  à  1800. 

EnGn  un  autre  opuscule  contient  la  nécrologie  de 
Joseph  Ivanowitch  SomolV,  mathématicien  russe,  écrite 
par  André  SomolT,  et  traduite  en  français  par  le  D*"  Jules 
Hoùel.  Comme  appendice  à  celle  nécrologie  est  jointe 
la  lettre  de  Somoffau  prince  B.  Boncompagni,  dans  la- 
quelle ce  savant  mathématicien  révèle  au  prince  Texis- 
lence  à  Pétersbourg  des  onze  lettres  de  Lagrange  que 
Bal thasar  Boncompagni  a  fait  phoiolithographier  et  dont 
i*ai  parlé  plus  haut. 

Outre  ces  documents  relatifs  à  Lagrange,  de  Baliha- 
iar  Boncompagni  a  fait  reproduire  par  la  photolithogra- 
>liie  une  lettre  inédite  du  célèbre  Gauss  à  M**°  Sopliie 
jermain,  très  savanle  mathémalicienne  française,  et 
elte  reproduction,  il  l'envoie  aussi  en  don  à  notre  Aca- 
lémie.  La  lettre  de  Gauss  est  du  3o  avril  1807.  L'illustre 
Qatliématicien  accomplissait  en  ce  jour  sa  trentième  an- 
lëe;  M'**^  Sophie  Germain  avait  alors  trente  et  un  ans. 
depuis  quelque  temps  déjà,  la  jeune  mathématicienne 
rançaîse  écrivait  à  Gauss  sous  le  psendonymedeZe£/nnc^ 
?t  elle  ne  lui  révélason  nom  qu'au  moment  où,  pour  lui  ve- 
liren  aide  durant  la  campagne  d'Allemagne,  elle  pensa  à 
ui  envoyer  pour  legénéial  Pernety  une  lettre  de  recom- 
Qandation,  dont  Gauss  heureusement  n'eut  pas  besoin. 
)ans  sa  lettre  à  M'**  Sophie  Germain,  le  célèbre  géo- 
nèlre  lui  prodigue  les  plus  grands  éloges,  mais  np  lui  en 
éniontre  pas  moins  pour  cela  comment  deux  proposi- 
îons  relatives  à  la  théorie  des  nombres,  qu'elle  énonçait 
omme étant  générales,  ne  l'étaient  pas. 

La  théorie  des  résidus  cubiques  et  biquadra tiques  déjà 
iahlie  venait  (l'èlre  perfectionnée  par  Gauss,  qui    en 
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parle  à  sa  correspondante  et  lui  indique  quelques  correc- 
tions à  faire  à  son  Livre  des  Disquisitioncs  anthtneticœ. 
La  découverte  de  Vesta,  faite  par  Olbers  le  29  mars  1807, 
odre  h  Gauss  l'occasion  de  parler  de  sa  Tlieoria  motus 
corporuni  cœlesliuni,  publiée  seulement  deux  ans  pi  os 
tard,  mais  qu'il  avait  mise  à  Tépreuve  en  calculant  Toï' 
bite  de  la  nouvelle  planète.  La  lettre  se  termine  parcrr^s 
mois  : 

u  Continuez,  Mademoiselle,  de  me  favoriser  de  vo 
amitié  et  de  votre  correspondance, qui  font  mon  orgue 
et  soyez  persuadée  que  je  suis  et  serai  toujours,  avec 
plus  haute  estime,  votre  plus  sincère  admirateur  (*). 

A  cette  lettre  sont  joints  quelques  mots  prononcés 
Tillustre  géomètre  Michel  Chasles  en  la  présentant 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 


re 

il, 
la 
» 

ar 

a 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  (Tune  lettre  de  M.  Ed.  Dewufjj 
lieutenant-colonel  du  Génie. 

((....   Un  ovale  de  Descartes  étant  défini  comme  lier 
géométrique  des  points  dont  les  distances  à  un  point  et  s^ 
un  cercle  donnés  sont  dans  un  rapport  constant,  on  con-^ 
naît  un  moyen  très  simple  de  mener  une  tangente  à  1 
courbe  en  un  de  ses   points.    Je   viens  de  trouver  uit 
autre  moyen,  un  peu  moins  simple  il  est  vrai,  de  tracei 


(' )  On  sait  que  M.  Aristide  Marre,  qui  a  déjà  obtenu    qu'on    décorai 
du  nom  de  P'iète  l'une  des  rues  de  Paris,  a  présenté  au  Conteil  muni 
cipal  le  vœu  qu'une   statue   de   Sophie  Germain    figurât   parmi   cell 
qu'on  doit  ériger  sur  la  façade  du  nouvel  Hùtcl  de  Ville,  et  que  ce  vœu 
a  reçu  le  chaleureux  appui  de  l'Association  française  pour  l'a  vancement 
Sciences.  (  A'orr  etu  RédacUnr.) 
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cette  tangente,  mais  ce  procédé  conduit  à  des  consé- 
quences que  je  développerai  quelque  jour  dans  votre 
Journal .  Je  vous  prie,  pour  le  moment,  de  proposer  comme 
question  à  résoudre  la  construction  que  je  vais  indiquer; 
je  saurai  ainsi  si  la  construction  est  réellement  nouvelle, 
comme  je  le  pense.   » 

On  donne  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre 
est  le  point  C,  et  un  point  fixe  A.  On  sait  que  le  lieu 
géométrique  des  points  dont  les  distances  ou  point  A  et 
au  cercle  (C)  sont  dans  un  rapport  constant  est  un 
Oi^ale  de  Descartes. 

Soient  P  un  point  de  la  courbe^  N  le  point  ou  PC 
coupe  le  cercle  (C  ).  Si  l'on  élèue  en  P  une  perpendicu- 
laire à  PC  qui  coupe  AC  en  V  ;  si  Von  mène  par  P  une 
parallèle  à  AN  qui  coupe  en  V  la  perpendiculaire  en  P 
/i  AP;  si^  ensuite^  on  élevée  en  P'  une  perpendiculaire 
à  PP',  et  en  P"  une  perpendiculaire  à  PP',  ces  perpen- 
diculaires se  coupent  en  un  point  Q,  et  la  droite  PQ 
est  la  tangente  en  V  àVoi^ale  de  Descartes, 


PUBLICATIONS  RÉGEKTES. 


I .  Questions  de  Géométrie  élémentaire.  Méthodes 
et  solutions,  avec  un  exj>osé  des  principales  théories  et 
de  nombreux  exercices  proposés.  Ouvrage  destiné  aux 
élèves  des  lycées  depuis  la  classe  de  troisième  jusqu\î 
celle  de  Mathématiques  spéciales  inclusivement.  Par 
M.  Desbov^es^  agrégé  et  docteur  es  sciences,  Membre  de 
r  Académie  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Arts  d*  Amiens. 
3*  édition,  revue  et  augmentée. 

Paris,  librairieCh.  Delagrave,  i5,  rue  Sourflot(i88o). 
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2.  Traité  élémentaire  d'Algèbre,  par  A,  Boset,  in- 
génieur honoraire  des  Mines,  candidat  en  sciences  phy- 
siques et  maihénialiqucs,  professeur  honoraire  de  Ma- 
thémaliques  supérieures  à  FAlhénéc  royal  de  Bruxelles. 
Bruxelles,  Gusïave  Mayoh'z,  libraire-éditeur,  i3,  rue  de 
rimpéraïrice.  Paris,  Gaulhier-Villars,  55,  quai  des  Au- 
guslins  (1880). 

3.  Il  Carteggiodi  Sofia  Germain  e  Carlo  Federico 
Gauss.  INota  di  yÉ.  Genocchi.  Torino,  staniperia  reale 
délia  ditla  G.  B.  Paravia-C  Comp.  di  I.  Vigliardi.  (1880.) 


SOLUTIONS  DE  QCESTIO.\S 
PROPOSÉES  DAKS  LES  KOIYELLES  AWALES. 


Question  1297 

(  Toir  2*  série,  t.  XVII,  p.  b2-); 

Par  m.  E.   FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saiiii-Queutin. 

Décomposer  le  quadruple  et  le  carré  de  4p^-h  ajiy* 
en  une  somme  de  deux  cubes, 

(Edouard  Llcas.) 

Dans  le  numéro  de  février  1880,  page  91 ,  on  remarque 
les  deux  identités 

(  I  )  (L  -f-  M)-M-  (L  —  }ilY=  2L(L^  -f-  3M»  ■, 

/  (6LM  H-  L—  3M=)^  -4-  (6LM  —  L"  -r-  3  M'> 
'^''        I       =2^3^LM(L=-l- 3M')'. 

Si  dans  la  première  on  remplace  L  par  2/;'  et  M   par 


(43.   ) 
~-)  on  a  identiqiieincul 


Si  dans  la  seconde  on  fait  L'  =  --  et  M"  =  — ,  d'eu 
LM=p^q-^  on  obtient  la  seconde  décomposition 


(^V--^77')' 


=(v.-3'M^T*('>^v-«'*f)'. 


Question    1313 

(Toir  X*  série,  t.  XVIII,  p.  tss); 

Pak  m.  Marcello  ROCHETTI, 
Professeur  au  lycée  royal  Campaiiella,  à  Kc(;{rio  (Calabria). 

Un  nombre  /?,  gui  est  la  somme  de  n  cubes  entiers, 
étant  donné,  assigner  un  nombre  q  tel  que  le  pro- 
duit p^  q  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers, 

(S.  Réalis.) 

Posons 


nz=zn 

3/1—2 


q  ir^p  ^p'  H-  ,,7  -1-  ...  -f-  ,,3(— 0+'  =    y  /> 

n—i 

il  vient 

(l)  p^q  mp^^p^^p'^-u  .  .  .  4-/>^ 

et  le  produit />'</  est  la  sominc  de  n  cubes  entiers,  quel 
que  soit  le  nombre  entier  p  donné. 


(  432  ) 
QIESTIOKS. 

1344.  Soient  a,  £,  c,  d  quatre  points  d'une  conique 
(S),  et  m  un  point  quelconque^  si  l'on  mène  les  droites 
ma^  mb^  mc^  md,  qui  rencontrent  de  nouveau  laconique 
(S)  en  des  points  a',  i',  c',  d'  respectivement,  les  deux 
coniques  (w,  «,  i,  c,  rf),  (m,  û/,  fc',  cf^d')  auront  U 
même  tangente  au  point  m.  (Gehty.) 

1345.  Démontrer  que  toute  droite  passant  par  le 
sommet  commun  aux  trois  coniques  représentées  par  les 
équations 

y^—  '2p.r=zO, 
7.px^  -4-  a  ( J'  —  7.px)z=zOy 
7.px* —  a  (j* —  2/?x)  =o 

les  coupe  en  trois  autres  points  qui  forment  avec  le  som- 
met une  proportion  harmonique,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  a.  (Ed.  Guillet.) 

1346.  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  on  mène 
trois  droites  parallèles  à  une  même  direction  ,  puis  trois 
autres  droites  parallèles  aussi  à  une  autre  direction;  ces 
droites,  en  se  coupant,  forment  des  parallélogrammes, 
parmi  lesquels  il  y  en  a  trois  qui  ont  chacun  un  côté  du 
triangle  pour  une  diagonale  :  démontrer  que  les  secondes 
diagonales  de  ces  trois  parallélogrammes  se  coupent  en 
un  même  point.  (A.  Boilleal.) 

1347.  Six  points  quelconques  étant  donnés  sur  un 
plan,  le  lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  les  joi- 
gnant aux  six  points  donnés  on  obtienne  un  faisceau  en 
involution,  se  compose  de  quinze  cubiques  du  troisième 
ordre  qui  passent  toutes  par  les  six  points  donnés. 

(Dewolf.) 
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REGHERCBES  SUR  DEUX  MODES  DE  TRANSFORMATION 

DES  FIGURES  SOLIDES; 

Par  m.  E.  AMIGUES, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nfmes. 

[SDITK   (').] 


13.  Nous  avons  vu  qu'en  général  une  surface  V  de 
classe  m,  dans  la  figure  ABCD,  se  transforme,  dans  la  fi- 
gure A'B'C'D',  en  une  surface  V  de  classe  3/n,  tangente 
2 m  fois  aux  faces  du  tétraèdre  A'B'Ciy. 

Demandons-nous  quelle  est  la  nature  de  ce  contact. 
Du  point  A  on  peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents 
à  la  surface  Y  :  donc  le  plan  B'Ciy  représente  une  infi- 
nité de  plans  tangents  à  la  surface  V.  Donc  cette  sur- 
face V  touche  les  faces  du  tétraèdre  A'B'CD'  le  long 
d'une  courbe. 

Pour  avoir  l'une  de  ces  courbes,  il  faut  chercher  l'in- 
tersection de  la  face  représentée  par  Téquation 

r  =  o, 

avec  la  surface  dont  Téquatiou  tangentielle  est 


•^(iF';i^';:î'"^)-°- 


Soit  M  un  point  de  cette  courbe,  que  nous  appelle- 
rons U'.  Le  plan  polaire  du  point  M  par  rapport  à  la 
quadrique  représentée  par  Téquation 


(•)  Nouvelles  Annales^  a*  série,  t.  XVIII,  p.  5.'|8. 

Ânm.  de  Mathémae,,  a*  série,  t.  XI K.  (Octobre  i88o.)  ^8 
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passe  par  le  point  IV,  puisque  le  point  M  est  dans  le 
plan  A'B'C.  Mais,  comme  le  point  M  est  également 
sur  la  surface  V,  ce  plan  polaire  est  aussi  tangent  à  la 
surfaceV'j ,  polaire  réciproque  de  la  surface  V,  par  rapport 
à  cette  quadrique  directrice,  surface  V'^  dont  l'équation 
est 

alors  le  plan  polaire  du  point  M  est  tangent  au  cône 
ayant  D'  pour  sommet  et  circonscrit  à  la  surface  V'^ . 

Donc,  la  polaire  du  point  M,  par  rapport  à  la  conique 
représentée  par  l'équation 

est  tangente  à  la  base  de  ce  cône  sur  le  plan  A'iyC'. 

Ainsi  la  courbeU',  lieudu  point  M,  est  la  polaire  réci- 
proque, par  rapport  à  laconique  représentée  par  Téqua- 

tion 

X' ' -f- Y'' -,- Z"  -^o, 

(le  la  base  U',  d'un  cône  bien  connu. 

r.'élude  de  la  courbe  U'  revient  donc  à  celle  de  la 
courbe  U, ,  on  encore  à  Tétude  du  cône  dont  celte  der- 
nière courbe  est  la  base. 

f/rquation  (i8)  se  met  sous  la  forme 

(ic))  <yi  X',  Y',  Z',  T  o. 

Celte  équation  119)  représente  la  surface  V, .  Elle  est  ho- 
mogène et  de  degré  .'5  m,  el  cliaqur  variable  y  entre  au 
plus  au  degré  m. 

Pour  avoir  l'équation  du  cône  ci-dessus,  il  n'v  a  qu'à 
éliminer  T'  entre  l'équation  •  uj)  ef  Téqualion  suivante: 

(•.».(>'  ri  xs  x',z',  r     -  o. 
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L'éqiialioti  (19)  peut  s'écï'ire 

^      ^        i  93«iX',Y',Z')+T'.p3«-.(X',Y',Z')-i-... 

et  par  suiu;  réquatioii  [20)  est 

;?.2)   .p^_.(x',  r,  z':  4- ... 4- mT"-- ,p,;„(x',  y,  z';  =  0. 

L'équation  résultante  est  de  degré  ///  par  rapport  aux 
coefGciciits  de  l'équation  (aa),  et  de  degré  (m  —  i)  par 
rapport  à  ceux  de  Téquation  ('^i).  Elle  est  donc,  par 
rapport  aux  variables,  de  degré 

m[3nt  —  1  )  -h  [m  —  i]3m   -Gm^  —  ^m  . .-  2 m (  3 /;/  —  •?.  ). 

Tel  est  Tordre  du  côue.  Voyons  les  particularités  qu'il 
offre. 

Tout  coefficient  des  équations  (21)  et  (22)  est  au  moins 
de  degré  m  par  rapport  h.  Tensemble  des  variables  X' 
cl  Y'.  Donc,  tout  terme  de  la  résultante  est,  par  rapport 
à  Fensemblede  ces  mêmes  variables,  d'un  degré  au  moins 
égal  il 

(  m  -\-  m  —  I .) m    -  (  2  w  —  i  )  ///. 

Si  donc,  dans  Téquation  du  cône,  on  fait 

X'  -^/lY', 

Y'  est  facteur  (  'à  ni  —  i)  ///  fois,  ce  ([ui  prouve  que  le  cône 
contient  chacune  des  arùK^s  du  Ictracdie  qui  passent 
en  D'  un  nombre  de  fois  éijal  h  ['ini  —  1  )//i. 

J.a  conclusion  de  l'élude?  (|ue  nous  venons  de  faire  est 
que  la  courbe  U',  est  d'ordre  2m(  3m —  2),  et  que  celle 
courbe  a  les  points  A',  H',  ('/  [)r)ur  j)()ints  multiples  d'ordre 
(  2///  -  -  ij  ///. 

Passant  enfin  à  la  (  ourbe  l-'.  on  voit  qu'elle  est  de 
classe  •> m*  \\ m  —  2  i  eï  (|u'elle  a  les  trois  côtés  du  triangle 
A'IVC/  pour  lant^enle.*»  nmlliples  d'ordre  [ahi  —  11///. 
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1  i.  L'équation  d*un  point  dans  les  figares  ABCD  est 

(  23  !  aP  -h  SQ  -+-  7R  4-  oS  =o. 

A  ce  point  correspond,  dans  la  figare  A'B'Oiy,  une 
surface  de  troisième  classe  doutTéquation  tangentielleest 

(3i  _f L^JL^±-o 

^  IP'       uQ'       1.R'       pS'~ 

D'après  nos  théories  générales,  cette  surface  a  pour 
plans  tangents  doubles  les  faces  du  tétraèdre  A'B'Ciy. 
Chacune  de  ces  faces  touche  la  surface  le  long  d^one 
courbe  de  deuxième  classe  (conique),  et  cette  cx>urbe  est 
inscrite  au  triangle  qui  constitue  cette  face. 

De  Téquation  tangentielle  (  a4  )  passons  à  Téquation  en 
coordonnées  tétraédriques,  équation  qni  est 


AX'  /?T'  /yZ'  /o"T 


=  0. 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  une  surface  du  quatrième 
ordre,  qui  porte  le  nom  de  quar tique  de  Sieiner. 

Cette  surface  a  été  étudiée  par  Kummer,  Weierstrass^ 
Schroter«  Cremona.  Nous  la  considérerons  ici  comme  la 
transformée  d'un  point. 

15.  Théoùmx  V.  —  Si  ^iix  surfaces  se  touchent  en 
un  point,  U  en  est  Je  même  des  transformées. 

Soient  deux  surfaces  définies  par  les  équations  tan- 
gentielle^ 

.  f  P,  Q,  R.  S    —  o. 

'  »   P,  Q.  R,  S   —  o. 

Ces  surfaces  seront  tangentes  en  un  point,  si  le  sp- 
tème  forme  pjir  les  équations  t  A     et  les  équations  sui- 
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▼ances  : 

,n\  /p /q ^ /s 

?P  îtt         ?R         ?S 

admet  une  solution. 

Les  surfaces  transformées  sont  définies  par  les  équa- 
tions tangentielles 


»(xF';^'i'^)  =  "- 


Elles  seront  tangentes  en  un  point  si  le  système  formé 
par  les  équations  (A')  et  par  les  équations  suivantes, 

[D  )  -7-  —  -7-  —  "7"  —  -7-» 

?F  ?Q'         ?R'         ?y 

admet  une  solution. 

Tout  revient  donc  à  prouver  que,  si  le  système  (A), 
(B)  admet  une  solution,  le  système  (A^),  (B')  en  admet 
une  aussi,  ce  qui  devient  évident  si  Ton  observe  que 

^'(>T"  ^'  i'  Js)  =  ~  xF'-^-'^^'^î'*'  S)' 

et  par  suite  que 

fv       ?p 

CoaoLLAïas.  —  Si  le  système  (A),  (B)  admet  une  in- 
finité de  solutions,  il  en  est  de.mème  du  système  (A'),  (B'). 
En  d'autres  termes,  si  deux  surfaces  se  touchent  le  long 
d*une  courbe,  il  en  est  de  même  des  surfaces  trans- 
formées. 

Remarque,  —  On  sait  qu'il  y  a  deux  espèces  d'enve- 
loppes :   1^  celles  qui  touchent  chaque  enveloppée  en 


ui:  iioiiii  seuienieiii  :  :»'  ctille?  nui  lourUcDi  cliaqne  en\e- 
loppt^f  le  lonr  cl  unî'  courbt.  apuelt-epai  ^loniri'  la  carac- 
U'TÎsîiqut  (If  !  enveloppe. 

On  a  alorr  les  deux  théorèmes  suivant  : 

i^  La  irarisfonjifir  H  une  enveloppe  de  prcTnièr-e  es- 
pèce est  enifelttppt  de  pvemif^re  espèce  des  surfaces  trans- 
formées, £  ri  pariiculier.  si  uit  point  decnî  une  surface, 
ïa  quarîiqut  de  Sie.iner  qui  correspond  à  ce  point  a 
pour  €7H*eIopjfe  de  première  espèce  la  transformée  de 
cette  surface.. 

2"  La  trans formée  d'une  env^cJoppe  de  deuxième  es- 
pèce est  eni^eloppe  de  deuxième  espèce  des  surfaces 
transformées. 

16.  Avant  d'aller  pins  loin,  il  est  bon  d'interprëler 
géomélrî'Tnemenl  les  relations  (!:>'. 

TtiÉorÈnn:  VI.  —  Si  l'on  établit  une  correspondance 

d^  jlan  à  plan  par  les  relation^    i  2  »  et  si  1  on  dr^i^nc 

par  yi  et  M    les  j^oints  oit  ticux  fdtins  cor  '\  ypontJants 

qtr^lconqiies  reu contrent  deux  arêtes  de  nunte  nom  AB 

ri  A'B'.  le  produit 

MB        MB 

ÏÔÂ  ^    M'A 

f'st  constant  quels  que  soient  les  deux  plans  correspon- 
dants qiuâ  l'on  cons idèr e . 

C^herrlioris.  t^n  effet,  le  point  M  où  le  plan  avant  pour 

équation 

PX  -i-  QY  -h  R2  —  ST  1=:  o 

rou  j)e  l'arête  AB  ;  et  pour  cela,  dans  Téquation  de  ce  plan, 

supposons 

Z  =:^  o     et     T  ==;  o. 
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Nous  obtenons  ainsi 

Y  P  ' 

d'où,  en  désignant  les  aires  des  faces  par  A,  B,  C,  D, 

AX       _Q_  A 

BY  ~       P  "^  B  ' 


AX  et  BY  représentent,  au  signe  près,  les  triples  volumes 
des  tétraèdres  BMCD  et  AMCD,  de  sorte  que  leur  rapport 

est  ±:  —^  9  suivant  que  le  point  M  se  trouve  sur  Tarète  AB 

elle-même,  ou  sur  son  prolongement.  Si  donc  on  convient 
de  donner  un  signe  implicite  à  ce  rapport,  en  le  regar- 
dant comme  positif  quand  le  point  M  est  sur  Tarête  même 
et  comme  négatif  quand  le  point  M  est  sur  un  prolonge- 
ment, on  a  dans  tous  les  cas 

BAI  Q       A 


y  N 


AM  PB 

On  a  par  analogie,  en  faisant  la  même  convention  : 

B'M'  Q'       A' 


A'  M'  P'        B' 

multipliant  membre  à  membre,  on  obtient 

BM        B'M'       QQ'        A  A' 
AxM       A' M'       PP'  ^^  BB' 


relation  absolument  gcncraïe. 

Si    maintenant    nous   faisons  correspondre  les  plans 
entre  eux  par  les  relations  (la),  la  relation  (aS)  s'écrit 


BM  ^^  B'M'       aAA' 
^  '  À  M  ^^  A' M'        xBB' 


ce  qui  démontra  Ir  tbéoiènuv 
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Théorème  VII.  —  Réciproquement^  si  les  produits 
tels  que 


BM       B'M' 
X 


AM'    A'M' 

restent  les  mêmes  quand  on  fait  varier  les  plans  corres- 
pondants, ces  plans  satisfont  aux  conditions  (12). 

On  a,  par  hypothèse, 


BM       B'M 


t%Mt 


^    M.flAt  — K., 


AM       A'M 


K  étant  une  constante.  Comparons  cette  hypothèse  à  la 
relation  (^S),  qui  est  toujours  vraie;  on  obtient 


ou  bien 


on  a  de  même 


Posant  alors 


qq;     aa; 


BB' 
QQ'  =  K^PP'; 


ce 
ss'=k,5E;pp'. 


^TK'-^'    ^'7JJ-r    ^'lÂ'-p' 

on  obtient 

XPP'=/*QQ'=vRR'  =  pSS'. 

17.  Tbéokème  Vni.  —  Dans  une  transformation 
définie  par  les  relations  (12),  pour  que  les  plans  de 
Vinfini  se  correspondent ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  va- 
leurs de\  ^k^v^p  soient  définies  par  les  équations 

X  AA'  =  fiBB'=  vCC'  =  ûDD'. 
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En  effet,  le  plan  de  rinfini  dans  le  système  ABCD  a 
pour  équation 

AX  -t-  BY  -4-  CZ  -+-  DT  =  o, 

A,  B)  C,  D  étant  les  aires  des  faces. 

Le  plan  qui  lui  correspond  dans  Tautre  système  a  donc 
pour  équation 

X'        Y'        Z'        T 
XA        U.B       vG       pD 

Il  faut  identifier  ce  dernier  avec  le  plan  qui  a  pour 

équation 

A'X'  4-  B' Y'  -+-  C'Z' -4-  D' r  =  o, 

ce  qui  donne  bien  les  relations 

(  27)  X  AA'  =  fxBB'  =  vCC  =  pDD'. 

Ce  sont  là  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  plans  de  l'infini  se  correspondent. 

Théoeemk  IX.  —  Dans  tout  système  de  transformation 
établissant  une  correspondance  de  plan  à  plan,  si  les 
plans  de  rinfini  se  correspondent^  les  arêtes  de  même 
nom  de  deux  tétraèdres  sont  coupées  par  les  plans  cor- 
respondants dans  des  rapports  réciproques. 

Si  Ton  voulait  se  borner  aux  transformations  définies 
parles  relations  (12),  la  démonstration  serait  très  simple  : 
il  n'y  aurait  qu'à  considérer  la  formule  (q6)  et  les  ana- 
logues et  à  y  tenir  compte  de  Thypothèse,  savoir 

XAA'  =  ^BB'  =  vCC'=  pDD'. 

Mais  il  y  a  grand  intérêt,  en  vue  des  applications  géo- 
métriques, à  établir  le  théorème  actuel  d'une  façon  gé* 
oérale. 
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Remarquons  que,  dans  les  faces  de  même  nom  qui  for^  ^ 
ment  les  trièdres  A  et  A',  on  a  des  transformations  oiS^ 
une  droite  correspond  à  une  droite  et  où  les  droites 
rinûni  se  correspondent. 

Donc  les  traces  d'un  plan  quelconque  sur  les  faces  da 
trîèdre  A  et  les  traces  du  plan  correspondant  sur  les  faces 
du  trièdre  A'  coupent  les  arêtes  de  même  nom  issues  du 
point  A  et  du  point  A' dans  des  rapports  réciproques. 

On  raisonnerait  de  même  pour  les  sommets  B  et  B'  (  *  ). 

{j4  siwre.) 


TDÉORÈMES  SUR  LA  PARABOLE; 

Par  m.  WEILL. 

[fin  (').] 


Le  théorème  consiste  en  ceci  :  si  Ton  transforme 
Téquation  (i)  au  moyen  de  la  relation  (2),  l'équation  du 
quatrième  degré  ainsi  obtenue  aura  quatre  racines  com^ 
munes  auec  l'équation  (i),  si  elle  en  a  une  seule ^  celle 
condition  sera  remplie,  s'il  existe  entre  les  coeflGcienU 
des  deux  équations  de  la  parabole  et  de  Tautre  conique 
la  relation 

(4)  0'— 4A0'  =  o, 

0,  A  et  0'  étant  les  coefficients  de  l'équation  en  À  des 
deux  coniques.  La  relation  (4)  est  ici 

/?'C'4-4a/CD  — 8BE/7  -4-4AF:^o. 


(')  Voir  nos  Recherches  sur  les  transformations  du  second  ordre  dans 
les  figures  planes  (  Nouvelles  Annales,  1877)- 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  2*  série,  t.  XIX  ,  p.  36^  à  378. 
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On  sait, en  parliculîer,  que,  lorsqu'un  cercle  passe  par 
le  foyer  de  la  parabole,  on  peut  inscrire  à  ce  cercle  un 
triangle  circonscrit  à  la  parabole*,  en  appliquant  à  ce  cas 
les  considérations  qui  précèdent,  on  arrive  à  des  pro- 
priétés fort  simples  et  susceptibles  de  différents  énoncés  ; 
nous  n'insisterons  pas  sur  cette  question. 

Reprenons  le  système  des  deux  coni({ues  dont  les  équa- 
tions sont 

(l)  Kap-Ly»rr:0, 

(l)  -      p(Aa-f-B7)  —  Ca'=:o. 

Nous  avons  démontré  que  Ton  a  ainsi  le  système  gc- 
néral  de  deux  coniques  telles  qu'un  triangle  soit  cir- 
conscrit à  la  première  et  inscrit  à  la  seconde. 

En  donnant  aux  fonctions  linéaires  a,(3,y  Tdiverses 
valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouvent  en  particulier  des 
valeurs  constantes  pour  Tune  des  trois  fonctions,  on  ob- 
tient tous  les  systèmes  possibles  de  deux  coniques  jouis- 
sant de  la  propriété  énoncée,  et  Ton  est  conduit  ainsi  à 
un  nombre  indéfini  de  propriétés  nouvelles  des  coniques. 
Nous  nous  contenterons  d'énoncer  quelques  propriétés 
auxquelles  donnent  lieu  les  systèmes  les  plus  simples. 

Considérons  une  hyperbole  équilatère  et  une  para- 
bole ayant  pour  équations 

y^ —  -y.px  -    o. 

On  peut  inscrire  dans  Thyperbole  une  infinité  de 
triangles  qui  soient  circonscrits  à  la  parabole.  Considé- 
rons l'un  de  ces  triani;les,  et  désignons  par  a:,,  .Tj,  .7*3, 
Xn  /tî  Xa  les  coordonnées  des  sommets,  et  par  ///,. 
mj ,  ///j  les  coefficients  angulaires  des   cotés,  on  a  les 
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relations 

—  K'  p 
/w,                          lar 

-K'  p 

.r, jTs  = >      m^mi=.  > 

—  K»                        p 
x^Xx'=.  »       /?ij/ifi=r  » 

K»  —  p 

Xy  inti 

On  en  conclut  : 

i^  Le  produit  des  abscisses  des  sommets  du  triangle 
variable  est  constant. 

2^  Le  produit  des  ordonnées  est  constant. 

3^  Le  produit  des  coefficients  angulaires  des  côtésesl 
constant. 

4**  Le  centre  de  gravité  du  triangle  est  sur  l'axe  de  11 
parabole. 

5**  Le  centre  du  cercle  circonscrit  décrit  une  droite 
parallèle  à  Taxe  de  la  parabole. 

6^  Le  point  de  concours  des  hauteurs  est  fixe. 

7°  Les  pieds  des  hauteurs  décrivent  laijbcateànas^- 

8°  L'équation  qui  donne  les  ordonnées  des  trois  soi»' 
mets  est 

X  étant  un  paramètre  variable.  Cette  équation  per^*^* 
d'étudier  très  facilement  les  propriétés  du  système. 

9**  Le  triangle  formé  par  les  points  de  contact  des  cfr^ 
avec  la  parabole  se  déplace  en  restant  inscrit  et  tr^ 
conscrit  à  deux  paraboles  fixes  ;  son  centre  de  gravité  ^ 
sur  l'axe  de  la  première  ^  le  produit  des  ordonnées  <^ 
sommets  de  ce  triangle  et  le  produit  des  abscisses  scr  ^ 
tous  deux  constants. 
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lo®  Les  normales  aux  points  de  contact  des  côtés  du 
triangle  avec  la  parabole  sont  concourantes;  le  lieu  du 
point  de  concours  de  ces  normales  est  une  parallèle  à 
Taxe  de  la  parabole. 

11^  Si  d'un  point  on  mène  les  trois  normales  à  une 
parabole,  on  peut  construire  une  parabole  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  normales 
et  ayant  pour  sommet  le  sommet  de  la  première  et  pour 
axe  la  tangente  au  sommet  de  la  première.  Le  paramètre 
de  cette  parabole  est  égal  à  la  distance  |3  du  point  consi- 
déré à  l'axe  de  la  parabole  donnée;  donc  la  parabole 
dont  il  s'agit  est  Tenveloppe  de  tous  les  triangles  formés 
par  les  pieds  des  normales  menées  par  une  série  de  points 
situés  sur  une  parallèle  à  Taxe  de  la  première.  Si  Ton 
mène  les  tangentes  à  la  parabole  donnée  aux  pieds  des 
trois  normales,  elles  forment  un  triangle  dont  les  som- 
mets décrivent  une  hyperbole  équilatère,  ayant  pour 
asymptotes  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole 
donnée.  Cette  hyperbole  a  pour  équation 

12^  Si  d'une  série  de  points,  pris  sur  une  parallèle 
k  Taxe  d'une  série  de  paraboles  ayant  même  axe  et  même 
sommet,  mais  de  paramètre  variable,  on  abaisse  des  nor- 
males sur  ces  paraboles,  on  a  une  série  doublement  in- 
finie de  triangles  formés  par  les  pieds  des  trois  normales, 
et  qui  sont  tous  circonscrits  à  une  même  parabole  ayant 
pour  sommet  le  sommet  des  paraboles  variables  et  pour 
axe  la  tangente  au  sommet  de  ces  courbes;  le  paramètre 
de  cette  parabole  est  égal  à  la  distance  de  la  droite 
donnée  k  Taxe  des  paraboles  variables. 

i3^  Si  d'une  série  de  points  pris  sur  une  parallèle  à 
l'axe  d'une  parabole  on  abaisse  des  normales,  la  somme 
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lies  segments  paraboliques  déterminés  par  les  ordonnées 
des  pieds  des  trois  normales  reste  constante. 

Considéi^ons  encore  le  système  formé  par  une  para- 
bole et  une  livbeibole  avant  pour  équations 

j-^—  a/?x  =  o, 
jr*  —  R*=r  o. 

On  peut  inscrire»  laparab-^leune  inîinîcéde  triangles 
cîrcouscrils  à  Thyperbote  : 

Le  prvxiuit  dc5  abscisses  des  sommets,  le  produit  des 
ordonnées  et  le  produit  des  coefficients  angulaires  des 
côtés  du  irîaniîle  sont  constants.  Le  centre  du  ccrdedr- 
conscrit  au  trîau;i!e  décrit  une  parallèle  à  Taxe  :  ce  cercle 
enveloppe  une  courbcdu  trolsîêcae  Je*zré,  telle  que  le  pro- 
duit de  la  distance  d'un  de  ses  potacs  à  une  droite  parla 
puissance  Je  ce  point  par  riptK>rL  à  un  cercle  fixe  «t 
constant.  le  ceiitreie  gravité  du  triangle  décrit  uoepa- 
raK>le  a  vaut  jH>ar  éi^uatîon 


-—   -  p.r      _  .. 


L\f^ttatîOU  v:ul  i-uae  li-?  crioLî:i=eT>  ie<rro^5  ^omaiet* 


rsî 


"       -    .     -  —   2  7  V"--: 


J-.'     '  —   5^'  7 


.  _  1^ 


r 


-::•  ea.  :iai^     jrii:c  ^:f  jvu  :.     .  .:  -    •;  .  j ."  :•'•. 
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On  a  ainsi  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant  in- 
scrit dans  une  courbe  du  quatrième  degré,  et  circonscrit  à 
une  parabole.  Considérons  ce  triangle  dans  Tune  de  ses 
positions  ;  un  de  ses  côtés,  qui  est  tangent  à  la  parabole 
dont  nous  venons  de  parler,  a  une  équation  de  la  forme 

X  =z  m  Y • 

mp 

Soient  A,  6,  C  les  trois  sommets  du  triangle  que  nous 
considérons;  les  trois  valeurs  de  m  qui  déGnissent  les 
trois  côtés  sont  données  par  une  équation  facile  à  former 
et  qui  est 

II)  ll^lli\\K,2„,^Q^ 

^    '  \  ni    I 


Le  côté  AB  rencontre  la  courbe  du  quatrième  degré 
en  quatre  points  dont  les  ordonnées  sont  données  par 
Téq  nation 

?  2  f     y—  -y.pmy^  4-j'  (  p^m^-{-  i —  j  —  3K.^px  -h  ^-^  =  o. 

Fin  minons  m  entre  les  équations  (i)  et  (2),  nous  arri- 
verons à  lUKî  équation  du  douzième  degré  en  )\  Elle 
admettra  pour  racines  les  ordonnées  des  points  A,B,  C 
prises  cliarune  deux  fois  -,  donc  son  premier  membre  aura 
pour  diviseur  le  carré  du  polynôme 

car  ce  polynôme  égalé  à  zéro  donne  les  ordonnées  des 
points  A,  B,  C.  l/é([ualion  du  sixième  degré,  (jui  restera 
apri's  sn[)pres5ion  de.  ce  faclcnr,  donnera  les  ordonnées 
des  six  points  I),  K,  F,  G,  11,  K,  où  les  côtés  du  triangle 
AB(I  rencontHMil  <*n(:ore  la  courbe  du  quatrième  degré. 
Ces  six  racines  se  partagent  en  trois  groupes  de  deux: 
en  effet,  le  côté  AB  rencontre  la   courbe  du  quatrième 
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degré  en  deux  points  D,  E  auxquels  correspond  un 
triangle  DEL  analogue  de  ABC  -,  les  ordonnées  des  som- 
mets de  ce  triangle  sont  données  par  Téquation 

(4)  47'  -h  4x'j»  4-  y'x-\-pK.^=  o, 

dans  laquelle  X' désigne  la  seconde  racine  de  réquation(i) 
résolue  par  rapport  à  X,  en  appelant  première  racine 
celle  qui  nous  a  donné  le  triangle  ABC.  Donc  Féquation 
du  sixième  degré  aura  deux  racines  communes  avec 
Téquation  (4)9  et  de  même  avec  deux  autres  équations 
analogues.  Soit  Xi  la  valeur  de  X  qui  dé&nît  le  triangle 
ABC  ;  les  six  points  D,  E,  F,  G,  H,  K  donnent  lieu  à  trois 
autres  triangles  correspondant  à  des  valeurs  de  X  données 
par  Téqualiou 

(X  —  X,)»(X  4-  X.)  -  i6pK^=  o. 

Si  nous  éliminons  X  entre  cet  le  équation  et  l'équa- 
tion (4),  nous  aurons  une  équation  du  neuvième  d^ré 
dont  les  racines  seront  les  ordonnées  des  neuf  sommets  des 
trois  triangles;  cette  équation  du  neuvième  degré,  dont 
le  premier  membre  est  évidemment  décomposable  en  un 
produit  de  trois  facteurs  du  troisième  degré,  est  aussi  dé- 
composable en  un  produit  de  deux  facteurs,  Tun  da 
sixième  degré  et  Tautre  du  troisième-,  le  facteur  du 
sixième  n*e$t  autre  que  le  produit  des  facteurs  du  premier 
degré  correspondant  aux  six  points  D,  E,  F,  G,  H,K  ;  donc 
ce  facteur  est  celui  que  Ton  obtient  dans  Téquationdo 
douzième  degré  envisagée  plus  haut;  quant  au  second 
facteur,  qui  est  du  troisième  degré,  il  donnera  les  ordon- 
nées des  trois  autres  sommets  des  trois  triangles.  Celte 
identité  remarquable,  que  nous  venons  d'obtenir  entre 
un  produit  de  trois  facteurs  du  troisième  degré  et  un 
produit  de  deux  fadeurs,  Tundu  sixième  degré  et  l'autre 
du  troisième,  se  présentera  chaque  fois  que  l'on  aura  « 
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envisager  un  triangle  variable  circonscrilà  une  conique 
et  inscrit  dans  nne  courbe  du  quatrième  degré. 

On  peut  remarquer  que  le  produit  des  ordonnées  des 
six  points  D,E,F,G,H,K  reste  constant,  ainsi  que  le 
produit  des  ordonnées  des  trois  autres  sommets  des  trois 
triangles. 

Nous  citerons  encore  comme  exemples  simples  : 
Un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  dont  l'équation 
est 

el  inscrit  dans  Thyperbole  dont  l'équation  est 

j  =  A:r*-f-Bx. 

Un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  dont  Téquation 
est 

y^z=z  7.px 

el  inscrit  dans  Thyperbole  dont  Téquation  est 

A.r-f-B 


r  = 


Cx 


Un  triangle  inscrit  dans  la  parabole  dont  Téquation 
est 

et  circonscrit  à  l'hyperbole  dont  l'équation  est 

4Bxr-+-B*-f-4Cx'=o« 
Tous  ces  triangles  donnent  lieu  aux  formules 

L  M 

jr,.r,=j:  — 9       /w, //!,=:  —  f 
/W,  X, 

L  M 

j:jX,=  — 1      /ii,/W3= — f 

L  M 

Amm.  de  3Iathém.,  ^  lérîe.  l.  XIX  (Octobre  1880).  ^9 
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On  déduit  de  ces  formules  que  le  produit  des  abscisses 
des  sommets  et  le  produit  des  coefficients  angulaires  des 
côtés  sont  constants. 

Nous  terminerons  par  Fénoncé  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Lorsqu  ^un  triangle  se  déplace  en  restant  inscrit  dans 
une  parabole  et  circonscrit  à  une  parabole  ayant  même 
axe  que  la  première  et  de  paramètre  quadruple,  la 
somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  reste  constante. 


««ESTIONS  PROPOSÉES  PAR  1.  lORBAD 

(voir  a'cérle,  t. XIV,  p.  Sa?); 

SoLunoHs  DE  M.  MORET-BLANC. 


Démontrer  les  formules 


r„(„-,)(n-2)-]'  .        _ r(2>i-n) 

■  -(t)'*[^^T 

'/i(/t  —  l)(/i— 2)1*  nn     r^/i-f-ll 


L      1.2.3      j 


I  — I — \ — -— 1 

I»        I^2» 


"{H 


/i'(/i'— i)(ii'— 4)  sin/iir 

I^2^3*  nn 

et  indiquer  entre  quelles  limites  elles  sont  exactes, 
i^  Si  l'on  développe  (i  +  x)*"  par  la  formule  du  bi- 
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nÔQie,  le  coefficient  de  x'^  dans  ce  développement  sera 

i?.n(2/i  —  i)...(2i/ï  —  jjiH-  i) 

I  .  2  .  .  .  fA 

ou,  en  multipliant  haut  et  bns  par  T{^n  —  fz  +  i), 

r(2/i-f-i) 

Si  Ton  développe  (x  -h  i  )'",  le  coefficient  de  j:'""»'  sera 

de  même 

T(in  -f-i) 

r(2/ï  —  fx-M)r(fi-M)' 
En  posant  ^n  —  fx  =  fx',  le  coefficient  de  x^'  sera  donc 

r(2/iH-i) 

r(p'-M)r(2/i  —  f*' -*-!)' 

Si  7»  est  fractionnaire,  fx  sera  toujours  entier,  mais  [Jif 
sera  fraciionnaire,  et,  comme  le  coefficient  est  toujours  la 
même  fonction  de  n  et  de  fz,  cette  forme  subsiste  pour  les 
puissances  entières  ou  fractionnaires,  pourvu  que  les 
exposants  successifs  de  x  diffèrent  d'une  unité.  Il  en  ré- 
sulte que,  si  x"  se  trouve  dans  le  développement,  son 
coefficient  sera 

p(/l-f-l)' 

Or,  ce  terme  en  x^  s'obtient  en  faisant  la  somme  des 
produits  des  termes  de  même  rang  dans  les  développe- 
ments de  (i  -H  x)"  et  {x  H-  i)",  ce  qui  donne  le  premier 
membre  de  la  première  formule  :  cette  formule  est  donc 
démontrée. 

Il  faut  toutefois  que  r(2/i  +  i)  reste  fini  et  positif,  ce 
qui  exige  que  Ton  ait  2»H-i^o  ou  /ï]>  —  j. 

2^  Le  coefficient   de  x^-  dans  le  développement  de 


(i  —  x*)"  est,  en  valeur  absolue, 


r(if -*-i) 


1.2.  .  .- 

2 


{i*-H-H 


si  fJL  est  pair;  il  est  nul  si  /x  est  un  nombre  impair. 

On  verra,  comme  précédemment,  que  cette  forme  sub- 
siste pour  des  valeurs  fractionnaires  de  /i. 

Si  |x  =  /i,  c'est-à-dire  si  le  développement  renferme 

un  terme  en  x",  son  coefficient  sera  égal  à  — ^ L» 

multiplié  par  une  fonction  de  n  qui  s*annule  pour  les 
valeurs  impaires  de  n  et  prend  les  valeurs  +  i  ou  — i 

pour  les  valeurs  entières  paires  ou  impaires  de  ~»  cou- 

ditions  qui   sont  remplies  par  la  fonction  cos  —  •  Le 
terme  en  x"  sera  donc 

nie     r(/ï-4-i) 


cos 

2 


iH 


Mais  on  Tobtient  aussi  en  faisant  la  somme  des  produits 
des  termes  de  même  rang  dans  les  développements  de 
(x-f-i)"  et  (i  —  x)",  ce  qui  donne  pour  coefficient  le 
premier  membre  de  la  seconde  formule  ^  on  a  donc 

L      ••-•3      j  .  ^(^-*-') 

Il  faut  toutefois  que  T(n  -f- 1)  reste  continu  ou  querou 
ait  w>  —  I. 
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L'égalité  existe  évidemment  pour  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  n\  mais  ce  n'est  que  par  analogie, 
et  en  vertu  de  la  continuité,  qu'on  Va  étendue  aux  va- 
leurs fractionnaires.  II  faut  vérifier  qu*elle  subsiste  pour 
celles-ci. 

Soit  n  =  y.  Le  second  membre  de  la  formule  devient 

ir      r(|) 

COS  -7  -,,  ,  ;  > 

log  cos  -?• Ty849845o 

logr(f) 1,9475449 

—  2logr(i) 0,0853578 

ÎOgcos^  j;Al^...        Î.8827477 

'''^*4  nïl"'    ^'763392. 

C'est  aussi  la  valeur  que  prend  le  premier  membre 
quand  on  y  fait  n=z^. 

La  formule  subsiste  donc  pour  les  valeurs  fraction- 
naires de  /i. 

(I  -4-  x\  " 
j  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  x,  il  est  évident  que  le  coefficient 
de  x^  sera  égal  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  entières 
positives  ou  négatives  de  jx,  et  qu'il  se  réduira  à  i 
pour  fA  =  o. 
Or 


JC  -f-l)"(l4-  x)-". 


et  l'on  obtiendra  le  coefficient  de  x*  dans  ce  développe- 
ment en  multipliant  les  coefficients  des  termes  de  même 
rang  dans  les  développements  de  (x-h  i)"  etde  (i  -H  x)~* 


•  •  •  • 
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par  la  formule  du  binôme,  ce  qui  donne 

valeur  qui  se  réduit  à  Tunité  pour  n  =  o  et  à  zéro  pour 
toute  valeur  entière  positive  ou  négative  à^n\  elle  est 
donc  égale  à 

<--'(-T)(-f)(-^) 

Or  on  a  (Serket,  Trigonométrie,  n**  134) 
.    mit       mit  f         'w'  \  /  ^^  \  1  m*  \ 

d'où,  en  remplaçant  —  par  /i, 

^='--'(-?)(-i)(-s)-- 

Donc 


1*  l*.2'  l*.2*.3'  /iir 


REMARQUE  SUR  UN  ARTICLE  DBS  NOUVELLES 

ANNALES; 

Par  m.  C.  HENRY. 


Les  Cahiers  d'octobre  et  de  novembre  1879  des  Nour 
vielles  Annales  contiennent  des  formules  pour  calculer 
les  puissances  semblables  des  x  premiers  nombres.  Ces 
foroiules  nous  semblent  moins  simples  que  celles  données, 
il  y  a  quelques  années,  par  M.  Ed.  Lucas  {Recherches 
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sur  VAnafyse  indéterminée  et  l'Arithmétique  de  Dio^ 
phantej  Moulins,  1873,  p.  79-88). 

En  efiet,  on  a  le  théorème  suivant  :  La  somme  des 
puissances  paires  des  x  premiers  nombres  est  algébri- 
quement dii^isible  par  la  somme  des  carrés  des  x  pre- 
miers nombres,  et  le  quotient  est  une  fonction  entière  de 
/  =  j:  (x-l- 1  ),  c'est-à-dire  du  double  de  la  somme  des 
X  premiers  nombres.  En  désignant  par  q^i  le  quotient 
de  S,|-  par  S|,  on  a  (Recherches  sur  l'Analyse  indé- 
terminée^ p.  85  )  les  formules 

79t  =37'—  3r  -f-if 

iiç„  =  3j^  — ior*-hi7r'—  i5j-+-5, 

De  même,  en  désignant  par  qu^i  le  quotient  de  Si.-^! 

par  St,  on  a 

2  I 

^*  =  F  "3' 

1,2         I 

2   .        ,      6         3 

Enfinnous  nous  permettronsdefaireobserverquela  for- 
mule (X)  de  la  page  5 18  a  été  donnée  par  Jacobi  [Brief- 
wechsel  zwischen  C.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher^ 
Altona,  1 863,  p.  299  )  et  que  Ton  déduit  aisément  d'autres 
formules  analogues  (  Recherches  d^ Analyse  indéteimi- 
née,  p.  84  )• 
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KOTE  RELATIVE  AUX  INTERSECTIONS  INTÉRIEURES 
DES  DIAGONALES  D'UN  POLYGONE  CONYBXE; 

Par  m.  LIONNET. 


Théorème.  —  Le  nombre  4  ^cs  intersections  ini 
rieures  des   diagonales    d'un   poljgone    com^exe 
71  côtés  est  égal  au  nombre  c*„  des  combinaisons  de  s 
n  sommets  quatre  à  quatre» 

Dans  un  polygone  convexe  de/?  côtés,  quatre  sommeC 
pris  comme  on  voudra,  sont  les  sommets  d'un  quadril 
tère  convexe  où  les  diagonales,  qui  sont  deux  diagona 
du  polygone  proposé,  se  coupent  à  Tintérleur  du  qu 
drilatère  et,  par  suite,  à  l'intérieur  du  polygone. 

Réciproquement,  si  deux  diagonales  du  polygone  p 
posé  s^y  coupent  intérieurement,  leurs  extrémités  son 
quatre  sommets  du  polygone-,  donc  i„=  c^. 

Remarque  I,  —  L'énoncé  du  théorème  précédent,  plo 
exact  que  celui  déjà  publié  deux  fois  dans  les 
Annales  (années  1848  et  1880,  p.  91  et  44)9  diflere 
celui-ci  en  ce  que  l'expression  points  d^ intersection 
est  remplacée  par  le  mot  intersections.  La  raison  en  es 
quCf  si  plus  de  deux  diagonales  se  coupent  en  un  mèm 
point  intérieur  au  polygone,  plusieurs  intersections  in 
tcrieures  de  deux  diagonales  correspondent  k  ce  seul 
point  d'intersection.  Ainsi,  par  exemple,  dans  Phexa 
gooe  régulier,  où  la  formule  i„=  c*  donne  i5  pour  le 
nombre  des  intersections  intérieures  des  diagonales,  on 
trouve  seulement  treize  points  intérieurs  d'intersection, 
ce  qui  tient  à  ce  que  trois  des  neuf  diagonales  se  coupent 
au  centre  du  polygone. 

Remarque  IL —  Les  auteurs  qui  ont  donné  précédem- 
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ment  la  démonstration  de  la  formule  /„=  c*  ont  cru  de- 
voir calculer  d'abord  le  rapport  de  ù  à  û-t  ou  la  diffé- 
rence /» —  im^i  ;  mais  il  m'a  semblé  beaucoup  plus  simple 
d'en  donner  une  démonstration  directe. 

IVote  du  Rédacteur,  —  M.  le  professeur  de  Virieu  remarque  de  mémo 
que  ce  théorème,  dont  on  a  donné  des  démonstrations  dans  les  Nouvelles 
jÊnnales  (années  i8/|8  et  1880,  p.  gi  et  44)>  cesse  d'être  rigoureusement 
exact  lorsque  trois  ou  plus  de  trois  diagonales  du  polygone  considéré 
■e  coupent  en  un  même  point  intérieur. 
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1.    OEUVRBS  COMPLÈTES  DE  LaPLÂCE,  publiécS,  SOUS  IcS 
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2.  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par  /.  Hoûel^ 
professeur  de  Mathématiques  pures  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Bordeaux.  Tome  troisième  ;  Paris,  Gaulhier- 
Villars  (1880).  —  Second  fascicule. 

3.  Sur  l'origiab  de  quelques  notations  matbéma- 
tiqoes;  par  M.  C.  Hemy.  Extrait  de  la  Rtx^ue  archéo- 
logique. Paris,  Didier  et  C***  (1880), 
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SOLUTIONS  DE  ODBSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1296 

(  Tolr  a*  ftérte,  t.  1VII«  p.  &>6}i 

Par  m.  SONDAT. 

Si  les  égalités 

Aa» -f-  Bp»  -h  C7»=  o,     Aa'»  -f-  Bp'»-4-  €/»=  o 

représentent  deux  solutions  connues  et  distinctes  Je 

r  équation 

Ax»-t-Bj^-t-Cx»=o, 

une  troisième  solution  sera  donnée  parles  formules 

x  =  Bpp'(aP'-a'p)-t-C77'(«7'-«'7)t 
r  =  C77'(p/-p'7)4-Aa«'(pa'-p'«), 

z=Aaa'{7a'— 7'a)4-Bpp'(yP'  — /P). 

(Realis.) 
Des  deux  égalités  admises  on  tire 

(]  A  ^  B  C 

p>/>— p'»y>       7*a'*— 7'»a»       a»p'>— a'»p»         * 

et  si,  pour  abréger,  on  pose 

«P'-a'p  =  P,     7a'-7'«=:Q,     p7'-p'7  =  R, 

on  aura 

(2)  r  =  >l'QB(PV7'-p'«a7), 

(  «=XPQR(7»a'p'  — 7'»ap). 
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Remplaçant  dans  Téquation  proposée  A,  B,  C  par  les 
valeurs  (i)  et  x,/,  z  par  les  valeurs  (a),  il  vient  Tiden- 
tité 

1        ^-(a*p'»— a'*p*)(7«a'P'— 7'»ap)»=:0, 

qu'on  peut  établir  en  développant. 
La  proposition  est  ainsi  établie. 


Question  1312 

(folr  i'  térU,  t.  XYIII,  p.  333); 

Par  BI.  Maeckllo  ROGHETTIy 
Professeur  au  lycée  royal  Campanella,  à  Reggio  (Calabria). 

Transformer  le  produit 

3(a»-f-p*-»-7»)»[(a-t-p)»4-(p-f-7)»-f-(7-t-a)»] 

en  une  somme  de  trois  cubes.  (S.  Rbalis.) 

Le  produit  précédent  peut  s'écrire  ainsi, 

3(a«-f-  P*-f-  7*  -♦-  2a»p»-t-  2a'7>-f-  ap'y») 
X(aa»^-2p'H-77»-f-3a«pH-3ap*H-3a»7H-3«7»-f-3p»7-4-3P7>), 

et,  si  l'on  pose,  pour  abréger  Fécriture, 

2a»=a»-t-p»-f-7», 
2a«  p  =  a» p -f- ap« -+- a»7 -f- 07» -f- p«7 -♦- p7», 


il  est  visible  qu'on  peut  mettre  P  sous  la  forme  sui- 
vante : 

I    P  =  62a*-h92a»p-+-92a'P»-t-l82a«p^-4-l82a»P« 
'''     ■  92a«p»74-i8la»p>7-hi82a«pV-t-36a*p»7»« 
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Or,  le  développement  de  la  somme  des  trois  cubes 

-+- (  2  p'— 7»  —  a» -4- 3 pa» -h  3  pv»)» 
H-  (27»—  a»—  p»-h  37a» ^-  37P')» 

donne  tous  les  termes  de  Texpression  (i),  et  ces  termes 
seulement,  parce  que  les  autres  disparaissent  par  la  ré- 
duction des  termes  semblables;  donc  P  a  été  transformé 
en  la  somme  de  trois  cubes. 

jVoftf . La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morei-Blane. 


Question  1320 

(fOlr  1*  série,  t.  XVm,  p.  3t3)  ; 

Par  m.  E.  FAUQ13EMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Soit  une  série  de  cercles  concentriques.  Dans  cha- 
cun  d'eux  on  trace  un  rayon  OM  qui  détache  un  sec^ 
tenr  AOM  d  ''aire  donnée  à  partir  d^  une  droite  fixe  kO\ 
passant  par  le  centre  O  :  trouver  le  lieu  du  point  M. 

(Lâisant.) 

Prenons  pour  pôle  le  centre  O  et  pour  axe  polaire  li 
droite  OX;  en  désignant  par  m'  Taire  donnée,  et  par  r 
et  0  les  coordonnées  du  point  M,  nous  aurons 


36^ 


m» 


36o 


m 


s 


ou,  en  posant =  a*, 

(i)  e^»=û^ 

Telle  est  Téquation  de  la  courbe  lieu  du  point  M. 
Celle  courbe,  cas  particulier  des  spirales  dout  Téqua* 
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tion  est  rz=zaB'*y  a  été  désignée  par  Cotes  sous  le  nom  de 
lituiis  (Hannonia  meu  sur  arum). 

Note,  —  Solutions  analogues  de  MM.  Moret- Blanc;  Leinekugel;  J.-B. 
BuTat,  du  lycée  de  Moulins  ;  Habbé. 


Question  4324 

(voir  1*  sérU.  t.  IVllI.  p.  384  ); 

P4a  M.  MORET-BLANC. 

Si  (x^  y ^z)  est  une  solution  en  nombres  entiers  de 
l'équation 

on  aura  une  solution  en  nombres  entiers  (Xi,yi,  z^  )  de 

l' équation 

X*  -h  abc^  Y'  -t-  c^X»T*  =  Z» 

par  les  formules 

Les  formules  de  Lebesgue  sont  la  conséquence  évidente 
des  précédentes.  (A.  Desboves.) 

L'équation  x\  -f-  nbc^j\  -I-  cdx\r\  =  z\  devient,  eu 
remplaçant  Xi,^i,i:i  par  les  valeurs  précédentes, 

00,  enayantégardà  la  relation cz'=«x*-hJy*+fifcc*j^*, 

[ajr*—  by'Y-^\&abx'y[ax''hby'-^dx^j^Y 
-h  4//:r»7»  (  ax^  —  6>  •  )  (  flx*  -h  ^7^  -4-  dlr'j» ) 

Développant  et  passant  tous  les  termes  dans  le  second 
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membre,  il  vient 

+  4''*xV(«-2^+  by*y-^Sabx*y*[aJc*-+-  by*Y 
—  \d^x'y*[ax'—  by'Y--\&abx'y'[ax'  -h  by^Y 
-{-  i&ahdx^y*[ax*-\-  b)*)  -4-  \&a^b'^x*y* 

ou  o  =  o,  ce  qui  est  une  identité.  Le  théorème  est  donc 
démontré  (*). 

On  a  les  formules  de  Lebesgue  {voir  2®  série,  t.  XI, 
p.  83)  en  faisant  a  =  c  =  i . 


Question  4326 

(folr  a*  série,  t.  XVIIl,  p.  43i); 

Pae  m.  MORET-BLA.NC. 

Trouver  dans  l'intérieur  d'un  triangle  ABC  un  point 
tel  quen  abaissant  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  on  diuise  le  triangle  en  trois  quadrilatères 
proportionnels  à  m^n^p.  (Lez.) 

Soient  a:  et  j^  les  coordonnées  du  point  cherché  M, 
rapportées  aux  côtés  ÂB,ÂC  du  triangle  pris  pour  axes; 
MD,  ME,  MF  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  M 
sur  les  côtés  BC,  AC,  AB. 

Le  double  de  Taire  du  quadrilatère  AEMF  sera 

{a:+j*cosA)xsinA  -h  (7  -f-  xcosA)a:sinA 

oc  sin  A, 


m  -h  n  -\~  p 


(*)  II  ne  ser«iit  pas  sans  inti*rèt  de  savoir  par  quelles  déductioni  ob 
est  conduit  à  ce  théorème;  le  calcul  qui  le  vérifie  n'indique  rien  de  précb 
à  cet  é^rd. 
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On  aura  donc,  en  divisant  par  sin  A, 

mbc 


[x^-^-y^]  cosA  -f-  7.XX  = 


m  -^  n  -hp 

0 

Celle  équalion  représenle  une  hyperbole  ayant  son 
centre  au  point  A  et  pour  axe  Iransverse  la  bissectrice 
de  l'angle  A.  On  a  pour  les  coordonnées  des  sommets 


i  mbc 


4  ces*—  '^ 


2 

et  pour  longueur  du  demi-axe  transverse 


A       ^  /       mbi 

i— =  4/ 

2       \   m  -\-  n 


mbc 
24;  ces- 

P 


L'équation  des  asymptotes  est 

(x*-hj^')cosA-4-  ixyz=o. 

Leurs  coefBcicnts  angulaires  sont 

—  i  +  sinA /iqisinAX 

ces  A  \    ces  A     / 

Soit  CH  la  hauteur  du  triangle  abaissée  du  sommet  C. 
Prenons  sur  CA  et  sur  son  prolongement  CI  =  CK  =  CH; 
les  parallèles  menées  du  point  A  aux  droites  IH  et  KH 
seront  les  asymptotes  (^). 

Connaissant  les  asymptotes  et  un  sommet,  il  est  facile 
de  construire  Thyperbole,  qu^on  réduira  à  la  portion  de 
branche  comprise  dans  Tintérieur  du  triangle. 

On  voit  de  même  que  le  point  M  devra  se  trouver  sur 


mbc 
(»)   L'hyperbole   que   l'équation   (j:*-»-^*)co8A -§- axr  = 


m-\-n-i-  p 

représente,  étant  équUatére,  a  pour  asymptotes  les  bissectrices  des  deux 
angles  droits  formés  par  les  deux  axes  de  la  courbe,  dont  les  directions 
sont  eonnues.  (  G.  ) 
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une  seconde  hyperbole  dont  Téquation,  rapportée  aux 
axes  BA,  BC,est 

.\        «.  nac 

et  que  Ton  construira  comme  la  première. 

L'intersection  des  deux  hyperboles  donnera  le  point  M. 

Si  elles  ne  se  coupent  pasdansTinlérieurdu  triangle, 
le  problème  n'aura  pas  de  solution. 

On  voit  par  la  disposition  des  deux  hyperboles  que  le 
problème,  quand  il  sera  possible,  n'aura  qu'une  seule 
solution. 

Aote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Ferdinando  Pifani. 


Question  1327 

(Toir  a* série,  t.  XVIII.  p.  43a); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Ou  donne  les  bissectrices  a,  jS  des  deux  angles  ai^ 
gus  A,B  d*un  triangle  rectangle  ABC  :  calculer  les  va- 
leurs des  côtés  et  des  angles  A,B  Ja  triangle,  (^Dùcus- 
sion  et  nombre  des  solutions,) 

Les  bissectrices  étant  supposées  intérieures,  on  a 


a=pcos— 9      ^  =  acos-> 

2  1 


d'où 


B 

.             pcos- 
a       sinA                 a 

et  par  suite 

6       sinB                 A  ' 

a  cos  — 

2 

a  sm  A  cos—  =  B  cos  A  cos- 

2        ^  2 


2aSlD 
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Il  en  résulte 

.    ^       ,A       ^/         A        .     A\        B 

2  2  "^  \  2  2/2 

et,  parce  que 

cos-  =  cos  (  45" J  =  -  v^2  I  cos — h  sm  —  U 

3  \  2/<a\2  2/ 

;   A         A       T      i-[        A         .     A\/      A        .    A\ 
m— cos'-  =-p^2  I  cos' sin'-  )  Icos — h  sin—  U 

••  22  y  2  2/\2  ^/ 

/-  M   .    A         A  A 

Va  (  T  Isin-.  cos'—  =  cos*—  • 

\P/         2  2  2 

Divisant  les  deux   membres   par   cos' -9   et  posant 
tang  —  =  X,  on  a  rëquation 

(l)  x'-f-x'-hf  2V^g  — I  j 

qui  n^a  qu'une  seule  racine  positive  comprise  entre  o 

et.('). 


A        A        .   A        A        .  ,A 

cos— sm* — h  sm— cos' stn'-» 

22  22  2 


:r  — - 1  =  o, 


(*)  Ses  deux  autres  racines  sont  imaginaires,  car,  en  changeante  en 
—  X,  lequation  deTÎent 


-x'-H^aV^I-i) 


X»— x*-H|  a\^2-:'  — I  |XH-i  =  o 
oa 

X*  — X*—  X-+-l-+-2^-X==0, 

qui  peut  s'écrire 

(x-m)(x—  !)•-+- a^^xs=o. 

Or  il  est  érident  qae  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  est 
constamment  positif  pour  toute  Taleur  positive  de  x;  donc  l'équation 

proposée 


(,)  x«H-X 


*-t-(a^^--ilx  — 1  =  0 


n'admet  aucune  racine  négative,  et,  par  conséquent,  elle  a  deux  racine» 
inafinairet.  (^0 

jmm.  d€  H •thémm t.,  7*  êérlo.,  l.XIX.  (Octobra  1880.)  3o 


•    4^   ; 
Cette  racîoe  fait  connaître  Tansle  —  an  moren  de  sa 
tangente,  et  par  suite  les  angles  A,  B.  On  obtient  les 
valeurs   des    côtés   a^b  par  les  formules  a  =  ^cos~t 

b  =  a  cos—  ;  puis  on  a 


e=^a'-t-  b*     ou     c  = 


siqA 


I^  problème  est  toujours  possible  et  n^admet  qu'une 
seule  solution. 

Si  a,  (3  représentaient  les  valeurs  des  bissectrices 
extérieures  des  angles  Â,  B,  on  aurait 


P.   B       ,  .A 

sm— 9      b  =.  asin— 9 

2  2 


d'où 


.   B 

a       sinA       p         2 

b       sinB       a      .    A 

• 

sin  — 

2 

1  ftVnsuit 

A   .     A 

.    .    /,^        A\ 

•iacns  —  sin'  - 

—  BcosAsm    45** )■ 

2            2 

\             2/ 

A    .     A 

V^o/       A        '  A\ 

2acos—  sin"- 

=  —  B    cos' sm'-  1 

f-a        A         A              A              A        A  .A    .    A         .A 

'.\\/ À  7  c'os  — sin''—  =  008* sin*  — cos ces'-  sin — h  sin*-» 

|S22  2  22  22  1 

A  A 

En  divisant  par  ces'-»  et  posant  lang— =  x,  il  vient 


(q)  X*—  (txv'a  -  -^  1  I  Jc'—  jr-h  I  1=  o 


•'-Uv'a^-+-i)-*'- 


Cette  équation  a  deux  racines  positives,  Tune  comprise 
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entre  oct  i,  et  Tautre  plus  graude  que  i  ;  la  première 
seule  est  admissible  (  *  ). 

Le  problème  a  encore  une  solution  et  n'en  a  qu'une 
$eule. 

On  verrait  de  la  môme  manière  qu'il  en  serait  encore 
de  même  si  Ton  donnait  une  bissectrice  intérieure  et  une 
bissectrice  extérieure. 

Plote.  —  La  question  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Ferdinando  Pisani; 
A.  Leinekugel,  étudiant  en  Mathématiques. 


Question  1329 

(TOir  a*  série,  I.  XV111,  p.  477): 

Par  m.  V.-M.  ARNAUD, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nice. 

Soit  la  séiie  récurrente 

o,  I,   I,  2,  3,  5,  8y  i3y  ...y 

telle  que  w^,  =  i/^t  -H  "n  •  troux^er  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  la  série 


1.2  1.3  2.5         3.8  liii+i  Ifn^^ 

(E.  Lucas.) 
De  l'égalité 


on  tire 


(')  La  racine  négative  de  cette  équation,  chan^^  de  signe,  est  la  va- 
lear  de  tang-  9  lorsque  a  représente  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A 
et  /B  la  bissectrice  intérieuie  de  l'angle  R.  (G.  ] 
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el  la  série  peut  s'écrire 

,,2  —  I       3  —  I       5  —  a       8  —  3  u,^^  —  «r,^, 


1.2  1.3  2.5  3.8 


Um^U, 


OU 

^^J(t-Î)-(7-5)-*-(Î-5)-(5-5)-- 

Or,  d'après  la  forme  des  dénominateurs,  on  voit  que 
le  premier  terme  de  chaque  parenthèse  est  détruit  par 
le  second  terme  de  la  parenthèse  antéprécédente.  Dans 
la  série  (2),  les  seuls  termes  qui  ne  se  détruisent  pas 
sont  donc  les  premiers  des  deux  premières  parenthèses 
et  les  derniers  des  deux  dernières. 

On  a  donc 

I       1         I  I 

■^  I        I        a,+,        Un+i 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  A.  Wokrain,  à 
Saint-Pétersbourg;  J.  de  Virieu, professeur  à  Lyon;  H.-J.Krantz;  Moret- 
Rlanc;Artemieff',  à  Saint-Pétersbourg;  E.  Fauquembergue;  A.  Leinekugel; 
Lebreton  ;  H.  Letellier,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  Lycée 
de  Tarbes  (classe  de  M.  Escary). 


Question  1332 

(Toir  »•  série,  l.  XVIIl,  p.  4:«); 

Pae  m.  ROBAGLIA. 

Une  droite  SA  pivote  autour  du  sommet  S  d'une  pa- 
rabole quelle  rencontre  en  A,  et  de  ce  point  A  on 
abaisse  une  perpendiculaire  AP  sur  la  tangente  au  som- 
met : 
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i**  On  joint  le  point  P  au  pied  D  de  la  directrice  par 
une  droite  qui  rencontre  AS  en  M  ; 

2°  On  joint  le  point  P  au  foyer  F  par  une  droite 
gui  rencontre  AS  en  N5 

3°  On  abaisse  de  P  sur  AS  une  perpendiculaire  qui 
coupe  AS  au  pointQ^^  et  l'on  prolonge  PQ  d'une  quan^ 
tité  égale  QR. 

Démontrer  que  le  point  M  décrit   une  hyperbole, 

le  point  N  une  ellipse,  le  point   Q   un  cercle,  et  le 

point  R  une  strophoïde  ( ^  ). 

(Ed.  Guillet.) 

1.  Soient  y*  =^  2px  Téquaiion  de  la  parabole  et 
y  =  mx  Téquatioude  la  droite  SA.  On  a,  pour  Tordon- 
née  du  point  A, 

r  =  sp  =  2f, 

m 

et,  par  suite,  pour  les  cuefiicienls  angulaires  m\  m^  des 

droites  PD,  PF, 

^/_  4       ^v  _      4 
m  m 

d*où 

II  s'ensuit  que  le  lieu  du  point  M  est  une  hyperbole 
ayant  ses  sommets  aux  points  D,  S,  et  que  le  lieu  du 
point  N  est  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  SF  et  le 
grand  axe  2SF  (*). 

2.  Soit  T  le  point  de  rencontre  des  droites  PQ,  SF; 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
(')  L'équation  du  lieu  du  point  M  est 

^•  — 4x»  — 2/»x  =  o, 

et  le  lieu  du  point  N  est  représenté  par  Téquation 

/•-1-  jx* —  ipx  =  o. 

{Note  du  Rédacteur.) 
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les  triangles  rectangles  semblables  PST,  PSA  donnent 

ST       SP      „^      SP»      ,^„ 
SP=ÂP'    ST  =  _  =  4SF. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  du  point  Q  est  le  cercle  décrit 
sur  ST  =:  4SF  coDQime  diamètre. 

3.  En  nommant  C  le  point  de  rencontre  de  la  droite 
SR  et  de  la  perpendiculaire  à  ST  en  T,  il  est  facile  de 
voir,  à  cause  de  SR  =-SP,  que  CR  =  CT.  Donc  le  lieu 
géométrique  du  point  R  est  une  strophoïde,  ayant  son 
point  de  rebroussemen  t  en  Tet  son  sommet  en  S. 

Note,  —  Autres  solutions  de  MM.  Lez;  Moret-Blanc;  Edouard  Lery, 
agent  voyer  cantonal;  Droz;  Ferdinando  Pisani;  E.  Fauquembergue ; 
A.  Leinekugel,  étudiant  en  Mathématiques;  Snmson  Dreyfus,  étudiant 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy;  Paul  Payssé,  élève  en  Mathéma- 
tiques spéciales  au  Lycée  de  Bordeaux;  Ambert,  du  Lycée  de  Montpellier; 
Georges  Gai iesto,  à  Bordeaux;  Basset,  à  Moulins;  Lambiotte, élève  de  l'É- 
cole polytechnique  de  Bruxelles;  Lebreton;  L.  Julliard.du  Lycée  Cor- 
neille (Rouen). 

Question  1334 

(Toir  a*  série,  t.  XVIII,  p.  479 )• 

Par  m.  a.  DROZ, 

Maître  de  Mathématiques  à  l'Institution  Bricdenstein,  à  Granges. 

Un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  ret  ses  sommets  sont  sur  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  est  R;  si  D  représente  la  distance  des  centres 
des  cercles,  démontrer  que  le  rectangle  des  diagonales 

du  quadrilatère  est  égal  à      » 

(G.  Lecdesdoivf,  INI.  A.) 

Menons  les  bissectrices  BE,  DF  des  deux  angles  op- 
posés ABC,  ADC  du  quadrilatère  ABCD  {^)\  ces  droites 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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se  coupent  au  rentre  O  du  cercle  inscrit,  et  elles  ren- 
contrent la  circonférence  circonscrite  en  des  points  E,F, 
extrémités  d'un  diamètre  EF  de  celte  circonférence. 

Soient  G  et  H  les  points  auxquels  le  cercle  inscrit  O 
est  tangent  aux  côtés  BC,  CD  du  quadrilatère. 

Les  triangles  rectangles  OBG,  ODH  donnent 


•    «  *»/.       OG         r  .1  ^^^       OH         r 

sm-ABC=-  =  -     et     sm-ADC=  g-^-, 


d*où 


asin- ABCsin-ADC 

=  2  sin  -  ABC  cos-  ABC  r= 


IL  i  OB.OD' 

donc 

sinABC  =  --; -"  -• 
OB.OD 

Mais,  dans  le  triangle  ABC,  on  a 

AC=:aRsinABC; 


par  conséquent,  la  diagonale  AC  = 
Dans  le  triangle  DFB,  on  a 

BD=iQiR.sinDFBi=2R.5inOFB; 

mais  l'angle  OBF=  EBF  est  droit  ;  puisque  EF  est  un 

diamètre  du  cercle  R,  le  triangle  OBF  étant  rectangle 

en  B, 

OB 


do 


ne 


sinOFBz..  — , 


«OB 

BD  =  2R 

OF 


Ainsi  le  produit  des  deux  diagonales  AC  X  BD  =  -— — -  • 

Or,  le  produit  OD.OF   représente  la  puissance  du 
lK>iDt  O  par  rapport  au  cercle  dont  le  rayon  est  R;  on  a 
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donc 

OD.OF  =  R'— D'; 

il  s'ensuit 

8R»r» 
AC.BD  =  ^5— -^^-  C.   Q.   F.  D. 

^o/tf.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  La, 
FerdinaudoPisani.  

Question  1339 

(Toir  3*  série,  t.  XVIII,  p.  sas  )  ; 

Par  m.  J.  LISSENÇON, 

Ancien  élèTe  de  l'École  Polytechnique. 

Troui^er  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  bicarré, 
la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

(LlOSICET.) 

Un  nombre  N  égal  à  la  somme  de  deux  carrés  peut 
être  représenté  par  a'+  i',  et,  en  introduisant  les  ima- 
ginaires, 

son  bicarré 

et 

N*  =  A»  -+-  B% 

en  posant 

[a  -h  bsj'^y  =  K-^^sJ'^, 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 

(i)  A  =  a«  — 6fl»^»-f-^S 

(2)  B  =  4a»^  — 4flK 

Diaprés  les  conditions  du  problème,  a  et  &  doivent 
être  deux  nombres  entiers  consécutifs,  ce  qui  permet  de 
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remplacer  b  par  a  +  I9  dans  les  relations  (i)  et  (2),  qui 
deviennent,  par  cette  substitution, 

(3)  A  =—4fl*—8fl»-ï- 4^1-4-1, 

(4)  B  =—  8fl»—  i2tf»—  4fl. 

• 

Pour  que  A,  B  soient,  comme  a,  i,deux  nombres  en- 
tiers consécutifs,  il  sufGt  qu'on  ait  A  —  B  =  i . 

Si,  dans  Tëgalité  A  —  B  =  i,  on  remplace  A  et  B  par 
les  valeurs  (3)  et  (4)9  il  vient 

4^* —  lafl' — 8a  =  0, 

équation  dont  les  racines  sont  a  =  o,  a=2,  a=  — 1« 
La  valeur  a  =  3  convient  seule  à  la  question. 
Il  en  résulte 

^  =  3,     A  =  — 119,     B= — 120, 

fl»=4,     b^=^,    N  =  fl'-4-ô»=i3, 

N*  =  A'-f-  B»=  1 19»-+-  120»=  2856i  =  i3«. 

Le  nombre  i3  satisfait  donc  à  la  question  proposée. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Moret-BIanc  et  Leiuekugel. 


Question  1340 

(  TOir  a*  série,  t.  XVIIl,  p.  SaS) 

Par  m.  J.-M.  FAURÉ, 

Élève  eu  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Tarbes. 

Sî  a^  b^  c  sont  les  côtés  rangés  par  ordre  de  gran- 
deurs  décroissantes  d^un  triangle  ABC,  et  S  la  surface 
de  ce  triangle  : 

1*  L'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
des  trois  bissectrices  intérieures  a  pour  expression 

labcS 


(à  -+-c)(a  -i-  c](a  -+-  A)' 
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a°  L'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
des  deux  bissectrices  extérieures  issues  des  sommets 
B,  C,  ef  de  la  bissectrice  intétieure  issue  du  sommet  A, 
a  poui^  expression 

labcS 
[b-\-c)[a  —  c)[a  —  b) 

(DOSTOR.) 

1**  Soient  AA\  BB',  CC  les  bissectrices  intérieures  et 
S' Taire  du  triangle  A'B'C  (*).  On  a 

(,)  S'rzrS  — CA'B'— BA'C— AB'C. 

Les  propriétés  connues  des  bissectrices  donnent 

bc  bc  ac 

AB'=-^— ,      AC'  =  -— -,     BA'  =  x^— » 
a  '\-  c  a  -^  0  à  -h  c 

CA'=7 »      CB'= ,      BC  = 


b  -\'  c  a  -h  c  a  -h  b 

D'autre  part,  les  triangles  CA'B\  CAB,  ayant  un  angle 
commun  C,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des 
côtés  qui  comprennent  cet  angle,  d'où 

CA   B     =  7 r-j-j r  • 

On  a  de  même 

BA'C'=: ^ 7T,      ABX'^  *"^ 


[a  -^  b)(c-hb)  (a'r-b)(a'rc) 

En  remplaçant  les  aires  CA'B',  BA'C,  AB'C  par  leur* 
valeurs  dans  l'égalité  (i),   on  trouve,  toute  réduction 

effectuée, 

^abcS 

S  •= • 

(b  •4-c)(<i  -hc)(a-i-  b) 

a**  Soient  BB<,  CC|  les  bissectrices  extérieures  des 

(  *  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fi(][ure. 
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Quelle  est  la  propriété  analogue  relativement  à  une 
surface  du  second  ordre?  (Lague&rb.) 

I.  Pour  plus  de  netteté,  je  dénaoïitrerai  à  part  k 
lemme  suivant  : 

Lorsque,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  on  a  un 
point  P  tel  que  les  droites  joignant  les  sommets  A,  B,C 
du  triangle  aux  projections  D,  E»  F  du  point  P  sur 
les  côtés  BC,  CA,  AB  se  coupent  en  un  même  poini,  k 
point  P  jouit  de  la  même  propriété  par  rapport  au 
triangle  DEF. 

C*est-à-dire  qu*en  désignant  par  H,  I,  G  les  projec- 
tions de  P  sur  les  côtés  EF,  FD,  DE  du  triangle  DEF, 
IesdroitesDH,EI,  FG  secouperontenun  même  point  ('). 

Pour  le  démontrer,  il  faut  établir  Tégalité 

GD       HE      IF__ 

Or,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  nous  avons  d'abord 
la  rclatioQ 
(    \  DB       EC       FA  _  _ 

Le  quadrilatère  PDEC  étant  inscriptible,  Tangle 
PDG  =PCE;  donc  les  triangles  rectangles  PDG,  PEC 
sont  semblables,  et  leur  similitude  donne 

GDEC 
GP  ~"  PE  * 

De  même,  les  triangles  rectangles  PGE,  PDG  étint 

semblables,  on  a 

GE_DC 

gp~pd' 


(*)  Le  lecteur  eut  prié  de  faire  Va  fij^urc. 
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d'où,  en  divisant  membre  à  membrr, 

,.  GD  _  RC  X  PD 

^    '  GE  ""  DCxPE' 

On  aura   de    même  ces  deux  autres   relations  ana- 
logues 

...  HE       FAXPE 

14) 


(5) 


HF       EAXPF 
IF  _  PB  X  PF 

id""fbxpd' 


Multipliant  membre  à  membre  les  relations  (3),  (4)? 
(5),  il  vient 

GD      HE       I£_I>B       EC    ^FA 
GE  ^  HF  ^  ID  "~  bC  ^  KA  ^  FB 

ou,  à  cause  de  la  relation  (2), 

GD      HE      IF 

GE  '^  HF  ^  ID  ""         ' 

égalité  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

Le  corollaire  suivant  s*en  déduit  immédiatement, 
d'après  une  proposition  connue  de  1»  théorie  des  trans- 
versales : 

Corollaire,  —  Les  conjugués  harmoniques  des  points 
G,  H,  I,  pris  respectivement  par  rapport  à  (D,  E), 
(E,  F),  (F,  D),  sont  en  ligne  droite. 

Cela  posé,  il  sera  facile  d'établir  la  proposition  1341. 

Car,  en  considérant  les  points  D,  E,  F  comme  les 
pieds  de  trois  normales  menées  du  point  P  à  une  conique, 
les  côtés  BC,  ÂC,  AB  du  triangle  ABC  seront  des  tan- 
gentes à  la  conique  en  D,  E,  F ,  et  l'on  sait  que  les  droites 
AD,  BE,  CF  se  couperont  en  un  même  point.  Donc,  en 
vertu  de  notre  lemme,  ou  plutôt  de  son  corollaire,  les 
conjugués  harmoniques  de  G,  H,I  relativement  à  (D,E), 
(E,  F),  (F,  D)  sont  en  ligne  droite. 
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On  a  ainsi  quatre  droites  qui  contiennent  chacune 
trois  des  six  points  P/,-;  par  conséquent,  les  six  points 
^ij  forment  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

IL  Quelle  est  la  propriété  analogue  relativement  à 
une  surface  du  second  ordre? 

Voici  comment  on  pourrait  l'énoncer  : 

Par  un  point  donné  P  on  mène  les  six  normales  a 
une  surjace  du  second  ordre;  soient  D,  E  les  pieds  de 
deux  de  ces  normales^  G  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  DE  et  du  plan  perpendiculaire  à  cette  droite 
mené  par  le  point  P,  K  le  conjugué  harmonique  de  G 
par  rappott  aux  points  D,  E  :  les  quinze  points  K 
ainsi  déterminés  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite. 

En  effet,  par  les  pieds  D,  E,  F  de  trois  de  ces  nor- 
males faisons  passer  un  plan  qui  coupe  la  surface  sui- 
vant une  conique.  Soit  p  la  projection  de  P  sur  ce  plan*, 
les  droites^  D,  ^  E,  pF  seront  normales  à  la  conique  DEF, 
car  la  droite  PD  de  Tespace,  perpendiculaire  au  plan 
tangent  en  D  à  la  sUrface,  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente DT  menée  à  la  conique  au  point  D  ;  donc,  d'après 
le  théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  droite  pD  tsi 
perpendiculaire  à  la  tangente  DT:  c'est  dire  qu'elle  est 
normale  à  la  conique.  Il  en  est  évidemment  de  même 
des  droites  pE,  ^^F.  De  là  résulte  que  les  trois  points  R 
correspondant  aux  trois  normales  PD,  PE/^PF  sont  en 
ligne  droite.  Par  conséquent,  les  quinze  points  K  sont 
trois  à  trois  eu  ligne  droite. 

Par  chacun  de  ces  points  K  passent  quatre  droites  do 
système  {*). 


(*)  Le  nombre  de  ces  droites  e&t  do  vingt;  chacune  d'elles  contient 
trois  des  quinze  points  K  :  donc,  par  l'un  quelconque  de  ces  points 
passent  nécessairement  quatre  droites  du  système. 
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Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Fcrdinando  Pisaiii 
et  Dufaurf  élève  en  Mathématiques  spéciales,  à  Bordeaux. 

Question  1342 

(  Toir  a*  série,  t.  XIX,  p.  144); 

Par  m.  DUFAUR, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Bordeaux. 

D*un  point  donné  M  on  mène  deux  droites  normales 
à  une  parabole  ;  soient  a,  b  leurs  pieds  ^  a  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la  corde  ab, 
et  ^  le  conjugué  harmonique  de  a  relativement  aux 
points  a  et  b:  démontrer  que  le  point  (3  est  sur  la  droite 
menée  par  M,  perpendiculairement  à  Vaxe  de  la  para- 
bole. (Laguerhe.) 

Menons  aux  points  a,  i  des  perpendiculaires  aP,  iP 
aux  normales  Ma,  Mi;  les  droites  aP, iP  seront  tan- 
gentes a  la  parabole,  et,  en  joignant  leur  point  de  ren- 
contre P  au  milieu  i  de  la  corde  des  contacts  ab^  la 
droite  Pi  sera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole. 

Si  par  le  point  P  on  mène  une  parallèle  PN  à  la 
corde  /a A,  les  quatre  droites  Pa,  P&,  Pi,  PjV  formeront 
un  faisceau  harmonique,  puisque  le  point  i  est  le  milieu 
de  ab. 

Les  trois  rayons  Pa,  Pi,  PN  de  ce  faisceau  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  trois  rayons  Ma,  Mi, 
Ma  du  faisceau  harmonique  M  (a,  i,  a,  ^)-,  donc  les  qua- 
trièmes rayons  Pi,  Mj3  des  dt^ux  faisceaux  sont  perpen- 
diculaires entre  eux.  Par  conséquent,  le  point  j3  est  sur 
la  droite  menéi^  par  M  perpendiculairement  à  Taxe  de 
la  parabole. 

Note.  —  La  même  proposition  a  été  démontrée  par  MM.  Ferdinando 
Pisani  ;  A.  Tissier,  élève  on  Mathématiques  bpéciales  au  Lycée  de  Rouen, 
Rd,  Bresson,  élève  o\\  Mathémitiqurs  spéciales  au  Prylanér  militaire,  à 
la  Flèche. 


point  M  du  plan  et  par  les  points  de  contact  des 
gentes  menées  de  ce  point  à  la  parabole; 

n^  De  trouver  le  lieu  deà  points  M  pour  lesque 
cercle  a  un  rayon  constant; 

3**  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  de  r 
constant  ; 

4^  De  démontrer  que  la  polaire  du  point  M  |>ar 
port  à  la  parabole  et  la  seconde  corde  d'intcrsectio 
cercle  et  de  la  parabole  se  coupent  sur  une  droite  d 
minée.  (Barbàrih. 

1349.  Trouver  un  nombre  positif  ayant  la  double 
priété  d'être  égal  au  produit  de  trois  entiers  conséc 
et  à  celui  de  deux  entiers  consécutifs.  (LioKNr 

1350.  Trouver  un  nombre  positif  ayant  la  triple 
priété  d'être,  ainsi  que  sa  moitié,  égal  auproduitde 
entiers  consécutifs,  le  plus  petit  des  deux  facteui 
cette  moitié  étant  lui-même  égal  au  produit  de  deo: 
tiers  consécutifs.  (Lioknbt. 

1351 .  Deux  circonférences  et  un  point  A  étant  doi 
mener  par  ce  point  une  sécante  telle  que  la  dîffër 
des  cordes  interceptées  soit  égale  à  d. 
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REGDERCHES  SUR  DEUX  MODES  DE  TRANSFORMATION 

DES  FIGURES  SOLIDES; 

Par  m.  E.  AMIGUES, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Mmes. 

[SCITE  ET  FIS   (*).] 


Théorème  X.  —  Inv^er sentent,  dans  tout  système  de 
transformation  oh  les  plans  correspondants  dwiscnt 
les  arêtes  de  même  nom  de  deux  tétraèdres  dans  des 
rapports  réciproques,  les  plans  de  V infini  se  corres- 
pondent. 

Par  hypothèse  on  a 


BM       B'  M 


'\Mr 


AM        A' M' 

Or,  pour  le  plan  de  TinGni  de  la  figure  ABC,  on  a 

BM__ 

On  doit  donc  conclure  que 

B'M' 


/  K\' 


A' M 


Donc  le  plan  de  Tîniini  a  pour  correspondant  le    plan 
de  l'infinî 

18.  Théorème  XL  —  Dans  une  quart iq ne  deSteiner, 
considérons  un  des  quatre  plans  tangents  doubles  et  le 
plan  tangent  qui  lui  est  parallèle,  puis  menons  entre  les 


(•)  Nouvrlies  Annales^  q«  série,  l.  XIX,  p.  43.*». 

Ann.  dm  Mathémat.^  'i*  •érie,  l.  XIX.  (Novembre  i88o.)     •'^1 
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deux  un  troisième  plan  qui  leur  soit  parallèle  et  dont  la 
distance  au  second  soit  double  de  la  distance  au  pre- 
mier. Ce  troisième  plan,  et  les  trois  plans  qui  lui  sont 
analogues^  se  coupent  en  un  même  point. 

Dans  la  figure  ABCD,  prenons   un  point  quelconque 
défini  par  les  équations 

X_  Y        ZT 

a  b  c        d 

Tout  plan  passant  par  ce  point  a  pour  équation 

(</X  — «T)  ^m[dX  —  h'ï]  -<-/i(,/Z  — rT)=o, 
ou  bien 

rfX  -f-  mdX  -+-  ndZ  —  (a  -h  ^/w  -f-  c/î ) T  ==  o. 

I^e  plan  correspondant  de  l'autre  figure  a  pour  équation 

,  ox   X'       T       z'  r 

'      kd        n md       vnd        —  p[a  -{-  orn  -\-  en ) 

Lorsque  m  et  n  varient,  ce  plan  enveloppe  une  quar- 
tique  de  Sleiner  doublement  tangente  aux  quatre  faces 
du  tétraèdre  A'B'CLy. 

Cherchons  le  plan  tangent  simple  qui  est  parallèle  » 
la  face  A'B'C  Pour  cela,  identifions  Téqualion  (28) 
avec  Téquation  générale  des  plans  parallèles  à  la  face 
A'B'C,  c'est-à-dire  avec  Téquation 

(  29 )  A' X'  -4-  B'  Y'  -+-  C'Z'  4-  D'T'  -+-  RT'  =  o; 

on  a  ainsi  : 

\dM  =z  ^md^'  ='jndC'  =^  —  o[a  -\-  bm  -i- en)  (D'-h  K). 

On  lire  de  là 

XA'  XA' 


c*l,  par  suitr, 


blA'        rXA' 


Ph^-^--r^r  + 


D'  H    K  =: 


aB'  vC 

—  d 


</ 


a  h  c   \ 


L'équalîon  (  29)  devient  ainsi 

A'X'  H-  B'r  -f-  C'Z' ; --^^ =  o, 


e(  elle  représente  le  plan  tangent  simple  parallèle  à  la 
face  A'B'C. 
On  a,  d^ailleurs,  la  relation  générale 

A'X'  4-  B' Y'  4-  C'Z'  +  D'r  =  3  V, 

V  étant  le  volume  du  tétraèdre  A'B'C'iy. 

Retranchant  membre  à  membre  les  deux  dernières 
équations,  on  a 

^     a 

ou  bien,  en  remplaçant  a,  &,  c,  d  par  les  quantités  pro- 
portionnelles X,  Y,  Z ,  T, 

X         X         z 


2 


X 

>A' 


Telle  est  la  distance  T'  du  plan  tangent  simple  paral- 
lèle à  la  faceÂ'B'C'au  plan  même  de  cette  face,  dans  la 
quartiqucdeSteinerqui  correspond  au  point  (X,  Y,  Z,T). 
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Pour  le  plan  de  noire  énoncé,  la  valeur  de  T'  est  trois 
fois  plus  faible  et  Von  a 

X  Y  Z 


(30^  D'r=V' 


V2L 


On  aura  de  même  les  distances  X',  Y',  Z'  pour  les  trois 
plans  analogues. 

Pour  que  ces  quatre  plans  se  coupent  en  un  même 
point,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

A'X'-*-  B'Y' 4-  C'Z'-f-  D'T'=  3V'. 

Or,  il  est  évident  que  la  vajeur  de  T  et  les  trois  valeurs 
analogues  satisfont  à  cette  condition. 

Le  point  d'intersection  des  quatre  plans  considérés  a 
des  propriétés  remarquables.  Nous  rappellerons  poinX 
central  de  la  quartique,  parce  qu'à  certains  égards  il 
joue  le  rôle  du  centre  dans  les  coniques. 

19.  Quandle  point  (X,Y,Z,T)  se  déplace,  la  quartique 
de  Steiner  se  déforme  et  son  point  central  (X',  Y',  Z',  T) 
est  variable.  Or,  d'après  la  formule  (3o)  et  les  analogues, 
il  est  visible  que  les  points  (X,  Y,  Z,  T)  et  (X',  Y',  Z'  T  i 
décrivent  des  figures  homographiques. 

D*aprèscela,  silepoînt  (X,  Y,  Z,T)  décrit  une  surface 
de  classe  m  et  d'ordre  p^  la  quartique  de  Steiner  qui  lui 
correspond  a  pour  enveloppe  de  première  classe  une  sur- 
face de  classe  3  m,  tangente  2  m  fois  aux  plans  tangents 
doubles  de  la  quartique,  et  le  point  central  de  la  quar- 
tique décrit  une  surface  de  classe  m  et  d'ordre  p. 

De  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XII.  —  Quand  une  quartique  de  Steinetr  a 
ses  quatre  plans  tangents  doubles  im^anables  et  reste 
tangente  à  une  surface  de  classe  3  m,  tangente  elle- 
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même  a  m  fois  aux  plans  tangents  doubles  -de  la  quar- 
tique,  le  point  central  de  la  quar tique  décrit  une  surface 
de  dusse  m. 

Cas  particuliers  : 

iOm  =  o.  Si  une  quartique  de  Slciner  a  ses  quatre 
plans  tangents  doubles  invariables  et  reste  tangente  à 
un  cinquième  plan  fixe,  son  point  central  décrit  un 
plan.  Ce  théorème  est  analogue  k  celui  de  Newton  sur  le 
lieu  du  centre  d'une  conique  inscrite  à  un  triangle  et 
tangente  à  une  quatrième  droite. 

a^  m^=  1.  Si  une  quartique  de  Su'iner  a  ses  quatre 
plans  tangents  doubles  invariables  et  reste  tangente  à  une 
quartique  de  Steiner  donnée  ayant  les  mêmes  plans  tan- 
gents doubles,  le  point  central  de  la  quartique  variable 
reste  immobile. 

3°  Pour  m  =  2,  le  point  central  décrit  une  quadrique. 

On  peut  combiner  ces  divers  théorèmes  deux  a  deux, 
on  aura  ainsi  des  théorèmes  complexes,  d'après  lesquels 
le  point  central  devra  décrire  certaines  lignes. 

20«  Nous  avons  vti  qu*à  un  point  quelconque  H  de  la 
figure  ABCD  correspond  dans  l'autre  figure  une  quar- 
tique de  Steiner  et  que  le  point  central  H'  de  cette  quar- 
tique est  lié  au  point  H,  de  telle  manière  que  ces  deux 
|)oints  décrivent  des  figures  homographiques.  Il  est  inté- 
ressant de  se  demander  dans  quel  cas  les  plans  à  Tinfini 
se  correspondent  dans  ces  deux  figures  homographiques. 

Théorème  XIII.  —  Poitr  que  les  plans  de  rinjini  se 
corrtispondfut  dans  les  Jlgures  H  et  H',  il  faut  et  il 
sujfu  que  les  plans  de  l'injini  se  correspondent  dans  la 
transformation  définie  par  les  relations  (12). 

13'après  la  formule  (3o),  au  plan  de  Tinfini  de  la 
figure  H'  coirespond  dans  la  figure  H  le  plan  qui  a  pour 
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équation 

X  Y  Z  T 

-4—  -f-  -         -4-   m  o 

\A'        fxB'        vC         pO' 

Donc,  pour  que  les  plans  de  rinfinî  se  correspondent 
dans  les  figures  H  et  H',  il  faut  et  il  sufflt  que  ce  dernier 
plan  coïncide  avec  le  plan  dont  Téqualion  est 

AX  -f-  BY  4-  CZ  +  DT  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 

sont 

X  AA'  =  fxBB'  =  vCC  =  pDD', 


ce  [qui  prouve  que  le  théorème  actuel  est  une  censé — 
quence  du  théorème  VIII. 

21.  On  connaît  les  propriétés  de  ces  figures  homogra — 
pliiques  où  les  plans  de  l'infini  se  correspondent. 

Et  d'abord,  à  des  plans  parallèles  de  la  figure  H  co 
respondent  des  plans  parallèles  de  la  figure  H';  et  à  de 
droites  parallèles  d'autres  droites  parallèles. 

D'autre  part,  les  volumes  correspondants  des  figures  t"  [{ 
et  H'  sont  dans  un  rapport  constant.  C'est  ce  gii  .-  j^ 
M.  Chasies  a  élaldi  dans  son  Mémoire  sur  l'Iiomogr^  m.!- 
pliie.  Nous  avons  depuis  déduit  ce  ibéorème  du  cale  -ni 
des  déterminants,  et  nous  avons  donné  la  valeur  «^u 
rapport  sous  forme  de  déterminant  [Nouvelles  AnnCL^^^ 
de  Mathématiques  y  i  SjS  ) . 

Pour  calculer  le  rapport  des  volumes  corresponda^  *^' 
au  lieu  de  nous  servir  du  déterminant  dont  nous  ve»^^  ^^^ 
de  parler,  nous  prendrons  deux  volumes  corresponde^  '^^  ^ 
simples  et  nous  calculerons  directement  leur  rapport  - 

Remarquons  pour  cela  que  la  formule  (3o),  dan^ 
cas  actuel;  peut  s'écrire 

(3.)  D'r=v'^^^^^^:*---^-?, 


•r 

'5 
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OU  encore 

(32)  D'T':-  ~(3V-DT). 

Par  conséquent,  à  lousics  points  du  plan  ABC  (T=  o) 

de  la  figure  H  correspondent  dans  la  figure  H'  tous  les 

points  du  plan 

D'T'i=V', 

plan  qui  est  parallèle  k  la  face  A'  B'  C  et  qui  coupe  la 
hauteur  abaissée  du  point  EV  sur  (!ctic  face,  de  façon  que 
le  segment  situé  du  côté  du  pied  est  le  tiers  de  la  hauteur 
totale. 

Soient  alors  afj  (S',  /,  â*  les  centres  de  gravité  des  faces 
dont  les  aires  sont  A',  B',  C,  U,  Il  est  visible  que  les 
faces  de  même  nom  des  tétraèdres  ABCD  et  a!  Ç/  •/  ff  se 
correspondent  dans  ces  figures  honiographîques  H  et  H'; 
par  où  Ton  voit  que,  si  U'  et  U  désignent  deux  volumes 
correspondants  quelconques  dans  les  figures  horaographi- 
c{ues  H'  et  H,  on  a  nécessairement 

U  ■"  abcd" 

Or,  ce  dernier  rapport  est  facile  n  trouver.  Car  le 
tétraèdre  a',6'y'(î'  est  semblable  an  tétraèdre  A'B'C'D' 
et  «1  ses  dimensions  trois  fois  plus  petites,  de  sorte  que 
1  on  a 

a'S'v'd":.-    '    A'B'C'D'. 


^'. 


On  a  donc  enfin 

U'  _    I   A^B'C'D' 

U  ""  27  "abcd   * 

22.  Au  lieu  de  chercher  dans  quel  cas  les  plans  de 
Tinfini  se  correspondant  dans  les  figures  horaf)graplii- 
qucs  H  et  II',  on  peut  se  demander  dans  quel  cas  ces 
figures  sont  semblables. 
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Nous  allons  voir  tout  d'abord  que  le  secoud  cas  n'est 
qu'une  particularité  du  premier.  En  eflet,  si  deux  figures 
homographiques  sont  semblables,  à  des  plans  parallèles 
de  Tune  correspondent  toujours  dans  l'autre  des  plans 
parallèles.  Donc  les  plans  de  TinGni  se  correspondent. 

Mais  ce  n'est  pas  tout.  Le  tétraèdre  Â6CD,  homogra- 
phique  du  tétraèdre  af^'y'  â'^  doit  être  semblable  à  ce 
dernier  et  par  suite  au  tétraèdre  A'B'Ciy. 

Ainsi,  pour  que  les  figures  H  et  H'  soient  semblables, 
il  est  nécessaire:  i°  que  les  plans  de  l'infini  s'y  corres- 
pondent^ 2°  que  les  deux  tétraèdres  ABCD  et  A'B'Ciy 
soient  semblables.  Nous  allons  prouver  que  ces  condi- 
tions sont  suffisantes^  et  pour  cela  nous  ferons  voir  que, 
si  ces  condition^  sont  remplies,  la  distance  de  deux  points 
quelconques  de  la  figure  H  est  dans  un  rapport  constant 
avec  la  distance  des  points  correspondants  de  la  figure  H'. 

Soient  Xt,  Yi,  Zi,  Ti  et  X»,  Y»,  Z,,  T,  les  coordonnées 
de  deux  points  quelconques  dans  la  figure  11.  Désignons 
par  d  leur  distance.  Posons,  pour  abréger, 

8i  (A-f-B-4-C-+-D^'V^ 

4a^b-c^d' 

On  voit  immédiatement  que  M  est  une  fonction  homo- 
gène de  degré  o  par  rapport  aux  longueurs  des  arêtes  du 
tétraèdre  ABCD. 
On  a  la  formule 


Mrf»= 


I 

cosXY 

cosXZ 

cosXT 

I 

X=      X. 

cosYX 

1 

cosYZ 

cosYT 

I 

Y, -Y, 

cosZX 

cosZY 

I 

cosZT 

I 

Z»  — Z. 

ros  TX 

cosTY 

cosTZ 

I 

I 

T:         T, 

1 

I 

I 

1 

o 

o 

X,  -  X. 

Y:- Y. 

Z:        Z. 

T:  -  T. 

o 

o 

(Pai.wia.) 
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Celle  iormule  peut  s*écrire 

(33)  M^=  25(X,  -  X,)»  -h  a2(Ç,  n)  (X,  -  X.)  (Y,-  Y. ), 

les  coefficients  ^^  (^9  >?)  6t  les  analogues  étant  fondions 
des  angles  des  faces  seulement. 

Considérons  maintenant  les  points  de  la  figure  H', 
qui  correspondent  aux  points  (Xi,  Yt,  Zi,  T|  )  et 
(X„  Y„  Z„  T,)  de  la  figure  H5  et  soient  (X'. ,  Y'.,  Z',,  T.) 
et  (X',,  Tj,  Zj,  T,)  les  coordonnées  de  ces  deux  points. 
Désignons  par  d' la  dislance  de  ces  deux  nouveaux  points 
et  constatons  que  les  quantités  M,  ^,  (^,  y?),  ...  sont 
les  mêmes  dans  la  figure  H' que  dans  la  figure  H,  attendu 
que  les  tétraèdres  ÂBCD  et  A'BfCiy  sont  supposés  sem- 
blables. Nous  avons  donc 

(34)  Md"=2Ç{X',-X',)'  +  t.2(5,fl)(X',-X'.)(Y,-r,). 
D^autre  part,  en  vertu  de  la  formule 

D'r  =  ^(3V-DT), 

qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  les  plans  de  Tinfini  se  cor- 
respondent dans  les  figures  H  et  IVj  on  obtient  sans  peine 

(35)  D'ir^-rj^-^DlT,-!.). 

Les   télraèdres    ABCD  et  A'B'Ciy    étant    semblables, 

posons 

A  B^  _  I 

AB    ""  iw' 
d'où 

XI  -  -  i-  ^  —  ± 

\  ~~  M'       ^^       U  ""//!»' 

La  formule  (35)  s'écrit  alors 

fXi\>  'f  _  Y   — î-  'T    —  T  ' 


ou  eut o te 

4q4 


?^i  "'■•  —       1 

Âo étant  racine  simple  de  Téquation  Sp(/.)  =  o,  ç'^  (i»^  est 
différent  de  zéro  et  les  termes  qui  suivent  €^  i}^)  dans  lei 
premières  parentlièses  renferment  tons  soit  x,  soit  ccb 
facteur;  il  en  est  de  même  pour  les  termes  reofermés 
dans  les  secondes  parenthèses,  à  TeiEception  da  premier. 
Or,  quand  e  est  nul,  l'équation  (6)  acquiert  q  racines 
nulles  en  x;  par  suite,  quand  t  tend  vers  zéro«  q  racines 
de  Féquation  (6)  tendent  Ters  zéro;  Féquation  (6;  peut 
s'écrire 

a  et  (3  étant  une  somme  d^un  nombre  fini  de  termes 
renfermant  soit  x,  soit  e  en  facteur.  Si  l^on  donne  à  c 
une  valeur  très  petite  et  déterminée  et  que  Ton  remplacez 
dans  le  premier  membre  de  Téquation  (j  )  par  l'aune  des 
racines  de  cette  même  équation,  Téquation  (  j^  deviendra 
une  identité,  et  Ton  aura  identiquement 

Si  Ton  substitue  à  la  place  de  x  Tune  des  q  racines  voi- 
siiicfs  de  zéro,  les  quantités  a  et  S,  qui  renferment  toutes 
soit  e,  soit  X en  facteur,  deviennent  aussi  {)etitesque  TcHi 
voudra,  et  une  valeur  approchée  de  Tune  quelconque  de 
ce»  racines  sera  donnée  par  Téipiation  (8),  dans  laquelle 
on  fera  «  =  o,  S  =  o. 

Les  q  racines  voisines  de  zéro  seront  donc  données  pai 
Téqualion 
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Supposons  q  impair;  récjuntion  (9)  iraiira  jamais 
qu'une  seule  racine  réelle,  el,  [mur  des  valeurs  de  6  po- 
sitives, celle  racine   sera  d'un   si^uc  conlrairc  à  celui 

^p-^  i  >••  ) 
L'inlerprélalion  p;éomélrique  des  considéralions  pré- 

cédenles  csl  très  aisée. 

Soient    [Jig-  1)   O.r,   O)'  les   axes   de  coordonnées, 

OA  la  droile  dont  hî  coefficient  angulaire  esl  ).o,  OA'  la 


rijj.  I. 


uv 


/• 


V 


/ 


y 


y 


'X 


•V  -' 


-'        .•    / 


A 


i 


o 


droite  dont  le  coefficient  angulaire  est  Aq  4- s  ;  dans 
riiypollièse  de  // iuipair,  une  seule  racine  réelle  de  Té- 
«[ualion  (7)  t(»nd  vers  zéro,  c'est-à-dire  qu'une  seule 
brandie  réelle  passe  à  l'origine.  Supposons  que  le  raj)- 

porl  —^ — ^-soil  posilif,  la  racine  réelle  infiniment  pe- 

lile  sera  néi;aliv(»,  et  l'on  aura  sur  la  sécanie  OA' un 
s<'ul  point  M' de  la  courbe  dans  le  \oisinage  de  l'origine, 
(^uaiid  £  leiid  \ers  zéro,  la  sécante  OA'  tend  vers  OA  el 
\i\  point  AI'  tenil  indéfiniment  v(>rs  le  point  O;  la 
droite  OA  esl  donc  langente  à  la  courbe  M'O  engendrée 
par  le  point  M',  et  cette  courbe  (sl  tout  cnliùre  située 
au-dessous  de  sa  tangenle. 
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Si  main  tenant  on  donne  à  e  des  valeurs  ncgalîves,  la 
racine  réelle  infiniment  petite  de  l'équalion  (7)  est  posi- 
tive 5  on  obtient  sur  la  sécante  OA^'un  point  M  situé  dans 
la  région  positive  des  x^  quand  e  tend  vers  zéro  par  va- 
leurs négatives,  le  point  M  engendre  la  branche  MO,  qui 
est  également  tangente  en  O  à  la  droite  OA.  La  racine 
infiniment  petite  réelle  de  Téquation  (7)  donne  doncla 

branche  M'OM,  et  le  signe  du  rapport         ,\\  doDoe la 

position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente. 

Supposons  maintenant  q  pair  et  ^^^  *^   positif; poar 

des  valeurs  positives  de  e,  toutes  les  racines  infiniment 
petites  de  réqualion(7)sont  imaginaires;  la  sérauteOA' 
ne  rencontre  donc  pas  la  courbe  dans  le  voisinage  da 
point  O.  Mais  si  Ton  donne  à  e  des  valeurs  négatives, 
deux  des  racines  infiniment  petites  de  réquation  (7) 
sont  réelles  ;  l'une  d'elles  est  positive  et  Tautre  négative. 
On  obtient  donc  sur  la  sécante  OA^Meux  points  M  et  M 
[fig*  2)  situés  de  part  et  d'autre  de  l'origine.  Quand ^ 
tend  vers  zéro,  les  deux  points  M  et  M' se  rapprochenl 

Fiç.  2. 


de  l'origine  et  engendrent  la  courbe  MOM'  tangente  en  0 
à  la  droite  OA.  Cette  droite  OA  est  une  tangente  d'iu- 
ilexion. 
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On  peut  en  dire  autant  de  toutes  les  racines  simples  d(* 
Téqualion  fp(X)  =  o;  on  construira  la  branche  corres- 
pondant à  chacune  de  ces  racines  comme  nous  Pavons 
fait. 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  oùcpp(X)  =  o  admet 
une  racine  double  7.^. 

Dans  ce  cas,  cj.'^(Xo)  =  o  et  ^p(Xo)<05  Téquation  (5) 
pourra  s'écrire 


7^?;;>.)-+---+S?r(>-) 


(lo) 


-h  JT  [  <p^^_,  I  >o  :  H- «  <?'/,  M  r*«  !  -h.  .  .J 


-^x^-P 


[?«;>.>. ..+~yr(>.)]  =  o. 


Supposons  que  Xq  n'annule  pas  la  fonction  9^1  (X); 
dans  ce  cas,  Téquation  précédente  pourra  s*écrire 

(")  T-X  h'pM  "^  »]  -+-  -^l?^-»-'';^»)  -4-  6]  =  o, 

a  et  6  étant,  comme  plus  haut,  une  somme  d'un  nombre 
fini  de  termes  renfermant  tous  soit  Xj  soit  e  en  facteur. 

a  et  6  s'évanouissent  donc  quand  on  suppose  que  .r 
représente  la  racine  inCniment  petite  de  Téquation  (lo). 

On  tire  de  (f  i) 


0  /■ 


,  ç;;>.  1-4-7  f 


3 


f^_HI  •;>■•;    -f-    5  1.2 

Une  valeur  approchée  de  x  est  l'expression 


obtenue  en  faisant  dans  Téquation  (  1 2)  a  =  o,  o  =  o. 
On  voit  que,  quel  que  soit  le  signe  de  e,  x  a  le  signe  de 

jitm.  de  Mtithém.,  2'  Mérie,  t.  XIX.  (NoTenbrc  1880.)  32 


(  498  ) 


^pM 


'-^z-1.  •  On  obtient  donc  une  courbe  telle  que  MOM' 


«J-p+l 


iJ^S'  ^)'>  sî^"^c  de  part  et  d'autre  de  la  droiteOA  et  dans 
la  région  des  x  positifs;  le  point  O  est  un  point  de  re- 
broussement  de  première  espèce. 

Fig.  3. 


Ce  que  l'on  vient  de  trouver  s'applique  à  toutes  les 
racines  doubles  de  Téquation 

qui  n'annulent  pas  la  fonction  Of,^^  (X). 

•    4.  Considérons  maintenant  le  cas  où  '?^i(^o)  =  o  et 
Ç''^^,(Xo)  ^o,  ainsi  que  îp+î(/'o)  <o-,  Xq  étant  supposé  ra- 
cine double  de  <^pQ^)  =o,  on  a  toujoursçJ(Xo)^  o. 
L'équation  (5)  prendra  la  forme 

('4)    T^'ÎfM  -*--^£7'/>-M:(^#)-+--^'f/>-»-5(^0  +7  =  o» 

y  étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  soît 
o:',  soit  €*  en  facteur. 
Posons 

l  étant  une  nouvelle  fonction  de  e  ;  si  Ton  substitue  cette 
valeur  de  x  dans  (i4)î  le  prenfiier  membre  de  réquation 
sera  divisîble^^par  e'  et  l'équation  (i4)  deviendra 


(499) 
y  étant  une  somme  de  termes  qui  reuferment  tous  e  eu 
facteur.  Quand  e  est  très  petit,  la  fonction  |  a  une  valeur 
aussi  voisine  que  Ton  veut  de  la  valeur  iIc  Tune  des  ra- 
cines de  l'équation  du  deuxième  degré 

Soient^o  ^t  ^i  ^^^  racines  de  Téquai ion  (16). 
i^  Supposons  Ço  et  ^1  réelles  et  inégales.   Les  deux 
racines  de  Téquation  en  x  qui  tendent  vers  zéro  avec  e 
auront  pour  valeurs  approchées 

Par  suite,  si  |o  ^^  Si  sont  de  même  signe,  la  courbe 
présentera  dans  le  voisinage  du  point  Oetde  la  tan- 
gente OA  la  disposition  dela^i^.  4  (^o  et  ^i  étant  suppo- 

Fijj.  5. 


aés  positifs),  et  la  disposition  de  la  /îgf.  5  si  ço  et  Çi  sont 
de  signes  contraires. 

a**  Supposons  que  les  racines  de  l'équation  (16)  soient 
imaginaires-,  Téquation  (i5)  ne  pourra  pas  ôtre  satisfaite 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  «,  car,  pour  ces  va- 
lean,  y'  est  aussi  voisin  de  zéro  que  Ton  veut  et  le  pre- 
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mier  membre  de  réquatîon  (i6  '  conserve  toujours  une 
valeur  finie.  Dans  ce  c^s^  il  nV  a  pas  de  branches  réelles 
tangentes  à  la  droite  OA  ;  au  point  O  se  croisent  deux 
branches  de  courbes  imaginaires  langentes  à  OA.  Si  les 
racines  de  Téquation  o^=).  =  o^  autres  que  /.«,  ne 
donnent  pas  non  plus  de  branches  réelles,  le  point  0 
sera  un  point  isolé. 

3**  Supposons  enfin  que  les  racines  de  Téqualion  (i6) 
soient  ^ales.  L'équation  (i5  ■  prendra  la  forme 

f^2>»)  .5  —  S»  --r- Ae  —  Bi' —  Ce*  -*-.,.  =  o, 

et,  par  suite, 

V  V^.  ^.  ' 

les  deux  valeurs  de  ^  qui  ont  pour  limite  ;«  ont  pour  va- 
leurs  approchées 

en  supposant  A^o. 

e  ne  pourra  recevoir  que  des  valeurs  de  signe  contraire 


A 


>et  les  valeurs  correspondantes  de  .r  sont 


/ 


A  ces  deux  racines  correspondent  deux  brauches  tao- 
gentes  à  OA^  mais  du  même  côté  de  OA  ;  le  point  0  est 
un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce  yjig-  £)• 

Si  A  est  nul,  les  valeurs  approchées  de  x  prennent  U 
forme 


.r  :r- 


Si  la  quantité  sous  le  radical  est  négative,  le  point 0 est 
isolé:  si  elle  est  positive,  les  deux  racines  infînimoui  |ie* 


(  5oi  ) 
lîles  donnent  deux  branches  qui  offrenl  la  disposition  d^ 
i^fig"  4)  ou  celle  de  la  fig.  5. 

Si  B  est  nul  sans  que  C  le  soit,  la  courbe  a  la  forme 
de  \^fig.  6,  et  ainsi  de  suite. 


Fi"    ^î 


5.  En  admettant  toujours  que  \  soit  racine  double  de 
Téquation  fp(^o)  =  o,  supposons  (lueTon  ait  d'une  ma- 
nière générale 

Téquaiion  (5)  prendra  la  forme 
g' 

I  •  2 

d  étant  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  qui  sont 
tous  infiniment  petits  devant  Tun  des  trois  termes  qui 
sont  en  évidence. 

Il  est  aisé  de  voir  que  Téquation  (17  )  a  la  forme  la  plus 
générale  que  Ton  puisse  donner  «n  (5). 

Nous  supposerons  d'abord  n  ^,  N  5  l'hypothèse  de  /i  ^  N 
réduit  Féquation  (17)  à  la  forme 


I  .'2     ' 
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Si  N  est  impair,  on  obtient  une  sorte  de  rebroussement 
de  première  espèce  [fig.  3). 

Si  N  est  pair,  le  point  O  est  isolé  si  Çp(^o)  et  Çp4-N(Çi) 
sont  de  même  signe,  et  la  courbe  présente  la  disposition 
de  la  fig.  5  si  <fp{\)  et  9^4.,% (^o)  sont  de  signes  con- 
traires. 

Soit  actuellement  /i  <^N. 

Changeons  de  variable  et  posons 

Téquation  (17)  prendra  la  forme 

Pour  que  cet  le  équation  soit  satisfaite  par  des  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  ^  et  par  suite  de  x,  il  faut  que 
deux  des  trois  exposants  de  e,  savoir 

soient   égaux;  autrement,  Téquation  (18),  débarrassée 
d^une  certaine  puissance  de  e,  deviendrait  impossible,  un 
terme  fini  ne  pouvant  se  réduire  avec  une  somme  finie 
de  termes  tous  infiniment  petits. 
On  aura  donc,  soit 

ou  bien 
OU  enfin 

7?^  H-  I  =Nf*. 

1°  L'hypothèse  2  =  /ifx-r-  i  donne 

'  .         TV  ^ 

^  ^       n  '         n 

L^équation  (iS)  deviendra  donc,  api'ès  la  suppression 
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du  facteurs', 
I 


X 

n 


(»9)  TZfpM  +  i'f'i-^nM  +  «      !>?,,+>(>.)  +  i"=o 

1*2 


..N 


Si  —  <^  a,  réquaUon'(i9)  est  impossible. 


..  N 


Si  —  =  a,  Téquation  (i8)  devient 

(20)  -i-  fp(X.)  H-  5-y;,^.(X.)  4-  Ç^-?p+,«(XO  -+-  r  =  o; 

les  ^n  valeurs  approchées  de  ^  sont  données  par  Téqua- 
tion  trinôme 


Supposons  n  pair. 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  ^''. 

1^  Si  les  racines  de  cette  équation  du  second  degré  sont 

Fig.  7.  Fiç.  8. 


/.V 


yt 


/  y" 


f  y 


3T 


/^ 


5' -^^Z 


<f  0 


.i> 


réelles  et  inégales,  soient  ?o  et  ^1,  les  valeurs  approchées 
des  racines  de  Téquation  en  x  sont 


«^ 


//■ 


•'•     \\''\ 
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par  suite,  si  ^o  et  |i  sont  de  même  signe,  la  courbe  af- 
fecte la  forme   de  laijig,  7;  si  |o  6t  ^1   sont  de  signes 
contraires,  la  courbe  aura  une  forme  analogue  à  celle  de 
\afig.8. 

a^  Si  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  ^'^  sont 
imaginaires,  le  point  O  est  isolé,  à  moins  que  d^autres 
branches  réelles  provenant  de  racines  différentes  de  Xo  ne 
se  croisent  au  point  O. 

3°  Si  les  racines  de  Téquation  du  second  degré  en  ^" 
sont  égales,  Téquation  (20)  prend  la  forme 

9p-^7nM  ( Ç"  —  ?•)'  -h  As  -h  Be»  H-  .  .  .  =  O 
OU 


les  valeurs  approchées  de  ^"  sont  donc 


=:Ço=t:i/- 

V  1 


—  A 


Si  A  est  différent  de  zéro,  n  étant  pair,  on  obtient 
pour  ^  quatre  valeurs  réelles  infiniment  peu  différentes 

de  V  ^0  si  ^0  est  positif. 

Si  ^0  est  négatif,  les  racines  sont  toutes  imaginaires. 

Si  ^0  est  positif,  la  courbe  affecte  une  forme  analogue 
à  celle  de  \^Jig*  9. 

Si  n  est  impair,  la  forme  aiïectée  par  la  courbe  dans 
le  cas  où  les  racines  de  Téquation  eu  ^^  sont  réelles  et 
inégales  est  analogue  à  celle  des  fg,  4  ou  5. 

Examinons    cnGn    la   troisième    hypothèse,     savoir 

N 

-  >  25  l'équation  (19)  devient  alors 

^'"  étant  une  somme  de  termes  qui  s'évanouissent  avecc« 
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ejl  les  valeurs  approchées  de  ^  sont  données  par  l'équa- 
tion 


I  .2 


V  'H 


Si  n  est  pair,  les  racines  infiniment  petites,  dont  la  va- 
leur approchée  a  pour  expression 


_  :/-9,A\) , 


fournissent  une  branche  de  courbe  qui  a,  par  rapport  à 
la  tangente  OA,  la  disposition  présentée  par  la  fig.  a. 

Faisons  maintenant  la  seconde  hypothèse  sur  les  ex- 
posants de  s,  savoir 

On  en  lire 

2 

l'exposant  îiu.  -+- 1  devient,  par  suite, 


2// 


-H  I. 
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Pour  que  Péqualion  soit  possible,  il  faut  que 

par  suite  N^an. 

Si  donc  N  <^  2w,  il  ne  sera  pas  possible  d'égaler  les 
(exposants  a  et  «jtji-h  i,  mais  on  pourra  égaler  i  à  N]ul; 
Inéquation  (18)  devient,  dans  ce  dernier  cas, 

et  les  racines  infiniment  petites,  au  nombre  de  N,  auront 
pour  expression 

X 


"  f\  ] 

Si  Nest  pair  et  si  '!     ^Oy  les  /z  racines  sont  ima- 

giuaires  et  il  ne  correspond  aucune  brancbe  réelle  à  ces 
racines. 

Mais,  si  N  est  pair  et  si  *     <^o,  deux  des  racines 

infiniment  petites  sont  réelles  et  donnent  une  disposition 
analogue  à  celle  de  \difig,  8. 
Examinons  enfin  le  cas  où 

/ip  -h  I  =:NfA, 
I 


f^  = 


N— /i' 


pour  que    Téquation  (18)  soit   possible,    il    faut    que 
N/:x  <2  ou  bien 


Téquation  (18)  devient  alors 
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et  les  valeurs  approchées  de^  sont  données  par  réquation 

qui  donne  ^"=  o  avec 

N 
Dans  le  cas  de  —  "^  2,  nous  avons  déjà  trouvé  n  racines 

//  ** 

infiniment  petites  dont  Texpression  approclice  est 


lesN — /i  autres  racines  sont  données  en  valeur  appro- 
chée par  la  formule 


elles  se  construisent  comme  les  précédentes. 

Toutes  les  racines  doubles  de  l'équation  Qp(X)  =  o 
donnent  lieu  à  une  discussion  semblable. 

Mous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  analyse,  mais 
on  voit  aisément  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  les  cas 
plus  complexes  d'une  racine  triple,  etc. 

L'analyse  complète  des  racines  infiniment  petites  d'une 
équation  algébrique  de  la  forme  (5)  et  l'étude  de  toutes 
les  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  ont  été  faites 
par  M.  Puiseux  dans  son  beau  Mémoire  sur  les  fonctions 
algébriques. 

Le  cas  où  le  point  multiple  à  étudier  n'est  pas  h  l'ori- 
gine se  ramène  immédiatement  au  cas  précédent  par  une 
transformation  qui  équivaut  à  une  translation  des  axes. 
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SOLUTION  DES  QI!ESTIO\S  DE  «ATHÉliTIOlES  ÈLÈIEXTAIKES 
PROPOSÉES  AU  GAXCOIIRS  GÉXËRtL  DE  1879 

(foir  2*  série,  t    XIX.   p.  i-.ji 

Par  m.   LAXXES, 

Élére    du    lvcét>    de   Tarbei. 


l.  i**  0«  considère  un  quadrilatère  ABCD  dans  lequel 
on  a  AB  =  BC  et  CD  =  DA  :  on  demande  de  prouver 
que  ce  quadrilatère  est  circonscnptible  à  deux  cercles. 
a*»  On  déforme  ce  quadrilatère  de  telle  manière  que  les 
côtes  demeurent  ^n^.'anahles  et  que  les  points  A,  B 
demeurent  fixes  :  on  demande  le  lieu  des  centres  des 
K\"  des  i/isc^rts  aux  dîne  renies  positions  du  quadrilatère, 

\\     F:si^:  */o':i<r:r5  Us  de:LT  équations 

iZ         r        r 
rf  r  —  * ."        .T  1--.     .  =  o. 


'■•^,î 


.  ^ 


\  I   •  ■•  \  ■  • 


c rr ." "*•  -  •  - •  -  :\z''  de*  formules  ne  con- 

7^?%  .:V  ~:  ■  v."*^ï^--  'i^.:'^4^'^.aîeur,  Chercher  dans 
V  '  <  :•-".'">■  -Î-'  -V-  •ï-r^J^'T-*  font  réelles. 


;v  ...  , .  ^  ,-  ;,^-^H  .^r,  —  i'  r.  rc-fslie  des  («liiëa  suppo- 
^xvv  V'N  y^\  Cî"^  =  TA  z:it\k  dia^.^naîe  BD  est  à  la 
.^    X  >  wxNv    xV    ».>  ;-.i  r*  B.  P  ci;  quadrilatère  consi- 

,\.v  i  On  ,',^»v  .■'•i.T.«'j'>  Ahl^.  CBD  sont  STinétriques 
iN\»  ^^.s\^^  *  t.  .  r.*' :;  î»*^  Pi.r  s-aiir,  les  bissectrices  des 
>  aS-^  NKA  Ï^  *^  :vTî,\-«r;-rri:  it  ;lroiie  RDen  un  même 
X  »^     *  )     >,  ^.    o^.  '*   <"^'  •"'  ^'  *2r;  rrrrie  inscrit  au  quadri- 


^^»^  >! 


\\   »u,^..  »»  *.*  S.xv^N-  1.'^  f  vu-nruro*  des  angles  BAD. 
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BCD  rencontreront  la  droite  BD  prolongée  en  un  point 
£',  également  distant  des  quatre  côtés  du  quadrilatère;  ce 
point  sera  donc  le  centre  d^un  second  cercle  inscrit  au 
quadrilatère. 

a°  En  supposant  que  le  quadrilatère  se  déforme  con- 
formémentà  Ténoncé,  proposons-nous  de  trou  ver  les /letix 
géométriques^  des  centres  E,  E'  des  cercles  inscrits,  aux 
différentes  positions  du  quadrilatère, 

La  droite  BE  étant  la  bissectrice  de  Tangle  A  du 
triangle  ABD,  on  a 

BE  _        AB 
Bb""ÂB4rÂD 

ou,  en  posant  AB  =.-  ri,  AD  =  h^ 

BE  _      a 
BD  ""  rt  H-  ft' 

où  a  et  &  sont  invariables. 

L^égalité  de  rapports  —  =  j  montre  que  le  point 

E  décrit  une  ligne  homothétique  à  celle  qui  est  décrite 
par  le  point  D.  Or  cette  dernière  est  une  circonférence, 
puisque  le  point  A  est  fixe  et  que  la  valeur  de  AD  est 
invariable;  donc  le  lieu  du  point  ¥a  est  une  circonfé- 
rence. 

Le  centre  de  cette  circonférence  est,  sur  la  droite  BA, 
en  un  point  I  déterminé  parTégalité  de  rapports 

BI  n 


BA         fl  4- 


Le  triangle  DAE',  dans  lequel  la  droite  AE'  est  la 
bissectrice  extérieure  de  Tangle  BAD,  donne 


BE'_« 


d'où 


( 

5io 

) 

BE' 

a 

BE' 
BD 

a 

DE'  — 

BE' 

b 

> 
—  a 

b 

.—~ 

a 

Ainsi,  le  point  E'  décritunelignehomothéiiqueàcelle 
qui  est  décrite  par  le  point  D,  c'est-à-dîre  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  V  est  un  point  situé  sur  la  droite  AB 
prolongée,  et  déterminé  par  Tégalité 


Bl'  n 


BA       b  —  a 

Le  point  r  est  d^ailleurs  le  conjugué  harmonique  de  I 
par  rapport  aux  points  fixes  A,  B. 

Calcul  des  rayons.  —  Désignons  par  r  et  /  les  rayons 
des  circonférences  dont  les  centres  sont  I  et  F. 

On  a 


d'où 


r        BI  _      a  /  _  BI'  _      a 

b^BA^'a-^b      ^      ï"~BÂ""6  —  «' 


ab  ,         ab 

r— r     et     /  = 


a  -^  b  b  —  n 

Si  b  z=  ay  il  vient 


Le  centre  I  est  alors  au  milieu  de  AB^  son  conjugué 
harmonique  est  à  Tinfini  sur  la  droite  BA.  Le  quadri- 
latère ABCD  est  un  losange^  la  circonférence  F  n'existe 
plus  :  le  quadrilatère  n'est  alors  circonscriplible  qu'à 
une  seule  circonférence. 


.r 


II.    Seconde   question,    —    Posons    -  =  a,    -  =  c, 


i  =  T 


X 


Des    deux  équations   données,   ax  -f-  6^  -}-  c^  =  o, 


(  5..  ) 


n        b        c 

— I h     ^=  o,  on  liro 

u:       y        z 


rt.r  =  — (/>r -4- es)     et      -  i- —  |  - -f- 1  j  . 

En  multipliant  membre  n  membre  ces  deux  dernièics 
équations,  il  vient 

n^z=z  hy  -^cz)i~  -f-  ^  J  --  ^2 -f. c»4-  ^c (  ^  -h  ^  ) 

OU 

rt'a  :=  ,7»^ -f-  c') a  -h  beat} -+-  hc^ 

bccK}—[n^—  ^'— c=)a-f-  bc  z=  o, 
équation  qui  donne 


2,bc 


n'  —  b^  —  c^± \'a*  -F-  b*  -H  c*  —  '?.a^b-—  i  b-c^—  •>. ri^lc" 
et-- 

On  aurait  de  même 


h"*—  fO  —  c'zhyla'  -+-  A'  -+-  r*  —  ? //» b'  —  9. r/V ^  —  o  ^3 < v» 


1».  rtf 


r-  —  <ï' —  /''dz\  ''I'  -^  /->•  -+-^*' —  1(1' h*--  y.a'c' —  ih'^v* 
'  lab 

Pour  que  les  valeurs  de  a,  o,  y  soient  réelles,  il  faut 
que  Ton  ail 

rt*-f-  b*  -\-  c* —  7.a}b^ —  2rt*c- —  a^'c'^;  o. 
Or 

a*^b'-Jf  r'  —  2/ï' ^»  —  2 û V  —  ^b'c-=:   (O  —  i^»  —  r»/  —  4 ^'^'> 

et,  en  décomposant  (a'  —  //'  —  <*)*  —  4''"'-'  en  facteurs 


(  5i2) 
du  premier  degré,  on  a 

^'^  I       =  —  [a-^  b -^ c){b  -h  c ^a){a  -h  c  -^  b){a  4-6  — c, 
OU,  en  posant  a  -f-  è  -f-  c  =  ap, 

(2)   [a^—  b'—  C'Y—  /ib^c'  =  ^  i6p[p  —  a](j?  •--  b)[p  --e]. 

Supposons  que  les  trois  quantités  a^  b^  c  soient  posi- 
tives. Pour  que  (a* — i' — c')' — 4^'c*  soit  positif,  il 
faut  et  il  suffit,  d'après  Tégalité  (i),  que  Tune  des  trois 
quantités  a,  b^  c  soit  plus  grande  que  la  somme  des 
deux  autres,  ce  qui  est  la  condition  de  réalité  des  rap- 

z     X    y  ^ 

ports  ->  ->  -  ou  a,  o,  7. 

y    z     X 

Si  chacune  des  trois  quantités  a,  &,  c  est  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres,  on  pourra  les  considérer 
comme  les  valeurs  des  côtés  d'un  triangle,  et  crprimer 
d'une  manière  remarquable  les  quantités  imaginaires  a, 
6,  y  en  fonction  des  éléments  de  ce  triangle. 

En  effet,  soient  s  et  2/9  la  surface  et  le  périmètre  do 
triangle  dont  les  côtés  sont  a,  i,  c. 

L'égalité 

fl'—  b''-c^±sj[a^—  b^—c^Y^  4^'c* 

az_ , 

^bc 

OU 


a^ —  b^ —  c^zh^ —  i6p  p  —  a   •  p  —  b][p  —  r- 
a  — : « 


donnera 


1  bc 


Remplaçons  25  par  sa  valeur  icsinA,  puis  ajoutoni 
et  retranchons  successivement  au  numérateur  a &c  cosA: 
il  en  résultera 

rt'  —  (  6*  -h  c'  —  2bc  CCS  A  )  —  2  6c  cos  A  db  2  6c  sin  A^—  1 . 

26c 


(  5.3) 
el,  à  cause  de  Tégali lé  a*  =  6'  -h  c'  —  a  ic  cos  A ,  on  aura 

a  =  —  cosA  db  ^—  I  sin  A  =  —  (  cos  A  ip  y^—  i  sin  A)  ; 

de  même, 

6  r=—  (cosB  ihy/—  i  sîdB), 

7  =:  —  (cosC±:v^—  I  sinC). 

Nous  avons  supposé  a,  &,  c  positifs;  si  une  ou  deux  de 
ces  quantités,  ou  toutes  trois  étaient  négatives,  la  condi- 
tion de  réalité  de  a,  S,  y  serait  encore  la  même  :  il  faut^ 
pour  que  a,  6,  y  soient  réels,  que  l'une  des  quantités  a, 
6,  c,  abstraction  faite  des  signes,  soit  plus  grande  que 
la  somme  des  deux  autres. 

Note,  —  Autre  Bolution  do  M.  Leinekugel. 


QDESTIOSIS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS  D  ADMISSION 
A  L  ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (1879); 

SOLUTION  DE  M.  A.  LEINEKUGEL, 

Étudiant  en  Mathématiques. 


I,  Un  cylindre  et  un  cône  droits  à  bases  circulaires 
ont  les  surfaces  égales  et  les  isolâmes  égaux.  La  hau- 
leur  est  donnée,  et  l'on  demande  de  calculer  les  rayons 
des  bases. 

Soient  h  la  hauteur  donnée,  x  et  j^  les  rayons  des 
bases  du  cylindre  et  du  cône;  les  équations  du  problème 
sont 


(  I  )  s>.  7T  a:*  4-  2  ?r  A  Jr  -^  ~  >^  -♦-  tt  >*  y'A'  h-  ^>  % 
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(  5.4  ) 
De  la  dernière  on  lire 

et  la  première  devient,  en  remplaçant  y  par  Xy'3.  et 
supprimant  la  solution  x  =  o,  qui  correspond  au  cas 
particulier  où  le  cylindre  et  le  cône  se  réduisent  à  la 
hauteur  donnée  /t, 

(3)  2^  — jr  =  v^^7<'-h3x% 

d'où,  en  élevatit  au  carré, 

8A»H-4A.r  — /i»  — o, 

équation  qui  donne 

A(s/3-i)       ^  /*fv/3-+-i) 

\  4 

Les  valeurs  correspondantes  àe  j  sont 

/.(3-V/3)       .     ^_      /ifv^3-4-H) 

.r.  — > «  ri- 7 

4  4 

Les  valeurs  Xj,  ri 9  qui  sont  positives,  conviennent  seules 
au  problème^  les  valeurs  négatives  ont  été  introduites 
par  Télévation  au  carré  de  Téquation  (3);  prises  en  va- 
leurs absolues,  elles  donnent  la  solution  du  problème 
suivant  :  ^ 

Un  cylindre  et  un  cône  droits  à  bases  circulaires  ont 
des  volumes  égaux  et  même  hauteur  h  ;  les  différences 
entre  les  surfaces  latérales  et  les  surfaces  des  bases  sont 
égales  ;  calculer  les  rayons  des  bases, 

IL  Dans  un  triangle  ARC  on  donne  les  côtes  AB 
et  AC,  et  Von  sait  que  la  base  BC  est  égale  à  la  hau- 
teur :  on  demande  de  calculer  V angle  A. 

Soient  a^  b^  c  les  côtés  du  triangle.  La  base  RC  ou  a 


(  5i5  ) 
élant  supposée  égale  à  la  hauteur  qui  lui  correspond,  le 
double  de  Taire  du  triangle  aura  pour  valeur  a'  ;  la  même 
surface  a  pour  expression  bc  sin A;  donc  bc  sîn  A  =  a*, 
ou,  parce  que  a'=  6*-|-  c" —  aiccosA,  on  aura 

bc  sin  A  =  ^'  -+-  c*  —  2  bc  cos  A, 

b^-\-c^ 

(i)  sinA -h- 2cosA  =  — -, 

^  bc 

Désignons  par  o  un  angle  aigu  tel  que  tangf  =  2;  eu 

remplaçant,  dans  Téquation  (1),  2  par  tangf,  ou  — --, 
il  viendra 

sin  A  cos<;p  -T-  ces  A  sm^p  :=:  I j  COStp, 


ou 


b^  -+-  c^ 

'2)  sin(A  4- «pj  =: — cosç. 

Discussion.  —  sîn  (A  -i-  9)  ayant  pour  limites  -f- 1  et 
—  I,  il  fautqu*on  ait  — -^-^cos^oSi  pour  que  Tanglc 
A  4-ç  existe. 

Mais  tango  =  2  donne  cos'ç  =  -p  :  d'où 

{b'-\-r^]'         ,  [b'-r-c']' 

— ces' 9  = ;n —  I 

b^c'  ^  5b^c^     ~ 

et 

{b^-\^c-Y  —  5b^c=<o. 

Or, 

(^2  ^  C'Y  --SbU^  =  (^'  H-  €'  -h  bc  s/s)  (6*  ^e^  —  bc  y'S); 

on  aura  donc  • 

^î  _:-.  c-  —  bc^  ^_o 
ou 

(3.  -   .;.__^/5,:o. 


(5.6) 
En  posant  -  =  r,  la  relation  (3)  devient 

%0 


d'où 


■H ^  =  0, 

r 

—  r^  4-  I  =  o; 


h(^)]h(^;)]=<«^ 


par  suite, 

^v/5  -4-  I            ^  \/5  —  I 
r^^ et     r^- , 


ce  qui  revient  à 

(4) 


v/5 -M  ^b^  v/5  — I 

2  ~  C  ~  2. 


Donc,  pour  que  le  triangle  ÂBC  existe,  il  faudra  que 
le  rapport  -  des  deux  côtés  donnés  soit  compris  entre 

sfs- 


tités. 


-  et 9  ou  bien  égal  à  Tune  de  ces  deux  quan- 


Dans  le  premier  cas,  Téquation  (2) 


sin(A-+-?)  =  (-^^jcosy 


donnera  généralement  pour  Tangle  A  deux  valeurs  posi- 
tives moindres  chacune  que  180°. 

En  effet,  désignons  par  a  le  plus  petit  des  angles 

ayant  pour  sinus  — 7 — cos(j>  \  l'angle  cp  étant  aigu,  cosy 

est  positif,  et  il  en  est  de  même  de  — -. —  cosf  ;  ainsi  a 

est,  comme  f,  un  angle  aigu.  En  outre,  en  supposant  les 
côtés  donnés  b,  c  inégaux,  on  aura  a  ^  f ,  parce  que  de 


(5i7  ) 
rinégalité  b^c  résulte  — - — >  2,  d'où  * 


bc 


c 


— ^— ^  cosy  ]>>  2COSÇ,     sina^  tang^co3ç,     sinx^sinç. 

Or,  d'après  les  formules  générales  des  angles  ayant  pour 
sinus  — 7 — coscf,  on  a 

AH-ç  =  2X-7T-f-a      et     A4-y  =  (2^-  +  l)Tr  —  a, 
A='2X*7r-4-a  —  ç,      A  =  ^2X'-f-i)7r  —  a  —  ç, 

Cl,  en  faisant  A  =  o, 

Arr^a  —  ff      et      A="-7r  —  ^a-4-^), 

valeurs  positives  et  moindres  que  180^. 


GÊNfiRALISATION  D'UN  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE^ 

Par  m.  C.  HENRY. 


Dans  les  Noui^elles  Annales  (année  1878,  p.  463), 
M.  Tabbé  Marchand  a  démontré  que  le  carré  d'un 
nombre  impair  est  la  dijfférence  de  deux  nombres  trian- 
gulaires premiers  entre  eux.  Cette  propriété  peut  être 
généralisée  au  moyen  de  Tidentité 

(,         ( 9.û.r  -^  X  -\-  a){9.ax  -h  X  -h-  a  -h  ï) 
«(a*  +  i)'  =  ^ '±^ 1 

111' 

■       J  {'Jiax  —  .r -f- rt — ll(2flrjr  —  x -+- rt 

f ; ' 

où  X  et  a  représentent  des  nombres  entiers  quelconques. 
En  faisant  d'abord  a=  i,  Tidentité  (1)  devient 

,  .  f3x-|-l)|3x-A-   2)  X(.l''-rll 

(2a:-|-i  '= ■ ' } 


{  5«8  ) 
el,  comme  ao:  -f- 1  est  premier  avec  x  et  x  -f-  i ,  on  a  ce 
théorème  : 

Le  carré  d\in  nombre  impair  est  la  différence  de  deux 
nombres  triangulaires  premiers  entre  eux.  Ce  qui  est  le 
théorème  de  M.  l'abbé  Marchand. 

En  faisant  a  =  2  et  remplaçant  x  par  4^9  '^  f^^" 
mule  (i)  donne 

,-,  ,  (20.r-^2)(20Jr-*-3)         fl2Jr-4-  l)(l2Jr-i-2l 

2    8jr  4-  I  '= ^î 

^2  2 

on  en  peut  conclure  que  le  double  du  carré  d'un  nombre 
de  la  forme  8x  -f- 1  est  la  différence  de  deux  nombres 
triangulaires  premiers  entre  eux. 
En  faisant  a  =  3,  on  a 

3(^^   ,  ,^.^(7^^  +  3)(7x-■-4)       (5x-4-a)f5x-t-3:^ 

^  ^  2  2 

et  par  suite,  en  remplaçant  x  par  3a:  +  i, 

11  en  résulce  que  le  triple  carré  d'un  nombre  de  la  forme 
6x  -+-  3  est  la  différence  de  deux  nombres  triangulaires 
premiers  entre  eux. 

On  pourrait  continuer  ainsi  indéfiniment. 

GOKGOIIRS  D'ADniSSION  A  L  ËGOLE  KORXALE  SIPÉRIEIIBI 

EN  1879^ 


Composition  de  Alathématiques. 

Ktanl  donné  un  tétraèdre  OABC,  défini  par  Panglc 
trièdre  O et  1<'S  longueurs  ^a^  4^?  4^  J^*  ^''oisaiclesOA. 
OB,  OC  : 


(  5i9  ) 

i"  Démontrer  que  T ellipsoïde  qui  admet  pour  dia- 
mètres conjugués  les  trois  droitesqui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  deux  à  deux  est  tangent  aux  six 
arêtes  du  tétraèdre. 

a**  Trouver  Tintersection  de  cet  ellipsoïde  et  de  Tliy- 
pcrboloïde  engendré  par  une  droite  mobile  qui  s^appuie 
sur  trois  droites  menées,  l'une  par  le  milieu  de  l'arête  OA 
parallèlement  à  OB,  la  seconde  par  le  milieu  de  Tarùte 
OB  parallèlement  à  OC,  la  troisième  par  le  milieu  de 
Tarête  OC  parallèlement  à  OA. 

3^  Par  chacun  des  points  où  la  droite  mobile  perce  la 
surface  de  l'ellipsoïde,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  à  rellipsoïde  en  Tautre  point;  démontrer  que 
ces  deux  plans  passent  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et 
trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  plans. 


PlBLiCATIOXS  RECENTES. 


I  .     Bt'LLKTTIIfO  DI  BIBLIOGRAFIA  E  DI  STORIA  UELl.E  ScIE^ZE 

MATEMATicHEE  FisiciiE,  pubblicatoda  B.  Bonrompagnî. 
Socio  ordinario  dell'  Accademia  pontifieia  de'  Nuovi 
Lincci,  Socio  corrispondente  delT  Accndemia  dtdle 
Scicnze  dell'  Istituto  di  Bologna,  dello  R.  Accademie 
délie  Scienze  di  Torino,  e  di  Scienzcî,  I^ettere  ed  A  ni 
di  Modeiia,  e  Socio  onurario  délia  R.  Accademia  dellc 
Srienze  di  Brriino. 

T.  XII  [iS-ji)). 

Gf.^naio.  —  Intorno  al!a  vita  ed  aile  opère  di  Prosfiorrmo 
iie*  Beiilnmafidij  inatrnintico  padovano  del  secolo  xv;  Memoria 
di  jintonio  Favnm^  professoie  nclla  H.    Univcrsilà  di  Padova. 

FiBsnAio.  —   Intorno  alla  vita  ed  aile  opi>re  di  Prosdocimn 
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lie* Bel(iomandiyn\'Aiem2Li\co  padovano  del  secolo  xv;  Memorû 
di  Antonio  Favaro^  professore  nclla  R.  Unîversità  dî  Padova 
(Continuazione). 

Annunzi  di  recenti  pnbblîcazioni. 

Marzo.  —  Intorno  alla  vita  ed  aile  opère  di  Prosdocimo  de' 
Beldomandi^  materaatico  padovano  del  secolo  xv;  Memoria  dî 
Antonio  FavarOy  professore  nella  R.  Unîversità  di  Padova 
(continuazione  ). 

Aprile.  —  Intorno  alla  vita  ed  aile  opère  di  Prosdocimo  de' 
Beldomandi,  niatematico  padovano  del  secolo  xv;  Memoriadî 
Antonio  Famro,    professore  nella  R.   Univcrsiià  di   Padova 
(fine). 
Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Magoio.   —  Nuovi  materiali   per  la   storia    délia  Facaltâ 
matematica  dell*  antica  Università  di  Bolo^na.  —  P.  Riccardi, 
Notice  sur  la   correspondance  de   Jean  7**"  Bemoulli.  — 
Gustaf  Enestrom» 

Quelques  mots  au  sujet  de  la  Note  de  M.  Maximilien  Curtz 
sur  Torthographe  du  nom  et  de  la  patrie  de  fnteio,  — 
D'  T.  Zébra wski, 

Fisica  tccnologica.  ||  Elettricità  e  Magnetismo.  ||  Telcgnifia 
eleltrica,  elettrometallurgia.  ||  Accensione  elettrica  dclle  mine, 
liiuminazione  elettrica,  telefoni,  etc.  ||  Di  |{  Risaldo  Ferrini^ 
professore  nel  R.  Istituto  tecnîco  superiore  dî  Miiano.  || 
M.  E.  del  R.  Istituto  Lombardo.  ||  i5?.  figure  intercalate  nel 
testo.  Il  Napoli,  Miiano,  Pisa,  ||  Ulrico  Hoepli,  j|  editore- 
libbraio  ||  1878.  In-8°  di  pagine  xvi-574«  —  Ing"  LuigidaW 
Oppio. 

Pappi  Alexandrini  ||  Collectionis  ||  quse  supersunt  ||  c  Libris 
manuscriptis  edidit,  ||  latina  interpretatione  et  coramen- 
tariis  ||  instruxit  ||  Fndericus  Hultsch,  \\  Volumen  I.  |!  InsuDt 
librorum  II,  III,  IV,  V  reliquiae.  ||  Rcrolini,  ||  apud  Weid- 
mannos,  ||  MDCCCLXXVI.  In-8"  di  XXIV.47Ï  pagine.  — 
Pappi  Alexandrini  ||  Collectionis  ||  (pia;  supersunt  jj  e  Li- 
bris manuscriptis  edidit,  ||  latina  interpretatione  et  commeo- 
tariis  ||  instruxit  ||  Fridericus  Hultsch,  \\  Volumen  II.  ||  Insuni 
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libroriioi  VI  et  XII  relîqiiiae.  \\  Berolini,  ||  apud  Weidmannos. 
Il  MDCCLXXVII.  In-8°  di  viii  e  548  pagine,  numérale 
473-1020.  —  Pappi  Alexandrini  ||  Collectionis  ||  quae  super- 
sunt  II  e  Libris  manuscriptis  edidit,  ||  latina  interpretatione 
et  commentariis  ||  înstruxit  jj  Fridericus  HuUsch,  \\  Volumi- 
nis  III  Tomus  I.  ||  Insunt  libri  VIII  reliquise.  ||  Supple- 
nienta  in  Pappi  CoHectionem.  ||  Berolini,  ||  apud  Weidmannos. 
Il  MDCCCLXXVIII.  In-8»  di  xxii  e  268  pagine,  numerate 
1021-1288  —  Pappi  Alexandrini  ||  Collectionis  ||  quae  super- 
sunt  II  e  Libris  manuscriptis  edidit,  ||  latina  interpretalione  et 
commentariis  ||  instruxit  ||  Fridericus  Hultsch.  \\  Voluminis  III 
TomusII.  Il  Insunt  ||  index  grsecitatis,  scripturse  compendio- 
rum  conspectus.  Index  rerum  ad  mathematicam  ||  disciplinam 
spectantium,  conspectus  auctorum.  ||  Berolini,  ||  apud  Weid- 
mannos. Il  MDCCCLXXVIII.  In-8»  di  i48  pagine,  iv-142,  ul- 
time ?.  non  numerate  —  F.  Hultsch. 

GiuGNo.  —  Inlorno  a  Johannes  de  Liueriis  (de  Liveriis)  c 
Johannes  Siculux,  Nota  iVi  Stcinschneiden 

Intorno  aile  vite  inédite  di  tre  niatematici  [  Giovanni  Danck 
di  Sasso/iiOj  Giovanni  di  Liueriis,  e  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo 
San  Sepolcro),  scritte  da  JiernardinoUaldi.  —  /?.  Jhtncompngni, 

Vite  inédite  di  tre  niatematici  [Giovanni Danck  di  Sassonia^ 
Giovanni  di  Liuediis  e  Y  va  Luca  Pacioli  da  Borgo  San  Sepolcro]  ; 
scritte  da  Bcrnardino  Baldi, 

Appendice  di  documenti  incditi  relativi  aFra Luca  Pacioli. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

LucLio.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Fermât, 
suivies  de  fragments  inédits  de  Bachel  et  de  Malebranche;  par 
C*.  Henry, 

AcosTo.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Fermât, 
suivies  de  fragments  inédits  deBaçhet  et  de  Malebranche;  par 
C»  Henry  (continuazione). 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Skttembre.  —  Recherches!>ur  les  manuscritsdePierre  Fermât, 
suivies  d<.' fragments  inédits  de  Bachct  et  de  Malebranche;  par 
C.  //c/ir»  (continuazione). 
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Ottob&e.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Ferraaf. 
suivies  de  fragments  inédits  de  Bachet  et  de  Malebrancbe;  \nir 
C,  Henry  (fine). 

Annunzidi  recenti  pubblicazioni. 

PÏOYEMBRE.  —  Intorno  ad  alcune  Notizie  inédite  relarive  a 
Niccolo'  Coppcrnicoy  raccolte  e  pubbiicate  dal  professore  Masà' 
miliano  Curtze;  per  Antonio  Favaro^  Professore  nella  regii 
Università  di  Padova,  CorrispondenCe  délia  Socîetà  Copper- 
nicana  deThorn. 

Intorno  a  due  scritti  di  Leonardo  Euler.  —  B.  BoncompagnL 

Dimostrazione  ||  del  ||  quinto  postulato  di  Euclide,  \\  Nota|| 
del  professore  Ficcnzo  de  Rossi  Re,  \\  Estratto  dagli  Atti  ddt 
Accademia  pontificia  de*  Nuoui  Lincei,  \\  Anno  KXXI,  ses- 
sione  VII  del  i6  giugno  1878.  ||  Roma,  ||  tîpografla  ddie 
Scienze  matematiche  e  fisiche,  ||  via  Lata,  n"  3  ;  1879.  In-4''<'i 
16  pagine.  —  A.  Genocchi, 

Invariantiy  covarianti  e.  contravarianti  detle  funzioni  omo- 
genee.  Kola  del  P.  Giacomo  FoglinL  Roma,  tipograBa  dclle 
Scienze  matematiche  e  fisiche,  187g  (70p.).  —  D'  «S.  Gûnthtr 
Traduzionedal  tedesco  del  D*"  Alfonso  Sparagna, 

Lfigrnnge;  par  Camille  Tvchsen.  Traduit  du  danois  |>ar 
H.-C.  Zcuthen. 

Lettres  miiCxWas  de  Joseph- Louis  Lagrarge  à  Léonard Euler^ 
publiées  par  B,  Boncotnpagni  (Saint-Pétersbourg,  1877';  |>ar 
Gustave  Encstrom,  Traduit  du  danois  par  MM.  Lcouzon  Le  Duc 
et  Aristide  Marre. 

DicEMBRB.  —  Sull.i  Memoria  inedita  di  Pictro  Maggi, 
«  Intorno  ai  principii  di  Meccanica  molecolare  di  Aiubrogio 
Fusinieri  a .  Nota  di  Giambattista  Biadego. 

Intorno  ai  principii  di  Meccanica  molecolare  del  sig.  Dottore 
Ambrogio  Fusinieri»  Dissertazione  di  Pirtro  Maggi, 

Giunte  ail*  articulo  intitolato  «  Intorno  aile  vite  inédite  di 
(re  matematici  (Giovanni  Danck  di  Sassonia,  .Giovanni  di 
Liueriis  e  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo  S.  Sepolcro),  scrit:e  da 
Bernardino  Baldi, — li,  Boncompagni. 

Matcriali    per    la    storia    délie  Scienze    naturali   proMi    gli 
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Arabi;  per  Eilardo  Wicdcmann.  Traduzîoue  dal  tedesco  dv\ 
ly  Alfonso  Sparagna, 

Materiali  per  la  storia  clell'  Otlica  fisiologica  (Riiotade'  colori 
e  visione  binoculare);  per  Gugliclmo  von  Bezold,  Traduzione 
dal  ledesco  del  D'  Alfotiso  Sparagna, 

Sulla  storia  dell*  invenzione  delT  areomelro;  per£.  Gerland, 
Traduzione  dal  tedesco  del  D*"  Affonso  Sparagna, 

Deux  matliéniatinens  de  TOraloire;  par  Ai htide  Marre, 

AnnuDzL  di  recenci  pubblicazioni. 

2.  Amekigan  Journal  of  Mathematics.  —  Ediior  in 
cliief  :  •7.-7^.  Syh*estcr,  Associate  lulilor  in  charge: 
William  E,  Stovy,  Published  under  ihe  auspices  of 
the  Jobns  Hopkins  University.  Cambridge,  Univcrsity 
press,  prinled  for  theedilors  by  John  Wilson  and  Son. 
New-York,  B.  Wcrslermann  and  C°;  D.  van  Nostrand. 
Philadelphia,  Ferrée  and  C".  Londoii,  Trûbnerand  C". 
Paris,  Gautbier-Villars.  Berlin,  A.  Asber  und  C.  — 
Volume  III,  numbcr  i.  —  March  1880. 

Contents,  —  Rcgular  figures  in  n-diniensional  space, 
by  W.-l,  Stringham,  ft-Ilow  of  llie  John  s  Hopkins  Uni- 
versity. —  On  ihe  algrbra  of  Lojjic,  by  C-S,  Peirce, 
—  On  certain  lernary  cubic-forni  équations,  by  J.-J. 
Syls^estc.v,  —  On  ibe  gênerai  équations  of  eicclro-nia- 
guelic  action,  wilb  application  to  a  new  llieory  of  ma- 
gnelic  attractions,  and  to  the  ihcory  of  the  magnelîc 
rotation  of  the  plane  ofpolarization  of  light,  by  H<miy 
A ,  liowland^  profcssor  ol  Physicsin  llic  Johns  liopkins 
University. 

3.  Mémoiue  sur  les  résidus  des  puissances  n  des 
nombres  déterminés  par  les  diviseurs  premiers  de  la 
forme  2A71H-1,  et  sur  la  résolulion  de  l'équation 
r"4->"=s"  en   nombres  entiers  pour  //^  2,  présenlé  à 


(  524  ) 
rAcadémie  des  Sciences  le  i4  juin  1880, par  M.  Auguste 
Lefébure^  docteur  es  sciences,  inspecteur  d'Académie 
honoraire,  à  Privas  (Ardèche).  —  Paris,  imprimerie 
Arnous  de  Rivière,  26,  rue  Racine,  1880- 


SOLUTIOKS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1318 

ITOIr  a'  série,  t.  XVIII,  p.  5a«»; 

Par  m.  Ferdinanoo  PISANI. 

Trouver  un  nombre  ayant  la  double  propriété  d'être 
égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs 
et  à  celle  des  carrés  de  trois  entiers  consécutifs. 

(Lioumet.) 

Soit  X  un  nombre  ayant  la  double  propriété  d'être 
égal  à 

«'-*-(« -4-1)' 
et  à 

on  aura 

?.  a'  -h  2  a  4-  I  =  3x*  -*-  2, 
et  par  suite 

(2i£-f-  i)»=6a:'-f-  3. 
Le  nombre  lu-h  i  étant  multiple  de  3,  on  aura,  en 
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posant  a«  -f-  I  =  3  >', 

OU 

2.r' —  3j'=:  —  I. 

Le  développement  de  i/-en  fraction  continue  donne 
la  fraction  périodique  mixte 


4 


2  + 


4  + 


dont  la  péri  ode  se  compose  des  deux  quotients  incomplets 
4)  a;  les  réduites  successives  sont 

I     I     5     1 1     49     '^9    4^^     '^79 
01494^^     ^9^     ^' 

Les  numérateurs  des  réduites  de  rangs  pairs  sont  les 
valeurs  de  x,  et  les  dénominateurs  de  ces  réduites  les 
valeurs  de  ^'  ;  on  a  ainsi 

XT-.-i,  11,   109,  107g,   ..., 
jr  =  i,     9,    89,     881,   

Les  valeurs  correspondantes  de  u,  déterminées  par  la 
relation  a«  +  i  =3  j,  sont 

u=zi^  i3,   i33,  i32i,   .... 
Puis  les  équations 
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donnent 
X-  i'  t-2'=:o'^-i'-f-2'— 5, 

X --  i33'-f-i34'=:  io8=-4-io9»4-iib'=35645, 

X  =  1 32 1  ^^  -h  1 322'  =1078'-+-!  079*  -+- 1 080*  =  3492725, 
....••.«••••••«■•.••.••.•••    •••...•>•••  ••>«••■« 

et  ainsi  de  suite. 

La  question  admet  donc  une  înGnité  de  solutions. 

Note.   —  La   Tii(>me   question  a  été  résolue   par   MM.    Moret-Rlaie, 
Marcello  Rochctti  et  Lcinekugel. 


Question  1333 

(voir  »•  série,  t.  XVflI,  p.  470); 

Par  m.  a.  DROZ. 

Étant  donnée  une  spirale  loganthmique,  on  trace  la 
polaire  du  pôle  de  cette  spirale  par  rapport  à  un 
cercle  osculateur  à  la  courbe  :  trouver  l'ent^eloppe  de 
toutes  les  polaires  ainsi  obtenues.  (  Làisikt.) 

Soicntp=  ae'""réquatîon  d'une  spirale  logarilbraîqae 
et  O  le  pôle. 

On  sait  que  cette  courbe  a  les  propriétés  suivantes  : 

I**  Le  rayon  vecteur  OM,  mené  à  un  point  queU 
conqueM  de  la  courbe, fait  ai^ec  la  tangente  en  cepointun 

ansle  constant  dont  la  tangente  est  — ■• 

2®  Le  centre  C  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  au 
point  M  est  à  la  rencontre  de  la  normale  au  point  M 


« 
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et  fie  la  ptfrpemliculairc  menée  par  Ir  pnlfi  nu  rayon 
vecteur  Oyi(^  ). 

3"  La  spirale  logarithmique  et  sa  podaire  relative  au 
pôle  sont  {les  courbes  semblables  dont  le  rapport  de 
similitude  est  y/i  -{-m*. 

4**  Le  lieu  géométrique  de  l' extrémité  T  de  la  sous- 
tangente  ()T  est  une  spirale  logarithmique  dont  le 
point  O  est  le  pôle  et  qui  est  semblable  à  la  spirale 

p  =  ae"*",  le  rapport  de  similitude  étant  —  • 

m 

Remarquons  maintenant  que  la  polaire  du  point  O 
par  rapport  au  cercle  osculaleur  dont  C  csl  le  centre  et 
CM  le  rayon  s'obtient  en  élevant  une  perpendiculaire 
à  la  droite  CT,  à  rextrémiiéT  de  la  sous-tanj^ente.  II 
s'en.suit  que  la  podaire  par  rapport  a  O  de  la  courbe 
enveloppe  chcTchée  est  une  spirale  logarithmique;  on  eu 
peut  conclure  que  la  courbe  cbercliée  est  clle-nième 
une  spirale  logarithmique  ayant  le  point  O  comme  pôle. 

yocé'.  —  r.i  ni«>iiio  quoHtioii  n  ôtc  ih-soIuo  par  MM.  I.r/.,  Morct-Hlnnr, 
Faiiqiienili(*r;;up,  l^iii(>ku(;ol.  L.  Julli.'ird,  du  lycéo  Coriicillr,  à  Koiicn. 


QIESTIONS. 


13o2.  Soient  : 

A,  R,  C,n  les  aires  des  faces,  S  Taire  totale  cl  V  le  volume 

d'un  tétraèdre  abcd  \ 
g  le  centre  et  R  le  rayon  <le  la  sphère  inscrite  dans  co 

télraiHlre; 


^*  .  \.o  Irrt'ur  «'•••  prii-  i|i*  f.nrr  l.i  li;:iii'.-. 
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«1 9  in  ^19  ^1  les  points  de  rencontre  des  droites  menées 
par  les  sommets  du  tétraèdre  et  le  point  g^  avec  les 
faces  opposées  *, 

^19^1)  c^^flt  les  points  de  contact  de  la  sphère  inscrite  avec 
les  faces  du  tétraèdre; 

V|  le  volume  &u  tétraèdre  a^  b^c^d^  -, 

Vj  celui  du  tétraèdre  a^b^Ctfl^, 

On  a 

6VABCD 


V.= 


(S  — A)(S  — B)(S— C)(S— D) 


V,=  ^ . 

'       4ABCD 

Trouver  les  formules  analogues  pour  le  cas  des  spbères 
exinscrites.  (Gewty.) 

1353.  Soient  ABC  un  triangle  donné,  Ai,Bi,C|  trois 
points  pris  sur  les  côtés  de  ce  triangle  et  tels  qu'on  ait 

Taire  du  triangle  A  iBi  Cl  est  égaleàTairedu  triangle  ABC 
multipliée  par 

(/-4-/;i)(/'-f-m')(r-hm")' 

(Genty.) 

Note,  —  M.  Moret-  lanc,  et  M.  Emile  Chrétien,  élève  au  Lycée  dn 
Havre,  nous  ont  adressé  des  solutions  de  la  question  1342,  déjà  résolM 
dans  le  numéro  d'octobre.  M.  Chrétien  généralise  la  proposition  énoncée, 
en  démontrant  que,  pour  /es  trois  coniques,  le  point  b  est  sur  la  per- 
pendiculaire, menée  par  le  point  M,  au  diamètre  conjugué  de  la  corde  «^. 


SUR  L  ÊYALCATIOX  DE  CERTAI\S  YOLIMES; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Cette  Note  est  relative  à  diverses  expressions  du  volume  compris 
entre  une  surface  et  deux  plans  parallèles,  quand  l'aire  interceptée  par 
la  surface  sur  un  plan  parallèle  variable  est  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  dc{;ré  m  de  la  distance  d'un  point  fixe  ii  ce  plan  variable. 

1 .  Soient  z  ladistanced'un  point  fixe  Pau  plan  parallèle 
variable,  d  la  distance  du  mùme  point  à  un  des  plans 
extrêmes.  Si  nous  désignons  par  x  la  distance  de  ce  plan 
fixe  au  plan  variable,  nous  aurons  l'égalitë  z  =^  d  -h  x. 
Par  hypothèse,  Tai  rede  la  section  interceptée  par  la  surface 
sur  le  plan  mobile  situé  à  la  distance  z  du  point  P  est 
représentée  par  F(::),  F  étant  une  fonction  rationnelle 
entière,  à  coeflicients  déterminés  et  de  degré //i.  Maison 
a  identiquement  F[z)  =F{d-hx)  =f[x)'y  Taire  va- 
riable dont  il  est  question  est  donc  aussi  représentée  par 
une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  m,  à  coefficients 
déterminés,  de  la  distance  de  son  plan  à  Tun  des  plans 
parallèlesservant  délimite  au  volume  qu'on  veut  évaluer. 

2.  D'après  ce  qui  précède,  supposan  tqueTairc  variable 
interceptée  dans  la  surface  soit  représentée  par 

on  établit  facilement,  par  un  moyen  absolument  élémen- 
taire ou  immédiatement  par  Tintégration  d'une  fonction 
rationnelle,  que  le  volume  qu'on  veut  évaluer,  prenant 
son  origine  au  plan  fixe  qu'on  a  choisi  et  limité  du  reste 
au  plan  parallèle  variable  dont  la  distance  au  premier 
estx,  est  représenté  parla  fonction 


j->  x*  Jf 


fi 


*  '  .r  '  -=  <i X  -h  /ï, \-  Oi'-  -f-  .  .  .  -h  fit 


9  S  //l  -f-  I 
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on  a  ainsi  une  expression  du  volume  en  fonction  de  la 
distance  des  plans  parallèles  extrêmes  et  des  /iz  + 1 
coefficients  qui  définissent  f{x).  Si,  au  lieu  des  m  -f- 1 
coefficients  qui  définissent /*( or),  on  se  donne  m -h  i 
valeurs  particulières  de  cette  fonction  correspondant  à 
m  +  I  valeurs  déterminées  dex,  on  pourra,  des  équations 
qui  en  résulteront,  déduire  les  valeurs  des  m  -4- 1  coeffi- 
cients inconnus,  et,  en  les  reportant  dans  l'expression 
de  (f  (x)^  on  en  déduira  Texpression  du  volume  au  moyen 
de  la  distance  des  plans  parallèles  extrêmes  et  des 
nombres  représentant  les  aires  de  m  +  i  sections  faites 
dans  la  surface  et  parallèlement  aux  base:». 

3.  Pour  obtenir  cette  expression,  désignant  par  h  la 
hauteur  ou  distance  des  plans  parallèles  extrêmes,  par 
Bi,B„  ...,  B^^i  les  nombres  représentant  les  aires  des 
sections  in  lerceptées  dans  la  surface  sur  les  pi  ans  parallèles 
à  la  section  extrême  considérée  et  dont  les  distances  à 
cette  section  sont  représentées  par  a|A,  off  A, ...,  0t„^|A, 
enfin  par  V  le  volume  cherché,  nous  aurons  les  égalités 

B,  =  a4-«i^a, -f-^a^^aj  -+-.  .  .-f-««,^a^  , 


B«4.,  =  rt  -t-  ai/ta„,^i  -h  rtj/i^aj,^,  -h  .  .  .  -+-  a^^/rst'" 


fH-i-l  > 


-r  =a  -h  aJiX  --f-fljA'Xô  -4--  •  .-t-^m/*'"X 


n  2  6  //i  -+-  i 

Ces    égalités   expriment   que  le  système  de  /n+2 
équations  homogènes  du  premier  degré 

B,3  =  3i+  a,»,-+-a^«3-4-.  .  . -t- a'"  2jiM-i» 
B,2  —  2,  -h  a,Zî  -f-  a*  33  4-  .  . .  -f-  «ï*  »«4-i» 


Vil  I 

~  s  ~  z,  -f-  -  3j  -h      23  -4-  ...  H z«,+, 

ii  2  3  ///  -h  I 


admet  la  solution  i,  a^  a^  h^  o^lr  ^  . . ,  ^a^h'"^  dans 
laquelle  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues  ne  sont  pas 
simultanément  nulles;  il  en  résulte  que  le  déterminant 
des  coefficients  de  ces  inconnues  est  nul,  et  Ton  en  déduit 


B 


B. 

I 

«1 

«1 

B, 

I 

«1 

»î 

•       ■ 

■ 

•  ■  • 

B        •         ■ 

u. 

I 

««-+-1 

a* 

V 

I 

I 

I 

I 

2 

'\ 

.m 


ni 
I 

m  -\-  I 


=  o. 


Cette  équation,  du  premier  degré  par  rapport  à  \\ 
détermine  le  volume  cherche  et  exprime  qu'il  est  égal  au 
produit  de  la  hauteur  h  par  une  expression  linéaire 
homogène  des  aires  de  m  +  i  sections  planes  parallèles 
aux  bases  et  faites  arbitrairement  dans  la  surface,  puisque 
les  rapports  ai,  a,,  ...  a„^i  sont  quelconques. 

Désignons  par  A  le  déterminant  mineur  du  précédent, 
formé  en  y  supprimant  la  première  colonne  et  la  dernière 
ligne,  et  en  général  par  A;  le  déterminant  mineur  déduit 
de  mèmi)  en  y  supprimant  la  première  colonne  et  la  ligne 
de  rang  A;  l'équalion  précédente  pourra  s^écrire  sous 
la  forme 


fll-l-3 


On  peut  attribuer  aux  nombres  «i,  ««,  •..,a<n+i  les 
valeurs  qu'on  voudra;  toutefois  on  ne  peut  en  faire  deux 
égaux  entre  eux,  car,  s'il  en  était  ainsi,  que  par  exemple 
on  fita<  =  aA,  tous  les  déterminants  mineurs  qui  figurent 
dansTéquation  précédente,  sauf  Ai  et  Aij  seraient  iden- 
tiquement nuls  comme  contenant  deux  lignes  identiques. 
Le  premier  membre  de  Téquation  se  réduirait  alors  à 
Biùi±  B|A|  suivant  que  /et  A'  seraient  de  môme  parité 
ou  de  parités  diiléren  tes-,  or  ce  binôme  se  réduirait  aussi 
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h  zéro,  car  de  régalité  ai^=ai  on  déduit  B/=  B^,  et  Ton 
voit  facilement  que  A^ih  A;  est  nul,  que  l  el  k  soient  de 
même  parité  ou  de  parités  difTérenles.  Dans  ce  cas 
exceptionnel,  Téquation  qui  donne  Vserait  identiquement 
satisfaite,  et  Ton  ne  pourrait  en  tirer  la  valeur  de  IHn- 
connue  ;  si  au  contraire  les  rapports  «!,««,  . .  • ,  (X^^i  sont 
tînis,  quelconques  et  tels  que  deux  d'entre  eux  ne  soient 
pas  égaux,  on  aura  toujours 

V  =  [  —  I  )-^»-[B,  A.  —  Bî  A, -h  B3  A,  -  .  .  .  —  (  —  1  )•"-»-•  B.^,  A^.]. 

4.  On  peut  se  proposer  de  simplifier  l'expression  de  V, 
d'une  manière  générale  y  en  diminuant  le  nombre  des 
sections  dontl'aire  doit  être  calculée;  il  suffit  de  disposer 
des  nombres  (arbitraires  dans  des  limites  déterminées) 
ai,a„  . . . ,  a^^i  de  manière  à  rendre  nuls  les  coefficients 
des  nombres  représentant  les  sections  qu*on  ne  veut  pas 
calculer;  cTune  manière  particulière  à  un  "volume,  en 
disposant  des  mêmes  nombres  pour  introduire  des  sec- 
tions plus  faciles  à  calculer. 

Nous  allons  nous  occuper  du  premier  genre  de  sim- 
plification en  faisant  varier  m,  degré  de  la  fonction  qui 
représente  la  section,  à  partir  de  2;  quant  au  second 
genre  de  simplification,  il  se  présentera  naturellement 
dans  chaque  casparliculier.  Nous  devons  encore  observer 
que  toute  expression  de  volume  se  rapportant  à  une 
section  de  degré  m  se  rapporte  également  à  toute  section 
de  degré  inférieur. 

o.   Cas  oit  m  =  2.  —  On  a  dans  ce  cas 

Vrrr  -^   (  B,  A,  —  B,  A,  4- B,  A,\ 

Le  déterminant  A  çst  décomposable  en   facteurs  da 
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premier  degré  ^  on  a 

A=:(aj  — a,;(a3— a,);»,  —  a,) 
OU 

^  =  [  *3  —  { «2  "^  *•  )  «3  -+-  «2  «1  ]  (  «a  —  3ti  )  ; 

de  celle  égalité  on  déduit 

^3=     ^  —  7-(a,-h  a,  )-4-a,a,  |(a,  — a,!, 

Aj= (a3-4~  a,) -f-aja,  j(aj--a,i, 

A,:-     ^ 1  a^H-  a,)  -f-a,a,  1  (aa  —  a,). 

Posons  ^3  =  0;  nous  ne  pouvons  satisfaire  à  rette 
équation  par  la  supposition  a, —  «1=0  pour  un  motif 
donné,  mais  nous  pouvons  y  satisfaire  d'une  infinité  de 
manières parlesvaleursinégales et finiesde  a,, at  vérifiant 

Téquation  oLj^o^i (a, -[-«,)  4--  =  o.  Acceptons  un  tel 

système  de  valeurs  de  aj,  a^;  nous  n'altérerons  pas 
les  valeurs  de  Aj,  As,  en  retranchant  du  premier  fac- 
teur qui    entre    dans   leur    composition   le  polynôme 

nul  «î  «1 (ar,  -h  ai)^  -  \  ilsdeviendront  alors 

A,  =  [  aj  (  aj  —  a,  j i  «s  ■—  «i  )  (  «3  —  «a  '  ] 

-  i  X, j;aj  — a,)(aj  — a,), 

A2=[a,   a3  — a/, [a^    -a,\aj  — a,)' 

Substituons  ers  valeurs  de  A,  A,,  A,,  A,  dans  Texpres- 
.sion  de  V  ;  nous  aurons  après  simplification,  et  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  inégales  et  finies  de  «1,9,  vérifiant 
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f  ,  ! 

B.fa,— j)  —  B,(a.  — |1 


V=:// 


«a  —  ^1 


On  peut  donc  évaluer  le  volume  d*uiie  infinité  de 
manières  au  moyen  de  deux  sections,  et  Ton  ne  peut,  en 
général,  l'évaluer  au  moyen  d'un  nombre  moindre,  car, 
si  Ton  voulait  rendre  nul  Tun  des  coefficients  de  Bi,  Bt, 
l'autre  deviendrait  iniini. 

Comme  expression  particulière,  nous  pouvons  prendre 
deux  sections  à  égale  distance  des  bases  ou,  cequi  revient 
au  même,  du  milieu  de  la  hauteur;  il  suffit  de  prendre  les 
valeurs  de  a,,  a^  satisfaisant  à  la  condition  a.i=  i  — a» 

ou«iH-  a,  =  I  et  à  l'équation  a^ai («t-f-flCi)-!-  ^  =  o. 

On  en  déduit  aia,  =  -. ;  a,  et  ai  seront  alors  les  racines 

o 

de  l'équation  du  second  degré 


X*  -  X  -t-  ^.  =  o. 


d'où 


Il  I       —  I  I 

«a nr:  — -^y       a, = -^       et       a, —  a,  =  — ^ - 

Si  nous  désignons  par  Bi,  B^  les  aires  des  sections 
faites  dans  la  surface  parallèlement  aux  bases  et  à  une 

dislance  du  milieu  de  la  base  é<;ale  à  — -^  nousaurons 

°  2V^3 

2 

Ces  expressions,  tant  générale  que  particulière*  con- 
viennent aux  troncs  de  pyramide  et  de  c6ne  à  bases 
parallèles,  au  segment  sphérique,  au  volume  engendré 
par  un  segment  circulaire  tournant  autour  d^un  diannitre, 
à  un  volume  limité  par  une  surface  du  second  ordre  et 
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deux  plans  parallèles  coupant  la  surface  suivant  des  sec- 
tions elliptiques,  enfin,  comme  nous  rétablirons  à  la  fin 
du  présent  article,  au  volume  compris  entre  deux  plans 
parallèles  et  une  surface  réglée  admettant  pour  direc- 
trices deux  lignes  planes  fermées  situées  dans  ces  plans 
et  une  troisième  directrice  quelconque,  pourvu  que  la 
génératrice  reprenne  sa  première  position  quand  ses 
points  de  rencontre  avec  les  deux  directrices  planes  ont 
parcouru  en  même  temps  etenentier  ces  deux  directrices. 

6.  Cas  où  m  =  Z.  —  Dans  ce  cas 

Décomposant  A  en  facteurs  du  premier  degré,  on  a 

A=:(a,  — a3)(a,— -  a,)  («<  —  a,)  (a, -— a-j)  (a,  —  a,)  (a,— a,  ) 

ou 

A=:[aJ  —  (a3-+-ai-f-a,)aj  -f- (aja,-+-a3a,  -f-aaa,)a4  —  d^atCi,] 
X  («3  — aj)(aj  — ai)(ft2  — «i); 

on  en  déduit 

-t---(ajaî-f-»ja, -*-a,a,)  —  ajajX,  Haj  —  «,)  (a,  — a,  )  (a,  — a,  ), 

-î--- a^aj-t-aja,  -f-  aja,  )  —  ct^J^iOit  jfa*— a,)(a,  —  a,)  (a,  —  a,), 

-f-  - ^  84  a,  -+-  a,  a,  H-  a^a,  )  -—  a, a, a,     (  «4  —  «a  )  (  ««  — -  a,  )  ^  a^  —  a,  ) , 
fil  . 

"»"  -(«4*3  H   x^Xi'h  aj:«/  — jr^xja:  1 1  «4  —  a,)  (a,  —  a,]  ^a,—  a,). 
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Mous  pouvons  simplifier  l'expression  de  V  en  égalant 
le  premier  facteur  de  A4  à  zéro,  et,  comme  ce  facteur 
renferme  trois  indéterminées,  nous  pouvons  satisfaire  à 
cette  condition  d'une  infinité  de  manières.  Considérant 
un  système  de  valeurs  finies  de  «i,at,a8  telles  que  deux 
quelconques  d'entre  elles  soient  distinctes  et  qui  satis- 
fassent à  Téqualion 

-j  —  ^(«a-T-as-i-  a,)-+-  -  (a^aj-*-  a3a, -f- a,a,  ;  —  a,a,ai  =  0, 

nous  pouvons,  sans  altérer  les  valeurs  de  A,,  At,A,, 
retrancher  du  premierfacteurdechacund'euxle polynôme 
nul  premier  membre  de  Téquation  précédente;  on  trouve 
ainsi,  après  réduction, 

A,  =  —  _4-_(a3-f.a,)-_a,aa  (a,  —  aj)  (a4 —  aj)  ( a*  —  a»)  (a,  — a,;, 
A,=r  — -4. -(a^-t-a,)  — aja,  (ai  — «3)  (a4  — aj)  (a,  —  a,)  (a,--«, ;, 
Aa^l  —  :^  -f-  -(ajH-a.)  —  aja,  I  (ai  —  «3)  (a« —  a,)  {a4  —  a,}(a,  — «... 

Remplaçant,  dans  Texpression  de  V,  Aj,  Aj,  AsfA^  par 
leurs  valeurs,  on  trouve  après  réduction 

(aa— a,)(a,—  a,](a5— -a,)|       L  ^  ^\ 

—  Bal  aja, (as-l-aj)-h  ^     [*»  —  «•] 

-4-BJ  QL^OL,—  -    (  -r-  «1)-+-^      *'""**  r 

Cette  égalité  a  lieu  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
finies  de  «j,  a,,  as,  telles  que  deux  quelconques  d'entre 
elles  soient  distinctes,  ces  variables  satisfaisant  à  Tégalité 

1  ,  .1  ,1 

«jXaX, (a»a2-i-  aja,-!-  aia,;-4-  ^  •  «3  4  a,-f  a,  ^  —  7  ^^  ^' 
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SiroiiraildanscetteégaIhéaii=  -f  on  eiidéduit 

2 

a,  -4-aj=:r  I. 

Le  volume  peut  donc  s'évaluer  au  moyen  de  la  section 
parallèle  aux  bases  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur  et 
de  deux  autres  sections  parallèles  à  celle-là  et  qui  eu 
soient  équidistantes;  en  particulier,  on  peut  associer  a  la 
seclion  moyenne  les  deux  bases  extrêmes    en  faisant 

o£,  =  o, «t  =  ->  «3=1,  et  1  on  retrouve  pour  expression 

de  V  dans  ces  hypothèses 

V  =  g(B.-f-4B,-f-B,;, 

formule  due  h  Maclaurin  [Fluxions,  n^848;  1743)* 

On  peut  simplifier  encore Texpression  de  V  en  égalant 
h  zéro  le  coefficient  de  Bs  en  même  temps  que  le  premier 
facteur  de  A4;  on  arrive  ainsi  à  déterminer  a^  et  a^  par 
les  deux  équations 

«ja, ^a,-f-  a,  I  ^- -  =0, 

i  ,  ,  ,        I  ,  .1 

«ja,», lajaa-haja,-!-  a,a,  .  — -ir  !  a, -i- a, -f-  a,)  H- 7  =0. 

1  ô  '  4 

En  tenant  compte  de  la  première,  la  seconde  se  réduit  à 

I  I  .  ,1 

1  3  '4 

De  ces  deux  équations  on  déduit  facilement 

I 

a,-4-a,  =l:1      et      a,»,  ziz^i- 

D 

On  peut  alors  réduire  la  précédente  expression  générale 


(  538  ) 

de  V  par  le  calcul  qu'on  a  fail  dans  le  cas  où  m  =  2,  el 
l'on  trouve  la  même  expression 

2 

Donc,  dans  le  cas  où  m  =:  3,  on  peut  encore  exprimer  le 
volume  au  moyen  de  deux  sections  seulement  ;  mais 
cette  réduction  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière, 
tandis  que  dans  le  cas  où  m  =  2  elle  est  possible  d'une 
infinité  de  manières.  Les  deux  sections  au  moyen 
desquelles  on  peut  exprimer  le  volume  dans  le  cas  où 
m  =  3  sont  encore  situées  à  une  distance  du  milieu  de 

la  hauteur  égale  à  — p-  Le  volume,  dans  le  cas  où  m  =  3, 

2v3 

ne  peut  s'exprimer  au  moyen  de  moins  de  deux  sections, 

car,  après  avoir  réduit  à  deux  le  nombre  de  ces  sectioos, 

les  nombres  qui  les  représentent  sont  affectés  de  cœfli- 

cients  déterminés. 

7.  Quel  que  soit  m,  on  peut  faire  des  transformations 
analogues  à  celles  que  nous  venons  de  pratiquer  et  réduire 
le  nombre  des  sections  à  calculer.  Dans  le  cas  général, 
le  déterminant  A  se  décompose  en  facteurs  du  premier 
degré,  et  l'on  a  toujours 

[  */n-»-i *«•  j  ^  O^iJi-4-i  —  */«— I  /  •  •  • 

onpeuteffectuerleproduitdesmpremiersfacteursd'après 
une  loi  connue  et  déduire  du  résultat  les  expressions  de 
Al,  ùi^  . . .  A,^i,  ordonnés  suivant  les  éléments  de  la 
dernière  ligne.  Dans  cet  état,  chacun  des  déterminants 
A|,  A,,. . .,  A^^i  est  le  produit  d'un  polynôme,  qui  se 
déduit  du  produit  effectué  dans  A,  par  une  suite  dt* 
facteurs  binômes;  on  ne  peut  égaler  à  zéro  ces  facteurs 
binômes,  car    il    en   résulterait  Tégalité   de    deux  des 
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rapports  a,, at,  ..  .a^^i,  et  Ton  a  vu  que  cette  égalité 
n'était  pas  permise;  mais  on  peut  égaler  à  zéro  un  ou 
plusieurs  des  facteurs  polynômes,  en  observant  que,  si 
deux  d'entre  eux  sont  nuls,  ils  doivent  Têtre  indépen- 
damment de  toute  valeur  particulière  attribuée  à  une 
variable  non  commune. 

En  effet,  chacun  de  ces  facteurs  se  compose  de  m  des 
iw4-  I  rapports  «),«), . ..,  a^+i;  deux  d'entre  eux  ne  dif- 
fèrent que  par  une  de  ces  variables,  toutes  les  autres 
étant  communes  et  y  entrant  de  la  même  manière.  Ils 
sont  du  premier  degré  par  rapport  à  chacune  des 
variables  qui  y  entrent  *,  donc  ils  auront  la  forme 
ot/M  -f-  N,  «iM  -H  N  ;  ils  ne  peuvent  donc  être  nuls  en 
même  temps  que  par  les  suppositions  M  =  o,  N  =  o, 
sans  quoi  de  Tégalité  h  zéro  de  ces  facteurs  on  déduirait 
ai=  Al,  ce  qui  n'est  pas  permis. 

La  même  observation  s'applique  à  deux  des  équations 
de  la  forme  M  =  o,N  =-.  o,  si  leurs  premiers  membres  ne 
diffèrent  que  par  un  des  m  -h  i  rapports  «i, as, . .  .f^m+n 
et  que  les  rapports  communs  y  figurent  de  la  même 
manière. 

Nous  allons  éclaircir  cela  par  quelques  applications. 

8.  Proposons-nous  de  réduire  au  moindre  nombre 
possible  le  nombre  des  sections  nécessaires  pour  calculer 
le  volume  V  dans  le  cas  où  m  =4*  Désignant  par  Fi,  F,,. .. 
les  facteurs  polynômes  qui  figurent  respectivement  dans 
Af,  A,, . . .,  et  qu'on  peut  rendre  nuls,  on  a 

Ffc=  21^3  a,  a, (ajajajH-  aiaja,  H-a^aîa,  -f- «.-.a,.»,) 

I  . 
■^  ^  ,«4 a,-,-  a|3t3-+-  3C4a, -i-  a, a, -4-  X3Z,  -r  a, a,, 

I  .  î 

4  ^ 
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I    ,  . 

—  -^  («fcH-  «3-+-  a,-i-  ai)  -f-^, 

F»=  aia4a2a, la^OLtOLi -h a^a^OLi  -h 0,^01^^X1  -4-  a^aja,) 

2 

-i-  ^  («»«4-l-  a»aî-l-  a^a, -i-a4aj-i-a4a,-h  a,»,) 

-—7  (as4-a4-+-aa4-  «ij  H-^> 

_  I  , 

Fa=:asa4a3ai («s «42^3-1-  «5 «4 a,  -f-a^aja, -+- a4a,a,  ! 

2 

-t-  ^(a»a4-+-  a»a3-|-asa|-4-  a^aa-t-  flC4a|-+-a,ai) 

—  7  (  «i  H-  «4  -4-  a,  -h  a'  )  -f-  -z 


-^  ^  «s  -t-  a4  -1-  «3  -t-  a  ;  -t-  ^> 


T 


F|  =  afca4a|aa {a»a4a3-i-a4a4aj-4-asaiaj-+-  a4a|ai) 


2 


H-  -  {asa4-t-a5a3-f-asa2H-a4a3-f-  a4aj-h  a3a,) 
—  7  (  a»  ^-  «4  -+-  «j  -4-  a,  )  -t-  -^  • 

On  peut  égaler  à  zéro  les  facteurs  Fs  et  F*,  et  pour 
cela,  d'après  le  numéro  précédent,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  coefficient  de  a^  et  le  terme  indépendant  pris  dans 
Fs  soient  séparément  nuls;  on  est  ainsi  conduit  aux 
deux  équations 

a3a2a, (aja,-!-  a, a,  4-  a,a,)  4-  -q  (a3-f- aj^- a,) —  7  =  ®» 

2  3  4  5 

Ces  deux  équations,  renfermant  trois  variables,  ad- 
mettent uneinfinitédesolutionscommunes,  et  permettent 
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de  réduire  k  trois  et  d'une  infinité  de  manières  le  nombre 
des    sections  nécessaires  pour  évaluer   V  dans  le  cas 

m  =  4*  Si  en  particulier  nous  posons  »t  =  ~i  ces  équations 
8c  réduisent  à 

a, -+-  «3=1, 

a.aj— («,-}-«,) -t-  -^  =  0, 


lu 


ou,  eu  égard  à  la  précédente. 


I 

a,  «3=  — • 
lo 


«i^ffs  sont  donc,  dans  ce  cas    particulier,  racines    de 

réquationduseconddegréX' — Xh =  o,  et  définissent 

deux  sections  équidistantes  du  milieu  de  la  hauteur  et 

dont  la  distance  à  ce  point  est-  \/f'  Pour  qu'on  pût 

réduire  h  deux  le  nombre  des  sections  nécessaires  pour 

évaluer  le  volume  V  dans  ce  cas,  il  faudrait  qu*on  pût 
rendre  nuls  trois  des  facteurs,  par  exemple  F«,  F4  et  F3  ; 
ces  équations  exigent,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro 
précédent,  qu^on  puisse  satisfaire  aux  six  équations 

)  «jaia, (a,a,-f-  «3*1 -^  «»«•  ]H-ô  (  «3 -*"  «a "+-  «-i    —  7  =^  ^» 

?.  3  4 

)       -a,  aaa,— -  -(aja,-!-  «sa,  -4-  a,a,)  -f-  y  [a^-h-  aj-t-a,j  —  ?  =  o» 

I  a,  a,a, (  «4  «,  -4-  «<  a,  -f-  a,  a,  ;  -4-  -5  (  ««  -f-  a,  H-  a,  )  —  j  =  0, 

)      -a, a, a,  —  ^  («lati-f-  a4a, -f- a,a,)  -4-  ^  («i-f- a,4-  «ij  —  ^  =  », 
«sa,a, (a»a,-f-  «sa,-*-  aja,)  -f-  -  (a^H- a,-4- a, j  —  j  =r  o, 

I  I    ,  X  ï    /  »  ï 

-a»a,a,  —  0  (*»«>+  «»«•  -f-a,a,  1  -h  7  (  a» -h  «a -f-  «il  —  x  ■=  o. 
a  o  4  ^ 
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Or,  d'après    robservalion  qui    termine    le    numéro 
précédent,  il  faut  et  il  suffit,  pour  satisfaire  aux  équations 
(i),  (3),  (5),  de  trouver  des  valeurs  de  ai,  a,  véri6aiit 
les  deux  équations 

(7)  «ja, («2-+-  Œi)  -T-  5  =0, 

(8)  -a,a,— -(a,-f.a,)-f-^=o, 

et  il  est  également  nécessaire  et  suffisant,  pour  satisfaire 
aux  équations  (2),  (4)) (6),  que  ces  valeurs  de  ai,  as 
vérifient 

(9)  â"'*'"'^  («>'^"')-^  J  =  ^' 
(  10)                      ^  a,a,  —  j  (a, 4-  a,)  H-  -  =  ©• 

Dès  lors,  pour  qu'on  pût  réduire  à  deux  le  nombre  des 
sections  nécessaires  pour  évaluer  le  volume  V  dans  le 
cas  où  m  =  4?  il  serait  nécessaire  et  suffisant  que  lf*s 
équations  (7),  (8)  et  (10)  admissent  une  solution  com- 
mune; or  il  est  facile  de  voir  qu'elles  n'eu  ont  pas  :  donc, 
dans  le  cas  où  m  =  4)  on  ne  peut  évaluer  V  au  moyen  dr 
moins  de  trois  sections,  et  on  Tévalue  d'une  infinité  de 
manières  au  moyen  de  trois  sections. 

9.  En  reprenant  un  calcul  analogue  dans  le  cas  où 
m  =r  5,  on  trouve  que  le  volume  peut  aussi  s'exprimer  au 
moyen  de  la  section  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur  et 
de  deux  sections  équidistantes  et  qui  en  sont  situées  à  la 

distance  -  \/p*  Ces  résultats  font  supposer  :  1**  que  les 

sections  équidistantes  du  milieu  de  la  hauteur  ont  une 
importance  particulière  dans  la  réduction  du  nombn' 
des  sections;  1^  que  le  volume  s^exprime  de  la  même 


(  .)43  ) 
manière  au  moyen  de  ces  sections  quand  le  degré  de  la 
fonction  qui  les  représente  est  de  la  forme  in  et  de  la 
forme  a/i+i  ;  3^  que  la  section  passantpar  le  milieu  de 
la  hauteur  figure  ou  ne  figure  pas  dans  Texpression  du 
volume  suivant  queledegré  de  lafonction  qui  représente 
la  section  est  de  la  forme  4 'i  ou  de  la  forme  4/24-1.  Nous 
allons  mettre  ces  propositions  en  évidence.  Conservons 
les  notations  précédentes  sauf  Texception  suivante:  nous 
supposerons  que  Taire  de  la  section  est  représentée  par 
f(x)^  X  étant  compté  à  partir  du  milieu  de  la  hauteur 
positivement  dans  un  sens  et  négativement  dans  l'autre; 
nous  désignerons  la  hauteur  distance  des  plans  parallèles 
extrêmes  par  2A-,  enfin  nous  désignerons  par  Bji  et  B.{ 
les  nombres  qui  représentent  les  sections  dont  la  distance 
au  milieu  de  1  a  hauteur  est  a^.  A  ou — ctih. 

D'après  cela  et  2/2  étant  le  plus  grand  multiple  de 
a  contenu  dans  le  degré  m  de  la  fonction  représentant 
la  section,  nous  aurons 

ajoutant  et  réduisant, 

Ma 

D'autre  part,  si  nous  désignons  par  Vi  la  partie  du 
volume  située  du  côté  des  a:  positifs  et  par  Vs  la  partie 
située  du  côté  des  x  négatifs,  V,  4- V,  étant  égal  à  V, 
nous  aurons 

V,  //  h}  ^" 

h  t>.  3  ///  -f-  I 

-r-  z=i  a  —  /7, h-  <ïa  "ô"  -f-  .  .  .  I±=  «m  ; — 5 

h  2  3  /W-hl 
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d'où,  ajoutant, 
V 


■f-fl». 


3  2/f  -+-  I 

Distingnons  actuellement  deux  cas  suivant  que  n  est 
de  Tune  des  formes  2p  on  2p  +  i . 

Première  forme  :  /i=2p-î-i,  ou  m  =4^-+- a  00 
4^4-3.  Nous  aurons  les  égalités 

B,  -4-  B-., 


2 
B,  -f-  B_, 


Bn^-i-f-  B_(»^|) 


=ia4-^,a»^.,A'-4-Û4aA+»/i*-+-.  .  • -f-tfi.«i;,  ii*. 


2/1  i  D  2/1 -h  I 

Ces  égalités  sont  au  nombre  de  /2  +  2  et  nous  avons 
à  éliminer  entre  elles  lesn+i  inconnues  a,  a, A',..., 
AfnA*'*;  le  résultat  de  Télimination  est  Tégalité  a  xéro 
du  déterminant 


B 

4-B. 

-1 

I 

«î 

< 

•  •  • 

2 

B, 

,-t-B. 
2 

-2 

I 

«î 

< 

•   •  • 

a*" 

p 

•-♦-1 

-4-B. 
2 

-(«+I) 

1 

•   •  • 

V 

I 

I 

I 

I 

2/i 

3 

5 

•  •   • 

2|Kf-| 

=r  O. 


De  celte  égalité  on  peut  tirer  la  valeur  de  V,  quelsque 
soient  los  rapports  «i,  «s . . .,  2.^-19  pourvu  qu'on  ne  leur 
atttil)U(M|ue  des  valeurs  finies  et  que  deux  d'entre  eux  m* 
soient  I  as  égaux  entre  eux.  Le  volume  sera  ainsi  exprimé 
au  moyen  de  2(^+1)  sections,  et,  comme  m  ==211011 
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an-f- 1 ,  îl  sera  exprimé  au  moyen  de  m  -f-  2  ou  de  m-f- 1 
sections  ]  on  pourra,  du  resie,  faire  disparaître  un  certain 
nombre  de  ces  sections  par  couples  en  rendant  nuls 
leurs  coefficients,  comme  nous  Tavons  fait  dans  les  nu« 
méros  précédents. 

Seconde  forme  :  n  =  ajp,  ou  m=z^p  ou  4p-+"i« 
iVous  aurons  les  égalités  suivantes,  en  observant  que  a  est 
le  nombre  qui  représente  la  section  menée  par  le  milieu 
de  la  hauteur: 


B,  -+-  B_, 


—  rt  =  fl,a;A»H-fl4aî /**-*-.  .  .-+-a^aî'*A»", 


B,  -f-  B-, 


—  a  =  fl,ajA*-+-  ata\/t*-h  .  .  . -hAt^aJ^A»*, 


Bn  -f-  B., 

1 

9JI 


-  ar=z  fl,aî/i»  -4-  «4 «i /**-♦-.  .  .  4-«,*a;"  A'% 


—  a  = 


h' 

^^3 


h' 

^^5 


2/14-  I 


Ces  égalités  sont  au  nombre  de  n  -+*  i  et  nous  avons 
a  éliminer  entre  elles  les  n  inconnues  ^t '<*)  ^4 A^?*- •> 
âi^A'";  le  résultat  de  cette  élimination  est  Tégalitéà  zéro 
du  déterminant 


B.  4-  B .. 
2 

B,  H-  B^, 


—  a 


—  a 


a,      a. 


B.4-B. 


—  a 


"n 


ih 


—  a 


3      5 


3/» 


.3/1 


-31» 
«/» 

I 


=0. 


Cette  égalité  définit  le  volume  V  au  moyen  de  2/2  +  i 
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sections,  ou,  comme  m  est  égal  à  ^n  on  2/1  +  i  ^le  nombre 
des  sections  nécessaires  est  peut-être  représenté  par 
m  4-  I  ou  m,  nombre  qu'on  peut  réduire  en  disposant 
des  rapports  variables  «},..., a». 

10.  Appliquant  ces  considéra  lions  au  cas  oùmestégal 
à  4  ou  à  5,  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  de  la  seconde 
forme  du  numéro  précédent^  dans  ce  cas,  n  =  2,  et  le 
volume  sera  défini  par  Téquation 


B,4-B., 


—  a     a 


I  "*! 


B3  -4-  B-, 

2 

ili' 


—  a     a 


a 


I        I 
3       S 


=  o 


ou 


, /R,-f-B_ 


II 


a 


a 


I       I 

3     5 


I 

< 

I 

1 

3 

5 

-^aîa5(^-«j 


ï  «: 

'  «n 


=0; 


égalant  à  zéro   le   coefTicient  do -^ ^' —  a. 


nous  en 


3 
5 


déduisons    «J  =  ^^  remplaçant  a J  par   cette   valeur,  il 
vient 


B.  -I-  B_, 


\ 

.    a; 

") 

I      1 

3     5 

3   ,/v        \ 

5  "'  \Zh  -  ") 


3 
••     5 

I      a; 


=  0; 


simplifiant, 
B.4-B_ 


a 


I       1 
3     5 


~?(^-") 


I     I 
3     5 


—  o, 
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d'où  Ton  lire  successivement 

»       ,.  0  V       18 

5/1         o 

V=-(5B.-f-8fl-f-5B^,)> 
9 

où  il  faut  observer  que  h  n'est  que  la  moitié  de  la  hau- 
teur; cette  expression  confirme  bien  les  résultats  précé- 
dents. 

11.  Faisons  encore  Tapplication  au  cas  où  m  est  égal 
k  6  ou  à  7.  Nous  sommes  dans  le  cas  de  la  deuxième  forme 
du  n®  9;  n  étant  égal  à  3,  le  volume  est  donné  par  IV- 
quation 


B, -f-B_, 


• 

B,-f-B. 

-3 

2 

B,-f-B. 

-a 

2 

B4-*-B_ 

-4 

a 


?. 


I 
3 


1=  o. 


5 


Désignons,  pour  abréger,  les  quatre  premiers  éléments 
de  la  premiùre  colonne  par  Di,  D,,  D3,  D4,  respective- 
ment, et  conservons  pour  les  déterminants  mineurs  une 
notation  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans 
les  huit  premiers  numéros  -,  Trquation  pourra  s'écrire 

V 
D.A,  —  D,Aj-f-  D3A3—  D4A,  -+--/  A  =  o. 

2/i 

A  est  décomposable  en  facteurs  et  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


A=(a;-a;)(«:-«îi,a;-a;)^aî~a;)^a;-«;;(«;-«l'. 
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ou 


On  en  déduit 


+  ^(a;a^-(-a;a;+aîal)-«îaJaîJ(«;-«;)(«;-aî)(a;-«- 
A,=  ri_l(aî-4-aÎH-aî) 

Egalant  à  zéro  A4  et  As,  on  en  déduit 


on  en  tire 

35 


«j  a,  =  ■=-=» 


6 

a  j  et  a]  sont  alors  racines  de  Téqualion  du  second  degré 

6  3 

7  35 
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d'où 


H^Wl 


liant  a 


Les  valeurs  de  X  sont  réelles  et  positives,  et  en  consé- 
quence nous  trouverons  pour  ai,  a^  des  valeurs  accep- 
tables; le  volume  V  s'exprimera  alors  au  moyen  d(? 
(|uaire  sections,  deux  à  deux  équidistantes  du  milieu  de 
la  hauteur. 

En  réduisant  les  expressions  de  Ai,  Ao  d'après  des 
procédés  analogues  à  ceux  que  nous  avons  précédemment 
employés,  on  trouve  pour  valeur  réduite  de  V,  en  pre- 

'       7       7  V  5         '        7        7  V  ^ 

„       ,  (B.-f-B_.ViS-f.i/3Ti)-h  fK,H-H-/(i8  — v/3^l 
V  =  A ^^ 

h  représentant  toujours  la  moitié  de  la  hauteur. 

12.  Nous  avons  énoncé  à  la  (in  du  n"  5  une  proposition 
([ui  devient  évidente  au  moyen  du  théorème  suivant  : 

Si  l'on  coupe  une  surface  réglée,  à  directrices  quel- 
conques, par  un  plan  déterminant  une  section  fermée 
dans  la  surface,  l'ai/^e  de  cette  section  est  une  Jonction 
rationnelle  du  second  degré  de  la  dislance  du  plan  se- 
cant  à  un  point  jixe  de  V espace. 

Rapportons  la  figure  à  trois  axes  rectangulaires  Ox^ 
0> ,  O2,  se  coupant  au  point  (ixeO,  et  tels  que  le  plan 
XOY  soit  parallèle  au  plan  sécant  SMN.  Coupons  la 
iif^uie  par  un  plan  fixe  TAiBi  parallèle  h  XOY.  Soient 
A  Al,  UBi  deux  positions  !  voisines  de  la  génératrice  li- 
mitée aux  plans  XOY,  T  Ai  Bi  ;  projetons-les  orthogona- 
lement  sur  le  plan  XOY^  suivant  Aai,  B&i*.  les  points  1M« 
N,  où  elles  sont  rencontrées  par  le  plan  sécant,  se  pro- 
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jettent  eu  m,  n  sur  Aa^  et  B&i.  Il  est  évident   qu'où   a 
les  égalités  de  rapport  suivantes  : 


A  m        AM        OS        BN         B/r 


ma,       MA,        ST       NB,        /i6, 

Désignons  par  a,p,  aj,  ,S,,  y,  ^,71,  0,,  x,  j  ,  Xi,/, , 
les  distances  à  OY  et  à  OX  des  points  A,  a^^  B,  &i,  m,  /f, 
les  huit  premières  étant  connues  et  résultant  de  la  nature 
de  la  surface,  les  quatre  dernières  restant  a  déterminer. 
Désignons  encore  OT  par  h  et  OS  par  z.  Il  résulte  des 

égalités     de    rapport   précédentes   —  =—7-  =  -; • 

d'après  un  théorème  connu,  on  en  déduit 

Cl' h  —  31  H-a.z  S;/'  —  z)  M-  6,  s 

'-■--"-' — ,i — '  ^'= Â ' 

X.=:  .- r.  = ,^ 

Si  nous  nous  reportons  au  triangle  O m ^i,  égal  au  triangle 
SMN,  on  voit  qu'il  est  équivalent  à 

-  [^r  -+•  (r  "H  V,  ;■  '.  X,  —  .r  )  —  j-,^,  ] 

ou,  toutes  réductions  faites,  à  -  (yXj  —  xyi)  ;  remplaçant 
x,/,.ri,  j^i  par  leurs  valeurs,  on  a 

SMN  =  Ow//  L-.  -Vi;[?(/'  -  ^;  H-  ?.2][7  7'  -  <  -^  7.  =  : 

—    a   /i  —  z^ -h  a,3]î  o  . /i  —  3',  _|-4Î3''. 

La  surface  SMN  est  donc  une  fonction  rationnell**  etciii 
second  degré  de  z,  distance  de  son  plan  au  point  O. 

Si  maintenant  nous  supposons  qu'on  ait  inscrit,  dan5 
la  courbe  de  section  de  la   surface  réglée   par    le  plan 


(  55i  ^ 

SMIV,  un  polygone  d'un  très  grand  nombre  de  côtés  très 
petits,  sa  surface  pourra  être  considérée  comme  la  somme 
algébrique  d'autant  de  triangles  quMl  aura  de  côtés,  et, 
comme  la  surface  do  chacun  de  ces  triangles  est  une 
fonction  du  second  degré  de  z,  il  en  sera  de  même  de 
Taire  du  polygone  et  de  sa  limite,  qui  est  Taire  delà 
section  faite  dans  la  surface. 

iV.  B.  —  Il  est  presque  superflu  de  remarquer  que  les 
calculsquenous  venons  d'appliquer  au  calcul  d'un  volume 
limité  à  deux  plans  parallèles  et  aune  surfaceinterceptant 
sur  des  plans  parallèles  à  ceux-là  une  aire  qui  est  repré- 
sentée par  une  fonclion  rationnelle  de  la  distance  à  un 
point  iixe  du  plan  de  la  section  s'appliquent  également, 
sans  modification  sensible,  àTévaluationd'une  aire  plane 
limitée  par  deux  droites  parallèles  et  par  une  courbe  ou 
nn  système  de  courbes,  quand  la  corde  interceptée  par 
cette  courbe  ou  ce  système  de  courbes  sur  une  parallèle 
variable  aux  deux  premières  aune  longueur  représentée 
par  une  fonction  rationnelle  de  la  distance  de  cette 
droite  variable  à  un  point  du  plan  de  Taire  considérée. 


COKGOinS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS 

ET  MANIFACTIRES  EN  1879. 


fREMIÉRE    SK!tSIO?i.    —    ËFRKIVKS    LCRITE9. 

I.  —  Gôomètrw  analytique. 

Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  O^' ;  sur  Oor, 
nn  point  A;  sur  0> ,  un  point  R.  On  considère  toutes  les 
hyperboles  éqnilatères  qui  passent  au  point  A  et  sont 
tangenl4*s  à  Taxe  Or  au  point  B. 


(  552  ) 

1°  Former  réquatloti  générale  de  ces  hyperboles  ëqui- 
latères. 

2^  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  tan- 
gente en  A  à  chacune  de  ces  hyperboles,  avec  les  paral- 
lèles, menées  par  Torigine,  aux  asymptotes  de  cette  même 
hyperbole. 

3°  Le  lieu  précédent  est  une  parabole  P  :  former  l'é- 
quation de  Taxe  et  l'équation  de  la  tangente  au  sommet 
de  cette  parabole  P;  construire  ces  droites  et  déterminer 
géométriquement  la  grandeur  du  paramètre  de  cette  pa- 
rabole. 

4°  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P,  quand 
le  point  A  se  déplace  sur  Ox,  le  point  B  restant  fixe. 

II.  —  Géométrie  descripti%'e. 

Hyperbolo'ùle  de  révolution  entaillé  par  un  cône.  — 
L'axe  cr'  de  Thyperboloïdc  est  vertical,  à  o*,  loo  du 
plan  vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  le  cercle  de 
gorge  C,  C,  dont  la  cote  vaut  o",o8o,  ao'",o3o  de  rayon, 
et  les  génératrices  rectilignes  de  la  surlace  font  avec 
rhorizon  un  angle  de  45^. 

Le  cône,  dont  le  sommet  5,  s'  se  trouve  dans  le  plan 
de  protil  conduit  par  Taxe  zz\  à  o",o5o  en  avant  de  cet 
axe  et  à  o°'.o4o  au-dessus  du  cercle  de  gorge,  a  pour 
trace  horizontale  le  cercle  ro  décrit  du  point  z  commi* 
centre,  avec  un  ravon  éqal  à  o",07o.  On  demande  de 
représenter  l'hyperboloïde.  supposé  plein  et  limité,  d'um* 
part,  au  plan  horizontal  P^.  à  la  cote  o"^.  190.  de  l'autre, 
au  plan  horizontal  de  projection,  en  supprimant  la  par- 
tie de  ce  corps  comprise  dans  le  cône.  On  indiquera,  a 
Tencre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déter- 
miner un  |>oint  quelconque  de  l'intersection  des  sur- 
faces données  et  la  tangente  en  ce  point. 
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Titre  exiérieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Hyperboloïde  entaillé  par  un  cône. 
Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o'",a28  du  petit  côté  supérieur. 

III.   —   Triatiglc, 

Etant  donnés  les  trois  cotés  a,  &,  c  d'un  triangle  ABC, 
calculer  les  trois  augles  et  Paire  du  triangle  : 

a  =  34Ô7'",2o5, 
Ai=58i9'%798, 

Czzzz  7005'",002. 

IV.  —  Physique  et  Chimie, 

1.  Un  tube  barométrique,  terminé  par  un  renflement 
cylindrique  de  o"',  o5  de  hauteur,  plonge  dans  une  cuve 
à  mercure.  Il  renf(;rme  de  Tair  raréflé  qui  occupe  exac- 
tement le  volume  du  renflemenl,  lorsque  la  dillerence 
de  niveau  entre  les  deux  surfaces  de  mercure  est  de  o"*,  1 2 
et  lorsque  la  pression  atmosphérique  est  de  o"*,  7^. 

On  soulève  verticalement  ce  tube  jusqu'à  ce  que  la 
section  inférieure  du  renilement  soit  à  o"\43  au-dessus 
du  niveau,  supposé  constant,  du  mercure  dans  la  cuve. 
Quelle  est  alors  la  diflérence  de  niveau  des  deux  surfaces 
de  mercure  dans  le  tube  et  dans  la  cuve  ? 

Le  rapport  des  rayons  des  deux  parties  du  tube  est  de 
1  à  'À. 

2.  Préparation  et  propriétés  chimi([ues  de  Tacide  suH- 
liydrique. 

Calculer  la  densité  théorique  de  la  vapmr  de  soufre, 
connaissant  la  composition  de  Tacide  sulfhydrique. 

Densité  de  rhydrogèiie 0  -  -  0,0692 

Dcnsilr  de  Tacide  suirhydricint'.      'ï  -  ~  r .  191:^. 
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SECONDE    SESSION.    —    ÉPRECVES   ÉCRITES. 

I.  —  Géométrie  analytique. 

On  donne  un  carre  PQP'Q',  dont  la  demi-diagonale 

OP=:OQ  =  //. 

i^Ondeinanded'écrircréquation  générale  des  coniques 
tangentes  aux  quatre  côlés  de  ce  carré,  en  distinguant 
les  cas  où  ce  sont  des  ellipses,  des  hyperboles  ayant  leurs 
sommets  sur  OPj:,  des  hyperboles  ayant  leurs  sommets 
sur  OQ  y  ou  enfin  des  paraboles. 

2°  On  considère  Tune  quelconque  des  elli  pses  inscrites 
dans  le  carré  5  sur  son  demi-axe  OA,  comme  hypoténuse, 
on  construit  un  triangle  rectangle  OA5,  dont  le  côté  Ai 
a  une  longueur  fixe  donnée  Av  =  R;  sur  la  direction 
dcl'axe  OA,  on  prend  une  longueur  OS  =  O5  et  l'on  con- 
struit une  hyperbole  équilatère  ayant  son  centre  en  0 
et  l'un  de  ses  sommets  en  S5  celte  hyperbole  coupe  l'el- 
lipse considérée  au  point  M.  On  demande  d'écrire  ré^jua- 
lion  du  lieu  des  points  M. 

3°  On  discutera  la  nature  et  la  position  de  ce  lieu, 
suivant  la  grandeur  de  la  ligne  donnée  K  et  suivant  que 
OA  est  le  demi-grand  axeou  Icdemi-pelil  axe  de  rdlipso 
considérée. 

II.  —   Gèonictrii:  fiescnptii^e. 

Solide  commun  à  deux  cônes  de  révolution.  —  Les 
angles  générateurs  des  cônes  sont  égaux  entre  eux  et 
valent  45".  L'axe  delà  première  surface  est  vertical  clan 
milieu  delà  feuille;  la  cote  du  sommet  est  égale  à  o",!!;» 
et  Taxe  est  à  o",  io5  en  avant  du  plan  vertical.  Le  second 
rône  a  pour  axe  l'une  des  génératrices  de  front  du  pre- 
mier et  pour  cote  du  sominet  o'",i55. 

On  demande  de  représenter  le  solide  commun  aux 
deux   cônes,  rn   limitant  ce  solide  d'une  part  au  phn 
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horizontal  P',  à  la  volvt  o"*,  lyS,  (\o.  l^aulie  au  plan  liori- 
/ontal  de  projection. 

On  indiquera  ;i  TcMirrc  rouge  les  conslructions  rela- 
tives a  la  détermination  d\in  point  quelconque  de  la 
ligne  commune  aux  deux  cônes  et  de  la  tangente  h  cette 
ligne  au  môme  point. 

TUfe  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Solide  commun  à  deux  cônes  de  ré- 
volution. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  ào'",  o/>,2  du  petit  côté  inférieur. 

m.   —    Triangle, 

Etant  donné,  dans  nn  triangle  ABC, 

a—-  4257"™, 54, 
b.  354'",  68a, 
Ctt:G4"4?/?.5'.î, 

calculer  les  angles  A,  B,  le  côté  c  et  l'aire  du  triangle. 

IV.  —  Physique  et  Chimie. 

1.  Un  flacon  à  large  goulot  contient  de  Tair  sous  la 
pression  de  760""".  Sa  hauteur  est  de  o'",  20  et  celle  du 
goulot  de  o"',o8. 

On  renverse  ce  flacon  dans  une  cuve  h  mercure;  on 
IVnfonce  verticalement  jusqu'à  ce  que  la  surface  libre 
du  mercure  soit  à  o",i5()  du  bord  ah  du  goulot.  Quelle 
est  alors  la  diirérence  de  niveau  des  deux  surfaces  de 
mercure  ? 

l.e  rapport  des  sections  du  flacon  et  de  son  goulot  est 
égal  à  4» 

2.  Formules  relatives  à  la  préparation  des  acidc^s  du 
phosphore: PhO»;PhO%  3 HO; Ph0*,2H0;Ph0M10. 

Quel    est    le    poids   d'acide   phosphorique   ordinaiir 
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(PhO'^,  3H0)  que  Ton  peut  obtenir  au  moyen  de  Soo^' 
de  phosphore  ? 

Équivalents  :  H  =:  I,   O  =  8,  Ph=  ^2. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1336 

(Toir  a*  aérle,  t.  XYIII,  p.  478]  ; 

Pak  m.  moret-blanc. 


Deux  droites  gf,  g\  contenant  deux  séries  homogra- 
phiques  des  points  A,B, C,  D, . . .  et  A'. B',C',iy,  . . ., 
sont  données^  les  droites  AA',  BB',  CC,  DD', . .  •  eni^e- 
loppent  une  conique:  quel  est  le  lieu  des  milieux  de  ces 
droites?  (Dnoz.  ) 

SoitSun  poinlquelconquedu  plan:  les  couplesdedroitcs 
SA,  SA',.» •?  SB, SB',...  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiquesdont  les  deux  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
que  Ton  peut  mener  du  point  S  à  Tenveloppe  des  droites 
AA',BB',  .••  ;  cette  enveloppe  est  donc  une  courbe  de 
seconde  classe,  et  par  conséquent  une  conique. 

Prenons  les  droites  g^  ^  pour  axes  de  coordonnées,  et 
soient  a,  6  les  distances  de  deux  points  homologues  à 
Torigine.  Ces  points  sont  liés  par  une  relation  homo- 
graphique  de  la  forme 

a6-f-ûa-+-66-hc=:o. 

Les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  les  joinl 
sont 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente, 
on  a,  pour  Téquation  du  lieu  des  milieux  des   droites 
AA',BB',  ..., 

4  J?  r  -f-  7a.r  -{-  2  A^  H-  c  =  O. 

Ce  lieu  est  donc  uue  hyperbole  ayant  ses  asymptotes 
parallèles  aux  droites  g^  g  données. 

Xote.  —  Solution  analof^ue  de  M.  Fordinan'do  Pinani. 


Question  1316 

:  Toir  a'  wrie,  l.  XVIII,  p. :•?«)  : 

Par  m.  FAUQUEMBERGUE, 

Maitrc  répétiteur  au  lycée  de  Saiiit-Qucnlin. 

Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  on  mène  trois 
droites  parallèles  à  une  même  direction ,-  puis^  trois  autres 
droites parcdlèles  aussi  à  une  autre  direction;  ces  droites. 


en  se  coupant ,  fonnenl  des  parallélogrammes,  parmi 
lesquels  il  y  en  a  trois  qui  ont  chacun  un  côté  du  triangle 
pour  diagonale  :  démontrer  que  les  secondes  diago- 
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nales  de  ces  trois  parallélogrammes  se  coupent  en  un 
même  point.  (A.  Boilleau. ) 

Soient  ABC  le  triangle  donné  et  B  AiCA,,  CBiÂB*. 
AC1BC4  les  trois  parallélogrammes  qui  ont  respec- 
tivement pour  une  de  leurs  diagonales  les  côtés  BC,  CA, 
AB.  Menons  les  diagonales  BiB]  et  Ci  C,,  qui  se  coupent 
en  un  point  I. 

Le  triangle  AC1C2,  coupé  par  la  transversale  B|I6s, 

donne 

IC,  X  AB,  X  B,C,  z=  IC,  X  AB,  X  B»C„ 

ou,    en     remarquant    que    AB,  =  AiC,,    BjCi  =  BAt, 
AB2=  AaCj  et  BiC2=  AjBjOn  a 

IC,X  A.C,  X  BA,  =  IC,  X  A,C, X  BA,. 

Cette  relation,  qui  prouve  que  les  trois  points  As,  Ai.l 
sont  en  ligne  droite,  démontre  le  théorème. 

Note. —  La  mèoie  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Droc:  Morct- 
Blanc;  E.  Pecquery,  élève  au  lycée  du  Havre;  J.  Marchai;  V.  Robin, 
élève  à  Nancy  ;  N.  Goflart  et  F.  Pisani. 


GORRESPONDAKGE. 


Turin,  le  j"  mars  1S80. 

Monsieur  le  Rédacteur, 

On  attribue  généralement  à  A.-J.-H.  Vincent  la  prio- 
rité de  la  remarque  relative  à  une  propriété  curieuse  que 
présentent  certaines  équations  irréductibles,  lorsqu'on 
en  développe  les  racines  réelles  en  fraction  continue, 
d'après  la  méthode  de  Lagrange.  Cette  propriété,  aujour- 
d'hui très  connue  par  les  belles  recherches  qu^elle  a 
provoquées  de  la  part  de  M.  Lobatto  et  de  M.  Serret  (  *  ■. 


(*)  Journal  de  M,  Liouville,  !'•  série,  t.  IX,  p.  177,  et  t.  XV,  p.  i'.*:. 
—  Serrkt,  Algèbre  supérieure. 
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consislc  en  ce  que,  dans  les  équations  dont  il  s'agit,  deux 
ou  plusieurs  des  fractions  ainsi  obtenues  se  trouvent 
terminées  par  les  mûmes  quotients  incomplets.  Dans  sa 
Note  sur  la  resolution  des  équations  numériques  [^)^ 
Vincent  signale  cette  particularité  h  réi;ard  des  trois 
racines  de  Téquation  x^ —  y  x-î-  7  =  o,  et  il  ajoute  : 
«  Cette  propriété...  mériterait  peut-être  un  examen 
spécial.  )i  C'est  le  point  de  départ  des  travaux  men- 
tionnés. 

Or  il  est  juste  d'ajouter  aussi  cpie,  bien  longtemps 
avant,  la  remarciue  en  question  avait  déj«î  élé  faite  par 
Tillustrc  Legendre,  qui  en  avait  fort  bien  entrevu  toute 
la  portée.  Permettez-moi  une  courte  citation  h  ce  sujet. 

Je  nie  reporte  au  5$  XIV  de  V  Essai  sur  la  théorie  des 
nombres  (édition  de  Tan  VI,  p.  i33).  Dans  cet  endroit, 
après  avoir  exposé  la  méthode  de  Lagrange  pour  le  dé- 
veloppement en  fraction  continue  des  racines  réelles 
d\ine  é(|ualion  d'un  degré  quelconque,  Legendre  fait 
d'abord  r.'ipplicntion  du  procédé  à  ré((uation 


./■''    -  .1  -  —  '}..>'    -  i  •    (», 


sur  laquelle^  il  signale  expressément  (p.  i4i  et  i4^)  la 
circonstance  de  Tidentité  des  quotients  terminaux  dont 
il  est  (|uestion.  Apres  quoi  on  lit  (p.  i43)  : 

**  Daiis  cet  exemple,  il  est  1res  remarquable  qu^on 
trouve  un  rapport  entre  les  trois  racines  au  moyen  du- 
quel le  développement  de  la  première  racine  suffit  pour 
donner  celui  des  deux  autres.  Ce  rapport  est  tel,  que, 
si  Ton  appelle  j3  une  même  racine  de  l'érjuation 


z'-  3:-    -4^  —  1  -    (»     :'!, 


(')  Journal  tle  M.  LitHiville,   r*  scrio,    t.  I,  p.  .'I|i. 
(*)  fjpuxit'nio    tr.iii!>rorn)i>f*  rel-itivp  an  ran  ilo  la  racine  x  comprise 
onlr*  I  t'I  >. 
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celle,  par  exemple,  qui  est  entre  4  et  5,  les  trois  racines 
de  la  proposée  seront 

I  ajS-M 

*  =  '  +  — T=-r^' 

r-         '        -  P 

Xi  =Z  = 9 

I  26-h  I 

ou,  si  l'on  appelle  a  la  première  valeur  de  x,  les  deux 
autres  seront 

I  a  —  I 

X,  zzr =:  9 

I  a 


I-f- 


a  —  I 

I 


x,=  — 


a  —  I 


»  Ces  propriétés  se  vérifieraient  aisément  par  les  for- 
mules des  sinus,  puisqu'on  a 

I  3  2 

X  =  2  ces  —  TT,       X.ziz  2  ces  —  TT,       X,  =:  —  2  COS  —  IT  ,        .... 

7  7  .7 

»  Toutes  les  équations  relatives  à  la  division  iu 
cercle  sont  telles,  qu'une  de  leurs  racines  suffit  pour  dé- 
terminer rationnellement  toutes  les  autres  ;  mais  il  en 
existe  une  infinité  d'autres  qui  oflfrent  la  même  facilité, 
et  entre  toutes  ces  équations  on  doit  distinguer  surtout 
celles  dont  une  racine  développée  en  fraction  continue 
suffit  pour  donner  le  développement  de  toutes  les  autres 
racines.  Cet  objet  parait  mériter  l'attention  des  ana* 
lystes,  et  il  pourrait  fournir  des  résultats  intéressants.» 

Les  expressions  sont  formelles,  comme  on  voit.  Vient 
ensuite  (p.  i45,  i46)  la  résolution,  par  fractions  conti- 
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nues,  de  réqualîoii  x^ —  3  x  —  i  =  o,  dont  les  racines 
possèdent  la  propriété  rappelée.  Celle  é(|ualion  appar- 
tient directement  à  la  classe  étudiée  par  M.  Lobatto, 
dont  elle  constitue  le  cas  le  plus  simple. 

Le  passage  que  je  viens  de  rapporter,  reproduit  dans 
les  éditions  subséquentes  de  la  Théorie  des  nombres, 
ne  parait  pas  avoir  été  remarque.  La  raison  en  doit  èlrc 
cherchée  probablement  eu  ce  qu'un  Ouvrage  d'uni» 
telle  portée,  et  dont  la  lecture  exige  au  préalable  une 
connaissance  approfondie  de  l'Analyse  algébrique,  n'est, 
pas  consulté  ordinairement  dans  le  but  d'y  trouver  une 
théorie  passée  depuis  longtemps  dans  renseignement 
classique  et  consignée  dans  la  plupart  des  Traités  di- 
dactiques. Je  ne  m'arrête  pas  h  la  supposition  que  l'il- 
lustre auteur  ait  été  devancé  dans  quelque  publication 
antérieure,  demeurée  dans  Toubli. 

D'après  cela.  Monsieur,  il  me  semble  établi  que  c'est 
bien  décidément  à  Legendre  que  Ton  doit  la  première 
remarque  du  fait  analytique  dont  il  s'agit.  Cette  obser- 
vation, je  dois  le  dire,  n'aurait  pas  de  raison  d'être,  si  ce 
n'était  la  circonstance  des  importants  travaux  ultérieurs 
auxquels  l'étude  du  fait  signalé  a  donné  naissance. 

J'ignore  si  cette  même  observation  a  déjà  été  produite 
explicitement',  elle  est  sans  doute  superflue  pour  les 
géomètres  à  qui  les  documents  originaux  et  les  travaux 
des  maîtres  sont  familiers;  mais  il  n'en  est  peut-être  pas 
ainsi  à  l'égard  de  la  généralité  des  lecteurs.  Quelques 
expressions  d'un  article  bibliographique  des  Nouvelles 
Annales  {^)  n'ont  pas  contribué,  d'ailleurs,  à  rétablir 
la  vérité  historique  sur  le  point  en  ((uestion.  C'est  ce  qui 
m'a  décidé  à  vous  adresser  cette  Lettre,  dont  le  contenu, 


(•)  i'*Mri«,  t.  XIV,  p.  407. 
Anm.  é€  âfathém,^  ***ériB,  t.  XIX.  (Décembre  iK8i>.)  30 
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si  cela  vous  semble  opportun,  pourrait  être  porté  â  la 
connaissance  de  vos  lecteurs. 

Agréez,  monsieur  le  Rédacteur,  Texpression  de  mes 
sentiments  les  plus  respectueux  et  dévoués. 

S.  Réalis. 


BIBLIOGRAPHIE. 


DlGRESSlOKT    HISTORIQUE    SUR    LKS    QUANTITÉS    MÉGATITBS, 

à  propos  de  la  Théorie  des  quantités  négatives  de 
M.  de  Campon^  professeur  au  Collège  Roilin.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1879. 

Les  quantités  négatives  sont  sorties  de  la  vaste  et  puissante  con- 
ception de  Vièle.  Lorsque  le  savant  nnaître  des  requêtes  de  Psaris 
(i54o-i6o3)  créa  son  fameux  Calcul  latéral^  il  jeta  les  bases  d'une 
science  immense,  qui  bientôt  dût  étendre  son  domaine  sur  toutes 
les  branches  des  Mathématiques  et  fournir  à  chacune  d'elles  TiD- 
strument  à  la  fois  le  plus  facile,  le  plus  sûr  et  le  plus  universel 
qu'elle  pût  trouver,  pour  se  diriger  dans  les  champs  variés  de  ses 
investigations,  pour  en  activer  et  en  féconder  les  produits.  Viète 
fut  le  précurseur  de  Descartes,  comme  celui-ci,  par  la  création 
de  sa  Méthode  analytique^  a  été,  pour  ainsi  dire,  le  promoteur  de 
Newton. 

C'est  entre  les  mains  du  laborieux  Poitevin  (^)  que  les  quanti- 
tés, quelles  qu'elles  soient,  sont  désignées  par  une  représentation 
générale  et  abstraite,  reçoivent  une  existence  Ggurée,  qui  permette 
d'ériger  en  formules  les  solutions  de  toute  question,  les  propriétés 
de  toute  figure,  les  lois  de  tout  phénomène  physique.  Ces  formules 
elles-mêmes  expriment  les  liens  et  déterminent  les  rapports  qu'ont, 
avec  les  quantités  qu'elles  représentent,  les  données  de  la  question. 
les  parties  de  la  figure  et  les  circonstances  du  phénomène.  Les  for- 
mules obtenues  sont  toujours  générales;  elles  s'étendent  et  s  ap- 
pliquent à  toute  proposition  qui  roule  sur  des  éléments  analogues, 
sans  être  identiques.  Le  Calcul  de  Vièle  fournit  en  même  temps  les 

(*)  François  Viète  eut  né  à  Fontenay-le-Comte,  dans  le  bai  Poitoa. 
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lois  de  combinaison  de  ces  formules  ;  il  en  détermine  l'étendue  et 
en  fait  connaître  toutes  les  propriétés.  C'est  ainsi  que  prit  naissance 
la  science  des  fonctions,  dont  la  mine  est  inépuisable  et  qui,  dans 
les  temps  récents,  a  pris  les  développements  les  plus  surprenants. 

Viéte,  dans  sa  conception,  a  été  inspiré  avant  tout  par  Tesprit  de 
généralisation.  Les  quantités  négatives  durent  forcément  jaillir  de 
sa  création.  Les  anciens  ont  complètement  ignoré  Texislence  de  ces 
quantités,  à  sens  opposés,  qui  se  présentent  sans  cesse,  non  seule- 
ment en  Géométrie,  mais  encore  dans  la  science  des  nombres,  dans 
celle  des  forces  et  du  mouvement. 

L'Algèbre,  comme  l'on  sait,  a  pris  naissance  dans  l'Inde,  appelée, 
à  juste  titre,  la  /7f//i/^r^ des  sciences.  Brahmegupta,  le  plus  éminent 
des  mathématiciens  hindous,  résout  les  équations  des  deux  pre- 
miers degrés  dans  le  dix-huitième  Chapitre  (Ganita)  de  safirahma- 
Sidanta  (  '  )  ;  mais,  bien  loin  de  donner  une  interprétation  quel- 
conque aux  solutions  négatives,  il  les  rejette  toujours  comme 
inadmissibles;  souvent  même  il  les  omet,  sans  y  faire  la  moindre 
allusion. 

De  l'Inde,  l'Algèbre  pénétra  chez  les  Arabes  de  Bagdad.  Le  plus 
célèbre  de  leurs  analystes  fut  Mohammed  ben  Musa  (  814  ),  qui  avait 
publié  un  Traité  d'Algèbre  populaire  à  Tusage  du  commerce.  La  plu- 
part des  questions  y  sont  résolues  par  les  méthodes  indiennes  ('), 
mais  les  quantités  négatives  y  sont  complètement  négligées. 

Les  Arabes  ne  faisaient  usage  que  d'équations  à  termes  positifs. 
Ils  appelaient  l'Algèbre  Àl  mokahela  aldchebr;  le  mot  arabe  nioka- 
bela  était  synonyme  de  comparaison,  et  voulait  dire  art  d^ établir 
une  comparaison,  une  équation.  Le  mot  dchebr  indiquait  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  faisait  passer  dans  ure  équation  un  terme 
négatif  d'un  membre  dans  l'autre;  ce  terme,  devenant  ainsi  positif, 
se  trouvait  restauré  ou  rétabli.  Le  nom  al  dchebr  y  et  plus  tard  al 
jebr,  avait  été  emprunté  à  Tart  de  redresser  les  membres  démis. 
Aujourd'hui  encore,  en  portugais  et  en  espagnol^  le  chirurgien 
porte  le  nom  ^algebrista,  qu'avaient  introduit  dans  la  presqu'île 
ibérique  les  Maures  de  Cordoue  ('). 

C'est  une  chose  bien  curieuse,  bien  digne  de  remarque,  que  l'AI- 

(  '  )  y^lg^bra^  with  arithmetic  and  mensuration  from  the  sanscrit  of 
Brahmegupta  and  Bhoscara^  translated  by  H.-T.  Colebrooke.  London , 

1817,  in-4t  P*  ^>  41»  ^o>  ^4  ^^  ^9* 

(*)  Casi&i,  Bibliotkeea  arabico-hispanaf  t.  I,  p.  1^76  a  4?^,  et  t.  II, 
p.  33a. 

(•)  LiBBi,  Histoire  des  Scienres  mathématiqtiest  t.  II,  p.  79  et  80,  el 
p.  5o6.  note  6. 
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gôbre,  la  plus  générale  et  la  moins  restrictive  de  toutes  les  sciences, 
doive  précisément  son  nom  à  Texclusion  absolue  des  quantités  né- 
gatives, qui  forment  cependant  l'un  de  ses  principaux  éléments  con- 
stitutifs. 

L'Algèbre  de  Mohammed  ben  Musa  a  été  transportée  de  TOrient 
en  Italie  par  Léonard  de  Pise  en  1202  (')';  elle  y  fut  cultivée  avec 
succès  par  Luc  Paccioli  (....-i494)»  Tartaléa  (....-1559),  Cardan 
(iSoi-iSjô)  et  Ferrari  (i522-i565).  Tartaléa  parvint  à  résoudre  les 
équations  du  troisième.degré^  et  Ferrari  trouva  la  solution  des  équa- 
tions du  quatrième  degré.  Cardan,  le  savant  médecin  de  Bologne, 
est  le  premier  qui  ait  connu  les  racines  négatives,  qu*il  appelle 
feintes,  sans  toutefois  en  indiquer  Tusage  (  *  ) . 

Les  quantités  négatives,  toujours  bannies  de  l'Algèbre  ou  rejetées 
comme  insigni6antes,  ont  trouvé  leur  véritable  interprète  dans 
Albert  Girard,  géomètre  flamand,  qui  est  mort  à  Bruges  en  i633. 
Il  donne  à  ces  quantités  une  existence  propre  et  reconnaît  le  rôle 
qu  elles  jouent  en  Algèbre  et  en  Géométrie  (').  11  considère  le  zéro 
comme  la  limite  qui  sépare  les  valeurs  positives  des  quantités  né- 
gatives, qu'il  regarde  comme  inférieures  à  zéro.  Dans  la  théorie  des 
équations,  il  donne  une  égale  importance  aux  racines  positives  et 
aux  racines  négatives  et  les  range  sur  le  même  plan.  Il  les  fait 
entrer  de  la  même  manière  dans  la  composition  des  coefflcients, 
qui  affectent  les  termes  successifs  des  équations. 

C'est  donc  Albert  Girard  qui  doit  être  regardé  comme  le  fonda- 
teur, le  véritable  créateur  de  la  théorie  des  quantités  négatives.  La 
féconde  conception  du  géomètre  de  Bruges  a  rendu  à  la  Science 
moderne  les  services  les  plus  éclatants;  elle  a  revêtu  ses  vastescon- 
quôtes  de  ce  précieux  caractère  de  généralité,  dont  se  trouvaient 
complètement  dépourvus  les  travaux  des  anciens. 

Ce  faible  aperçu  suffit  pour  faire  comprendre  l'importance  qui 
s'attache  à  tout  Livre  traitant  spécialement  des  quantités  négatives. 
L'Ouvrage  de  M.  de  Campou  sera  donc  accueilli  avec  faveur  tant 
par  les  professeurs  que  par  les  élèves.  C'est  un  opuscule  de  qua- 
rante pages,  rédigé  avec  clarté,  et  qui  emprunte  des  exemples  à 
toutes  les  branches  des  sciences  exactes. 

Cependant  nous  avons  regretté  de  ne  pas  trouver  établie,  dès  le 


(*)  Ce  géomètre,  appelé  aussi  Fibonacci,  nousa  transmis  l'Arithmétique 
supérieure  des  Arabes  sous  le  nom  à*Algebra  et  à*Almacabala  (Chasus, 
Aperçu  historique^  note  12,  p.  4 '8). 

(•)  Cardani  Ars  magna^'^J.  4»  c.   i. 

{')  GrRARD,  Invention  nouvelle  en  Algèbre,   iGaj),  in-|. 
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principe,  Texistonce  de  quantités  qui  doivent  être  prises  avec  le 
signe  —  .  Au  lieu  d'avoir  recours  à  des  exemples  dans  la  suite  de  l'Ou- 
vrage, il  eût  été  pout-ôtre  préférable  de  signaler  au  lecteur,  en  com- 
mençant, que  les  quantités  concrètes  ont  généralement  un  double 
caractère  :  elles  expriment  d'une  part  une  grandeur  absolue  et  d*un 
autre  côté  une  valeur  qu'il  faut  compter  dans  un  sens  ou  dans  le 
sons  opposé. 

En  réalité,  les  quantités  négatives,  considérées  en  elles-mêmes, 
échappent  à  toute  interprétation  ;  elles  ne  prennent  une  existence 
certaine  que  si  elles  peuvent  avoir  des  signiGcations  opposées.  Tels 
sont  les  produits  des  spéculations  commerciales,  qui  peuvent  se  tra~ 
duireen  bénéfice  ou  en  perte;  telles  sont  les  distances  sur  une  route, 
qui  peuvent  se  compter  en  avant  ou  en  arrière  d'un  point  de 
départ  ;  ou  encore  les  époques  chronologiques,  qui  peuvent  être 
postérieures  ou  antérieures  à  l'origine  dos  dates.  Tels  sont  aussi  les 
degrés  thermométriques^  qpi  s'étendent  au-dessus  et  au-dessous  du 
zéro.  Il  nous  semble  qu'en  signalant  l'existence  de  ce  genre  de  gran- 
deurs à  sens  opposés  on  aurait  mis  immédiatement  en  relief  Fap- 
parition  forcée  des  quantités  négatives  dans  le  calcul  ;  on  aurait 
ainsi  montré  que  toute  ihéorie générale  ne  saurait  prendre  les  gran- 
deurs que  dans  cette  double  acception. 

Sous  cette  réserve,  le  travail  de  M.  deCampou  constitue  un  livre 
utile,  qui  a  sa  place  marquée  dans  nos  écoles. 

Geobges  Dostor. 


QUESTIONS. 


1354.  L*équatiou 

(  I  j  jc*  —  ^  /■  —  b  -^  c  .r^-h  Jf  —  "ic  a.r  —  r X  =  o, 

■ 

dans  laquelle  a,  b^  c,  A*  sont  des  entiers  plus  grands  que 
zéro  et  satisfaisant  aux  conditions 

^a  —  I  ;  /''  ^  «'  —  X  —  I  r, 
ou  I)ien  aux  conditions 

//  -f-  I  '>  X>//', 
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ne  peut  pas  avoir  trois  racines  entières.  Si  deux  racines 
sont  imaginaires,  Tune  au  moins  des  racines  réelles  est 
incommensurable. 

La  même  proposition  .subsiste  h  Tégard  de  IVquation 

(2)        X* —  (/•  —  b  —  c).r'-4-  (b  •+■  ^c]ax  -f- cX' =r  G, 

dans  laquelle  les  entiers  a^  b^  c^  k^  tous  plus  grands  que 
zéro,  satisfont  à  Tun  quelconque  des  quatre  systèmes  de 
conditions  qui  suivent,  savoir: 

(  r>«»>/, 

[  c>a^ 

{  {n  —  i)b>{A'-'a^-hi]c. 

Dans  cliacun  de  ces  cas,  disons-nous,  Téquation  (a)  a 
assurément  deux  racines  réelles,  dont  l'une  au  moins  est 
incommensurable.  (S.  Rêalis.) 

1355.  Le  volume  dn  tétraèdre  A,  BiC,  D|,  qui  a  pour 
sommets  les  pieds  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  donne 
ABCD,  a  pour  expression 

o  COStj  cosc  cosx 

c()s>î       o  cos^  cosp 

cose  00s  ^       o  COS7 

ces a  cos6  ros7        o 

en  appelant  V  le  volume  du  tétraèdre  donné,  et  a,  p,  7, 
0,  t  et  Yi  les  angles  dièdres  de  ce  tétraèdre  le  long  des 
arêtes  BC,  CA,  AB,  DA,  DBet  DC  respectivement. 

(Gektt.  < 
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MÉMOIRE 

SDK  LA  REPaÉSENTATION  DBS  SUBFACES  ET  LES  PROJECTIONS 

des  cartes  géographiques  (*). 
Par  m.  a.  TISSOT. 

[8CITE(')]. 


Projections  aphjlactiques, 

93.  Projection  des  cartes  plates  cairées  (Ta- 
bleau XX).  —  Les  méridiens  sont  représentés  par  des 
droites  parallèles  entre  elles,  les  parallèles  par  d'autres 
droites  perpendiculaires  aux  premières.  L'équateur  et 
les  méridiens  se  trouvent  développés  en  vraie  grandeur. 

Les  altérations  sont  indépendantes  des  longitudes. 

96.  Projection  de  Cassini.  —  On  peut  la  définir  en 
remplaçant,  dans  la  projection  précédente,  i'équateur  et 
les  parallèles  par  un  méridien  convenu  et  par  les  petits 
cercles  qui  ont  leurs  plans  parallèles  à  celui  de  ce  méri- 
dien. 

Le  même  Tableau  est  applicable,  pourvu  qu'on  y  con- 
sidère/comme  représentant  la  distance  sphérique  d'un 
point  quelconque  du  globe  au  méridien  convenu. 

97.  Projections  des  cartes  plates  paraUélogramma- 
tiques.  —  Ces  projections  diffèrent  de  celle  des  cartes 

(')  Pour  ne  pai  fractionner  encore  cet  important  Mémoire  de 
M.  Tisfot,  ce  que  l'abondance  des  matières  à  insérer  nous  obligerait  à 
faire,  notre  éditeur  a  bien  youIu  roflTrir  en  supplément  aux  abonnés  des 
Nowftlles  Annales,  Nous  l'en  remercions  ici  bien  TiTcment.        Cn.  R. 

\*)  IVonvel/es  jinnalet  de  Mathématiques,  1879. 
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plates  carrées  en  ce  que  le  degré  de  longitude,  au  lieu 
d'être  pris  égal  à  celui  de  Téquateur,  est  mesuré  sur  un 
parallèle  déterminé.  Comme  exemple,  nous  avons  choisi 
celle  dans  laquelle  le  degré  de  l'équateur  de  la  carte  est 
égal  à  celui  du  parallèle  de  4^  degrés  sur  le  globe 
(Tableau  XXI). 

98.  P/ojection  stéréo  graphique  à  cylindre  du 
P.  Braun  (Tableau  XXII  ).  —  Le  canevas  ne  diflère  de 
celui  de  la  projection  de  Mercator  que  par  les  distances 
mutuelles  des  parallèles  de  la  carte.  Il  résulte  du  déve- 
loppement d'un  cylindre  circonscrit  au  globe  le  long  de 
Téquateur,  et  sur  lequel  on  a  pris  la  perspective  de 
chaque  point,  le  point  de  vue  se  déplaçant  sur  l'équateur 
de  manière  à  se  trouver  toujours  sur  le  méridien  du  point 
considéré,  mais  dans  l'autre  hémisphère. 

Les  altérations  sont  indépendantes  des  longitudes. 

99.  Projection  de  Mercator  modifiée  du  P.  Braun 
(Tableau  XXIIl).  — On  l'obtient  en  rapprochant  du 
centre  le  point  de  vue  de  la  projection  stéréographique 
à  cylindre  de  manière  que  sa  distance  à  ce  centre  ne  soit 
plus  que  0,4  du  rayon. 

Les  altérations  sont  indépendantes  des  longitudes. 

iOO.  Développements  coniques  (Tableaux  XXIV). 
—  On  imagine  un  cône  ayant  pour  axe  la  ligne  des 
pôles,  et  on  le  développe.  Les  plans  des  méridiens  et  ceux 
des  parallèles  coupent  le  cône  suivant  des  génératrices  et 
suivant  des  circonférences,  dont  les  transformées  fi- 
gurent les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  carte.  ?^oas 
avons  considéré  quatre  de  ces  projections  :  dans  la  pre- 
mière, le  cône  a  son  sommet  au  pôle  et  pour  base 
l'équateur;   dans  la  seconde,  il  passe  par  les  parallèles 
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de  i5  el  de  75  degrés;  dans  la  troisième,]!  est  déterminé 
parles  parallèles  qui  ont  pour  latitudes  aa^3o' et  67*^30'; 
enfin,  dans  la  quatrième,  il  est  circonscrit  au  globe  le 
long  du  parallèle  de  45degrés.  Si  Ton  fait  successivement 

on  pourra  défiuir  les  (juatre  développements  en  disant 
que  le  cône  contient  les  deux  parallèles  qui  ont,  Tun 

pour  latitude,  Tautre  pour  colatitude  -rr-  .  Les  quatre 
angles  au  sommet  sont  droits. 

101.  Dév^eloppements  de  perspectives  épiconiques. 
—  On  prend  les  perspectives  des  divers  points  de  la  sur* 
face  terrestre  sur  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  coïn- 
cide avec  la  ligne  des  pôles,  le  point  de  vue  étant  situé 
sur  cette  ligne,  puis  on  développe  le  cône. 

Dans  les  développements  de  perspectives  gnomo- 
niques  épiconiques,  le  point  de  vue  est  au  centre  du 
globe.  Le  Tableau  XXV  se  rapporte  à  celle  de  ces  pro- 
jections dans  laquelle  le  cône  est  circonscrit  à  la  sphère 
suivant  le  parallèle  de  3o  degrés  de  latitude;  on  a  choisi 
Téchelle  de  manière  que  les  surfaces  se  trouvent  con> 
servées  sur  Féquateur. 

Dans  la  projection  stéréo  graphique  à  cône  du 
P.  Braun,  le  point  de  vue  est  placé  à  l'un  des  pôles  et  le 
cône  est  le  même  que  celui  de  la  projection  précédente. 
Sur  le  parallèle  de  3o  degrés  de  latitude,  il  ne  se  produit 
pas  d'altération.  Sur  Téquateur,  on  a 

a  =  1,098,     ^  =  0,804,     2»=i7®5o', 

et  au  pôle, 

fl^S,     ^  =  1,5,     2«=:3&»57'. 

102.    Projection    stériographique    méridienne   wo- 
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difiée  (Tableaux  XXVI).  —  Les  parallèles  de  la  carie 
se  tracent  comme  ceux  de  la  projection  stéréographique 
méridienne  ;  on  obtient  les  méridiens  en  divisant  la 
droite  qui  représente  Téquateur  eo  parties  proportion- 
nelles aux  différences  de  longitude,  puis  en  faisant  passer 
des  circonférences  par  les  points  de  division  et  par  les 
projections  des  deux  pôles. 

En  chaque  point,  la  plus  grande  altération  d^angle  ne 
dépend  que  de  la  longitude. 

103,  Projection  atractozonique  (Tableau  XXVII). 
—  Il  est  impossible  de  conserver  partout  les  surfaces  sur 
une  projection  dans  laquelle  les  méridiens  et  les  paral- 
lèles sont  représentés  par  des  cercles  se  coupant  à  angle 
droit;  nous  avons  cherché  à  faire  en  sorte  quMI  n'y  ait 
d'altération  ni  dans  les  aires  des  zones  comprises  entre 
les  parallèles,  ni  dans  celles  des  fuseaux  formés  par  les 
méridiens.  Soit  V  l'angle  au  centre  de  l'arc  intercepté* 
sur  la  circonférence  qui  limite  la  carte  de  rhémisphère, 
par  la  projection  de  l'équateur  et  celle  du  parallèle  de 
latitude  /;  soit  m!  Tangle  sous  lequel  se  coupent  la  pro- 
jection du  méridien  qui  a  pour  longitude  m  et  celle  du 
premier  méridien;  V  et  ni'  seront  fournis  par  les  deux 

équations 

siQ2/'  —  2 /'ces  2/'  =  irsin/sin'/', 

2  m'  —  sin2m'  =  2/11  sin'/n', 

qu'il  est  facile  de  réduire  en  Tables.  Nous  donnons  les 
valeurs  de  V  et  m'  qui  correspondent  a  des  latitudes  et  à 
des  longitudes  multiples  de  i5  degrés. 

104.  Projection  poljconique  rectangulaire  des  Amé- 
ricains (Tableaux  XXVIII).  —  Le  premier  méridien  et 
Téquaieur  sont  développés  en  vraie  grandeur  suivant 
deux  droites  perpendiculaires  entre  elles.  Chaque  parai- 


(S.7  ) 
lèle  est  représeulé  par  un  cercle  dont  le  centre  se  trouve; 
sur  la  première  de  ces  deux  droites,  et  dont  le  rayon  est 
égal  a  la  génératrice  du  cône  circonscrit  h  la  Terre  sui- 
vant le  parallèle.  Les  méridiens  de  la  Carte  sont  des  tra- 
jectoires orthogonales  des  cercles  ainsi  obtenus.  Ces 
conditions  donnent,  pour  les  coordonnées  rectangulaires 
d*un  point  quelconque  de  la  carte, 

m^sin?./  Amcosi 


Dans  les  projections  aphylactiques  qui  ont  été  exa- 
minées jusqu'à  présent,  les  méridiens  et  les  parallèles  de 
la  carte  se  coupent  à  angle  droit;  il  n^en  sera  plus  de 
même  dans  les  suivantes,  si  ce  n*est  dans  les  projections 
centrales  sous  l'aspect  polaire,  que  nous  étudierons  en 
dernier  lieu. 

105.  Projection  d'jipianus  (Tableaux  XXIX).  — 
Les  parallèles  de  cette  projection  sont  les  mêmes  que 
ceux  des  cartes  plates.  Le  premier  méridien  est  repré- 
senté par  une  droite,  et  celui  qui  limite  Phémisphère, 
par  la  circonférence  décrite  sur  cette  droite  comme  dia- 
mètre. Les  autres  demi-méridiens  ont  pour  projections 
des  arcs  de  cercle  divisant  Téquateur  rectiligne  de  la 
carte  en  parties  proportionnelles  aux  différences  de  Ion* 
gitude. 

Les  angles  et  les  distances  sont  conservés  le  long  de 
Téquateur. 

Les  deux  Tableaux  se  rapportent  au  premier  et  au 
dernier  méridien. 

106.  Projection  poljconique  ordinaire  des  Améri- 
cains (Tableaux  XXX).  —  Le  premier  méridien  se  dé- 
veloppe en  vraie  grandeur  suivant  une  droite.  Les  parai- 
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lèlesdela  carte  sont  des  circonférences  avant  leurs  centres 
sur  cette  droite,  et  pour  rayons  les  génératrices  des 
cônes  circonscrits  au  globe  suivant  les  parallèles  eux- 
mêmes.  Sur  ces  circonférences  on  porte  des  longueurs 
égales  aux  arcs  des  parallèles  terrestres,  d^où  résulte  le 
tracé  par  points  des  projections  des  divers  méridiens. 

On  a  partout  k=i.  Dans  la  représentation  d*un 
hémisphère,  le  maximum  de  9  est  7*^56';  il  a  lieu  pour 
/=  4i^4i\  ^  =  90^.  Le  minimum  de  b  est  0,9844)  î^  ^ 
lieu  pour  /  =  47**,  ^  =  90**. 

107,  Projection  de  Loritz  (Tableaux  XXXI).  —  Les 
méridiens  sont  ceux  de  la  projection  d*Apianus,  et  les 
parallèles,  ceux  de  la  projection  orthographique. 

Les  altérations  ont  les  mêmes  valeurs  pour  tous  les 
points  de  Téquaieur. 

108.  Projection  de  iV/V:o/o5/ (Tableaux  XXXII).  — 
Les  méridiens  sont  ceux  de  la  projection  d'Apianus. 
Les  parallèles  sont  aussi  des  circonférences^  ces  der- 
nières passent  par  les  points  qui  divisent  le  premier 
méridien  et  les  deux  demi-méridiens  extrêmes  en  parties 
proportionnelles  aux  différences  de  latitude. 

Soient  Q  la  distance  au  centre  de  la  carte  du  centre  de 
Tune  des  circonférences  qui  forment  le  canevas,  et  R  le 
rayon  de  cette  circonférence,  le  rayon  du  méridien 
extrême  étant  pris  pour  unité  :  nous  donnons  les  va- 
leurs de  Q  et  de  R  pour  les  parallèles  de  5  en  5  degrés  de 
latitude  et  pour  les  méridiens  de  5  en  5  degrés  de  longi- 
tude, les  valeurs  de  B  pour  les  points  d'intersection  de 
ces  méridiens  et  de  ces  parallèles,  enfîn  celles  de  A,  de  A 
et  des  éléments  siot),  a,  &,  S,  (a),  co,  mais  de  1 5  en  1 5  de- 
grés seulement. 

109.  Projection  de  /'Astronomie  populaire  d'Arago 
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(Tableaux  XXXIII  ).  —  Les  méridiens  de  la  carie  sont 
ceux  de  la  projection  de  Moll^cide,  et  les  parallèles, 
ceux  des  caries  plaies  carrées. 

Les  rapporls  de  surfaces  sont  indépendants  des  lon- 
gitudes. 

HO.  Seconde  projection  du  P,  Fournier  (Ta- 
bleaux XXXIV).  —  Les  méridiens  de  la  carie  sont  ceux 
qui  ont  été  adoptés  depuis  par  Mollweide.  Les  parallèles 
sont  les  mêmes  que  dans  la  projection  orthographique. 

Les  rapports  de  surfaces  ne  dépendent  que  de  la  lati- 
tude. 

Les  altérations  ont  les  mêmes  valeurs  pour  tous  les 
points  de  Téquateur. 

m.  Première  projection  du  P.  Fournier  (Ta- 
bleaux XXXV).  —  Le  canevas  est  formé  par  les  méri- 
diens elliptiques  de  la  projection  précédente  et  les  paral- 
lèles de  celle  de  ^iicolosi. 

H2.  Projection  de  Schmidt  (Tableaux  XXXVI).  — 
Les  méridiens  de  la  carte  sont  les  ellipses  des  projections 
du  P.  Fournier.  Pour  tracer  les  parallèles,  on  divise  les 
périmètres  de  ces  ellipses  en  parties  proportionnelles 
aux  diflérences  de  latitude,  et  Ton  joint,  par  un  trait 
continu,  les  points  de  division  correspondants. 

Au  centre  de  la  carte,  il  n*y  a  pas  d'altération. 

H 3.  Projection  poly conique  éguidis tante.  —  Le  pa- 
rallèle moyen  et  les  méridiens  de  la  carte  se  tracent 
comme  dans  la  projection  polyconique  ordinaire.  Sur 
chacun  de  ces  méridiens,  on  prend  ensuite,  à  partir  du 
parallèle  moyen,  des  longueurs  égales  aux  arcs  de  mé- 
ridien du  globe,  ce  qui  permet  de  construire  les  paral- 
lèles par  points. 
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Si  le  pôle  figure  sur  la  carte,  il  y  sera  représenté,  non 
par  un  point,  mais  par  un  arc  de  courbe. 

114.  Projection  de  Guillaume  Postel  sur  un  méri- 
dien (Tableaux  XXXVII) .  —  C'est  la  projection  centrale 
dans  laquelle  les  distances  sphériques  des  petits  cercles 
perpendiculaires  à  la  verticale  se  trouvent  conservées 
sur  la  carte.  On  y  a,  en  chaque  point, 

b  m  i,     S=^  a, 

115.  Projection  gnomonîtjue  méridienne  (Ta- 
bleaux XXXVIII).  —  La  projection  gnomonique  est  la 
perspective  prise  du  centre  de  la  sphère,  de  sorte  que 
tout  grand  cercle  y  est  représenté  par  une  droite. 

116.  Perspective  périmécou/ue  sur  un  méridien  (Ta- 
bleaux XXXIX).  — Nous  avons  trouvé  que  pour  réduire 
à  son  minimum  la  plus  grande  altération  de  longueur 
dans  la  perspective  d'un  hémisphère,  il  faut  placer  le 
point  de  vue  en  dehors  de  l'hémisphère  non  représenté, 
et  à  une  distance  du  centre  égale  au  côté  du  décagone 
régulier  étoile  inscrit  dans  un  grand  cercle. 

117.  Projection  de  La  Hire  sur  un  méridien  (Ta- 
bleaux XL).  —  C'est  une  perspective  dans  laquelle  le 
point  de  vue  se  trouve  en  dehors  de  la  sphère,  et  a  une 
distance  de  la  surface  égale  au  sinus  de  45  degrés. 

118.  Perspective  périhalique  méridienne  (  Ta- 
bleaux XU). —  Nous  avons  trouvé  que,  pour  réduire  à 
son  minimum  la  plus  grande  altération  de  surface  dans 
la  perspective  d'un  hémisphère,  il  faut  placer  le  point 
de  vue  en  dehors  de  l'hémisphère  non  représenté,  et  à 
une  distance  de  la  surface  égale  à  i ,  i48,  l'unité  étant  le 
rayon  terrestre. 
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119.  Projection  orthographique  méridienne  (Ta- 
bleaux XLU).  —  C'est  la  projectioa  orthogonale  ordi- 
naire de  la  Géométrie  descriptive. 

On  a,  en  chaque  point, 

Projections  centrales, 

120.  Projections  de  Lambert,  de  Guillaume  Postel 
et  de  M.  jéi^y  (Tableaux  XLIII).  —  Nous  avons  dit 
que,  pour  étudier  la  déformation  produite  par  les  pro- 
jections centrales,  il  suffit  de  les  considérer  sous  l'aspect 
polaire.  L'une  d'elles  conserve  les  angles  :  c'est  la  pro- 
jection sléréographique;  une  autre  conserve  les  surfaces  : 
c'est  la  projection  de  Lambert.  Les  Tableaux  relatifs  /i 
ces  deux  dernières  figurent  déjà  parmi  ceux  des  projec- 
tions autogonales  ou  parmi  ceux  des  projections  au- 
thaliques;  néanmoins  nous  les  reproduisons  ici  afin  de 
les  rapprocher  de  ceux  des  autres  projections  centrales. 

En  laissant  d'abord  de  côté  les  perspectives,  nous  avons 
à  nous  occuper  de  la  projection  authalique  de  Lambert^ 
de  la  projection  de  Guillaume  Postel  et  de  la  projection 
de  M.  Airy.  Celle-ci  est  la  seule  dont  nous  n'ayons  pas 
encore  donné  la  définition  :  La  circonférence  qui  repré- 
sente leparallèledecolatitude^ya  pourrayon 
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les  logarithmes  étant  ceux  du  système  népérien. 

121 .  Perspectives  (Tableaux  XLIV).  —  Pour  qu'une 
perspective  se  prête  à  la  représentation  d'un  hémisphère 
tout  entier,  sans  qu'il  y  ait  recouvrement,  il  faut  que  le 
point  de  vue  se  trouve  au  delà  du  centre  par  rapport  au 
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pôle  de  cet  héinisplière.  En  ]e  plaçant  au  pôle  opposé, 
on  obtient  la  projection  stéréographique,  qui  conserve  les 
angles.  Si  on  Técarte  de  cette  position,  soit  en  le  rap- 
prochant du  centre,  soit  en  Téloignant  dans  le  sens  op- 
posé, les  altérations  d'angles  deviennent  de  plus  en  plus 
fortes,  tandis  que  les  altérations  de  surfaces  augmentent 
dans  le  premier  cas,  et  diminuent  dans  le  second.  A  Tex- 
ception  de  la  projection  gnomonique,  qui  a  un  but  spécial, 
nous  devions  donc  nous  borner  à  considérer  les  perspec- 
tives dans  lesquelles  le  point  de  vue  se  trouve  sur  le  pro- 
longement du  rayon  mené  au  pôle  de  F  hémisphère  non 
représenté.  Chacune  sera  caractérisée  par  la  distance 
correspondante,  D,  du  centre  au  point  de  vue,  distance 
que  nous  évaluerons  en  prenant  le  rayon  pour  unité. 
Les  perspectives  que  nous  avons  étudiées  sont  les  sui- 
vantes : 

Projection  gnomonique  ;  D  =  o- 

Projection  stéréo  graphique  ;  D  =  i . 

Projection  du  capitaine  Claïke; 

D  =  1  4-;;-  =  1,3666 

3o 

Projection  de  Sir  Henri  James;  D  =  i  H —  =  i ,  5. 

Perspectii^e  qui  correspond  à  D  =  -  =  i  ,57079. . . . 

Première  projection  de  Parent;  D  =  1 ,595. 
Perspective  qui  correspond  à  D  =  1 , 6. 
Perspectisfe  périmécoïque  ,• 

D=i(v/5-f^i)-::zi,6i8o.... 

Projection  de  Lowry  ;  D  =  i  ,69. 

Projection  deLaHire;  D  =  i  -f-  5in45**=  i ,  7071 . . . . 
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Deuxième  projection  de  Partnii 

J)  =:  ^3  -^  i  ,7321.. ., 

Perspectisfe  qui  correspond  à  D  =  a. 
Perspectii^e  qui  correspond  ^  D  =  2,  i. 
Troisième  projection  de  Parent^  D  =  3  »  io5. 
Perspectiv^e  qui  correspond  à 

D  =  2  H ^2  =  2,l4l4***« 

10 

Perspective  périhalique  ;  D  =  2 ,  148. 
Perspectii^e  qui  correspond  à 

D  =  I  4-  v^  =  2,7321.... 

Projection  orthographique  ;  D  =  00  . 

Dans  le  dernier  des  Tableaux  XLIV,  d^  représente  la 
valeur  de  S  pour  laquelle  S  atteint  son  maximum,  et  S,^  la 
valeur  de  ce  maximum. 

La  perspective  périmécoïque  diffère  peu  de  celle  qui 
correspond  à  D  =  i  ,6. 

On  obtiendrait,  sans  erreur  sensible,  la  perspective 
périhalique  en  plaçant  le  point  de  vue  à  une  distance  de 
la  surface  de  la  sphère  égale  au  rayon  augmenté  de  la 
dixième  partie  du  côté  du  carré  inscrit  dans  un  grand 
cercle. 

122.  Les  Tableaux  XLV  donnent,  pour  la  projection 
centrale  authalique  de  Lambert,  pour  la  projection  de 
Guillaume  Postel,  pour  la  projection  stéréographique, 
pour  la  perspective  périmécoïque  et  pour  la  perspective 
périhalique,  les  valeurs  des  éléments  2Ck>,  a,  &,  S,  etc.  •  •  • 
qui  correspondent  à  des  colatitudes  multiples  de  5  degrés. 

433.  Les  groupes  de  Tableaux  I  à  XLV  permettent  d'é- 
tudier les  déformations  produites  par  les  divers  modes  de 
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projection,  de  comparer  ces  modes  de  projection  entre 
eux,  enfin  de  choisir,  saivant  le  but  qu^on  se  propose, 
celui  qu'il  convient  d'adopter  pour  la  représentation  d'an 
hémisphère.  Nous  reviendrons  sur  ce  dernier  point  à  la 
fin  du  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE     IV. 


Résultats  numériques  relatifs  aux  caries  de  portions  du  g^be 
moindres  qu'un  hémisphère.  -^  Choix  d'un  mode  de  projectiOB. 


Résultats  numériques. 

124.  Les  groupes  de  Tableaux  I  à  XLV  sont  à  la  rigueur 
suffisants  pour  l'élude  de  la  déformation  produite  par  l«*s 
divers  modes  de  projection  dans  la  représentation  d'un 
hémisphère,  car  en  général  ils  font  connaître  les  élé* 
mentsde  cette  déformation  pour  i45  points  particuliers. 
S'il  s'agit  d'étudier  un  mode  de  projection  en  vue  de  la 
représentation  d'une  région  de  moindre  étendue,  on  pui- 
sera, dans  les  mêmes  Tableaux,  les  éléments  de  la  défor- 
mation pour  ceux  d'entre  les  i45  points  qui  se  trouveront 
situés  a  rintérieur  de  cette  région,  et  de  cette  manière 
on  se  procurera  encore  des  notions  précises  sur  la 
déformation  produite;  mais  ici  ces  notions  seront  insuf- 
iisanteSi,  parce  qu'elles  se  rapporteront  à  des  points  rela- 
tivement trop  éloignés  les  uns  des  antres  et  trop  éloi- 
gnés aussi  des  limites  de  la  région.  Si  nombreuses 
qu'elles  soient,  les  valeurs  que  nous  avons  données  pré- 
cédemment et  celles  que  nous  leur  ajouterons  bientôt  ne 
le  sont  donc  pas  encore  assez,  et  il  y  aurait  utilité  à  en 
calculer  beaucoup  d'autres.  Le  travail  ne  sera  complet 
qu'autant  que  les  résultats  obtenus  permettront  de  tracer 
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sur  des  caries  à  grande  échelle,  et  pour  chaque  mode  de 
projection,  des  courbes  d'égales  altérations  suffisamment 
rapprochées.  A  la  fin  du  Chapitre,  nous  reviendrons  sur 
la  construction  de  ces  caries  et  Tusage  que  Ton  peut  en 
faire  dans  le  choix  d'un  système  de  projection. 

Nous  avons  dit  que  la  plupart  des  projections  étaient 
susceptibles  d'être  réparties  eu  groupes  dans  lesquels 
elles  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  les  valeurs 
attribuées  à  un  paramètre^  chaque  groupe  comprend 
ainsi  nue  infinité  de  projections,  et  il  serait  impossible 
d'elFectuer  pour  toutes  le  travail  que  nous  avons  indiqué 
tout  à  l'heure;  mais  il  suffira  de  considél'er  un  certain 
nombre  d'entre  elles.  On  a  vu  par  exemple,  dans  le 
groupe  des  perspectives,  qu'il  y  avait  lieu  de  se  borner  a 
celles  pour  lesquelles  la  distance  du  point  de  vue  au 
centre  de  la  sphère  se  trouve  comprise  entre  deux  limites 
assex  voisines,  et  que  les  altérations  ne  variaient  pas 
très  rapidement  avec  cette  distance. 

Dans  chaque  groupe,  il  y  a  surtout  intérêt  a  déter- 
miner les  projections  qui  sontpérigonales,  périmécoïques 
où  périhaliques  pour  les  cartes  de  certaines  portions  du 
globe,  c*est-à-dire  celles  qui  produisent  sur  ces  cartes, 
pour  les  altérations  d'angles,  de  longueurs  ou  de  sur- 
laces, des  maxima  moins  élevés  (|ue  les  autres  projec- 
tions du  même  groupe.  C'est  ce  que  nous  avons  fait 
dans  le  Chapitre  précédent  pour  la  carte  d'un  hémisphère 
et  ce  que  nous  ferons  dans  celui-ci  pour  les  cartes  de 
zones  d'une  moindre  étendue.  Les  solutions  seront 
réunies  en  Tableaux  ainsi  que  les  altérations  maxima 
correspondantes.  D'autres  Tableaux  feront  connaître  les 
valeurs  des  éléments  de  la  déformation,  calculées  de  5 
en  5  degrés,  pour  un  certain  nombre  des  projections  ob- 
tenues. Mous  joindrons  h  ces  renseignements  quelques 
résultats  numériques  relatifs  à  d'autres  projections. 
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125.  Projections  coniques  aulogonales  (Ta- 
bleaux XLYI). — Dans  les  projections  auiogonales  à  mé- 
ridiens rectil ignés  ou  à  méridiens  circulaires,  nous  avons 
désigné  par  n  le  rapport  constant  de  Tanglededeux 
méridiens  de  la  Carte  à  Tangle  correspondant  du  globe 

(n®  75).  Les  valeurs  -»  0,8  et  0,807  attribuées  à  «dé- 
terminent respectivement  trois  projections  coniques  au- 
togonales  qui  sont  périhaliques,  et  par  conséquent  aussi 
périmécoïques,  pour  les  trois  zones  comprises,  la  pre- 
mière entre  Téquateur  et  le  parallèle  de  yS  d^rés  de 
latitude,  la  seconde  entre  les  parallèles  de  40  et  de  65  de- 
grésy  la  troisième  entre  les  parallèles  de  35  et  de  70  de- 
grés. Sur  la  carte  de  cette  dernière  zone,  l'angle  des 
demi-méridiens  extrêmes  est  de  288  degrés  et  le  parallèle 
le  long  duquel  les  altérations  se  trouvent  nulles  a  pourla- 
titude  53^  4S'  to'^^  nous  avons  donné  dans  le  Chapitre  III 
les  nombres  analogues  relatifs  aux  deux  autres  zones. 

126.  Projections  autogonales  à  méridiens  circulaires 
(Tableaux  XLVII).  —  On  a  vu  (n**  76)  que  dans  la  re- 
présentation  d'un  hémisphère  limité  par  un  méridien, 
le  rapport  de  longueurs  et  le  rapport  de  surfaces  aug- 
mentent avec  la  longitude.  La  manière  dont  ils  varient 
avec   la  latitude  sur  le  méridien  rectiligne  de  la  carte 
dépend  de  n  :  pour  les  valeurs  de  n  non  supérieures  à  un. 
a  augmente  de  l'équateur  au  pôle;  pour  les   quatre  va- 
leurs qui  suivent  dans  celles  que  nous  avons  considérées. 
a  augmente  d^abord,  puis  diminue  jusqu'à  zéro;en6n, 
pour  les  six  dernières, a  diminue  constamment  de  Téqua- 
leur  au  pôle.  Si,  dans  la  représentation  de  rhémisphère, 
on    fait  abstraction  des  deux  calottes  sphériques  que 
limitent  les  parallèles  de  yS  degrés  de  latitude,  la  plus 
faible  valeur  de  a  correspondra,  dans  les  huit  dernières 
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projcciions,   h  /  =  j5   degrés,  m  =  05   c'est  pourquoi 
nous  Tavons  prise  comme  unité,  et  nous  avons  reproduit, 
avec  cette  modification,  les  huit  dernières    ligues    des 
Tableaux  VI. 

127.  Projections  cylindriques  authaliques  (Ta- 
bleaux XLVIII).  —  Nous  considérons  celles  de  ces  pro- 
jections qui  sont  périgonales  pour  les  zones  limitées  par 
deux  parallèles  dont  les  latitudes  /',  V  sont  des  mul- 
tiples de  10  degrés  inférieurs  à  4o  degrés.  Nos  Tableaux, 
qui  sont  à  double  entrée,  donnent  les  valeurs  corres- 
pondantes de  n  (n^  81),  de  -9  de  In  latitude  /o  du  paral- 
lèle le  long  duquel  il  n'y  a  pas  d'altération,  ainsi  que 
les  maxima  de  itùy  de  a,  de  (ri)  et  enfin  les  minima  de  h^ 
pour  toute  Tétendue  de  la  carte.  Ainsi  qu'on  pourra  le 
voir  par  les  Tableaux  du  numéro  suivant,  quelques- 
unes  de  ces  projections  sont  moins  avantageuses  que  les 
projections  coniques  authaliques;  il  en  serait  ainsi,  a 
plus  forte  raison,  pour  des  zones  contenant  des  points  si- 
tués à  plus  de  40  degrés  de  l'équateur. 

128.  Projections  coniques  authaliques  (Tableaux 
XLIX).  —  Nous  appelons  d\  0"  les  colatiludes  des 
parallèles  extrêmes  de  la  zone  pour  laquelle  chaque 
projection  est  périgonale;  ^o  est  celle  du  parallèle  le 
long  duquel  ne  se  produit  aucune  altération.  Le  para- 
mètre n  est  égal  à  cos'  —  ;   il  varie  ici  de  i  !Î  -*,  les  va- 

2  2 

leurs  de  -  qui   correspondent   à  des  zones  à  une  seule 

base  sont  les  mêmes  que  celles  de  (a)  dans  la  première 
ligne  ou  dans  la  première  colonne  de  Tavant-dernier  Ta- 
bleau. Le  dernier  Tableau  se  rapporte  a  quelques  zones 
non  comprises  dans  les  Tableaux  précédents. 

jénn.  de  Mathémat.^  3*  S4'>rie,  t.  XIX.  (Suppl.)  2 
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129.  Projections  tronconiques  aiuhaUques.  —  Les 
plus  grandes  altérations  d'angles  et  de  longueurs  senties 
mêmes  dans  la  projection  tronconique  authalique  qui 
est  périgonale  pour  la  zone  comprise  entre  les  deux  pa- 
rallèles de  colalitudes  d',  d"^  et  dans  la  projection  co- 
nique authalique  qui  est  périgonale  pour  la  zone  à  une 
base  limitée  par  le  parallèle  de  colatitude  i" —  <r.  Nous 
renverrons  donc  ici,  pour  les  valeurs  maxima  de  a  et 
de  2  Cl)  aux  Tableaux  qui  ont  été  donnés  à  propos  des  pro- 
jections  coniques  authaliques. 

Dans  la  projection  tronconique  authalique  qui  est  pé- 
rigonale pour  la  zone  comprise  entre  les  parallèles  de 
colatitude  ^,  $^\  le  rapport  a  est  égal  à  Tunité  sur  deux 
parallèles  intermédiaires  dont  nous  désignerons  les  cola- 
tiiudes  par  do  et  $i'^  ce  même  rapport  atteint  sa  plus 
grande  valeur  a^sur  un  parallèle  dont  la  colatitude  d^esi 
intermédiaire  entre  d]  et  do?  et  cette  plus  grande  valeur 
est  précisément  égale  à  celle  que  prend  a  sur  les  deux 
parallèles  extrêmes.  Lorsque  $  augmente  de  S'  à  â^^  a 
diminue  de  a^  à  Tunité;  $  augmentantde  ^o  à  i^y  a  aug- 
mente de  I  à  a^;  ^  augmentant  de  d^h  di^  a  diminue  de 
a^  à  Tunité;  enfin,  d  augmentant  de  di  à  ^\  a  augmente 
de  I  à  a^.  La  plus  grande  altération  d^angle  âci)  varie 
d'ailleurs  danslemêmesens  quea,etson  maximum  ^tù^st^ 
produit  en  même  temps  que  celui  de  a.  Les  colatitudes 
sont  d'ailleurs  comptées  à  partir  de  celui  des  deux  pôles 
pour  lequel  î'  -f-  i"  est  plus  petit  que  tt. 

Le  maximum  a^  est  nécessairement  moins  élevé  ici 
que  dans  la  projection  conique  authalique  qui  serait  pé- 
rigonale pour  la  même  zone,  car,  dans  les  projections 
tronconiques,  on  dispose  de  deux  paramètres,  savoir,  le 
rapport  constant  n  de  l'angle  de  deux  méridiens  de  la 
carte  à  celui  des  méridiens  correspondants  du  globe,  et 
le  rayon  jo  de  la  circonférence  par  un  arc  de  laquelle  le 
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pôle  se  trouve  remplacé  sur  la  carte.  Les  deux  projections 
se  confondent  dans  le  cas  seulement  où  la  zone  que  Ton 
considère  est  à  une  base,  c'est-à-dire  pour  3'  =  o.  Qaand 
o'  et  S"  sont  supplémentaires,  c'est-à-dire  quand  les 
deux  parallèles  extrêmes  sont  égaux,  la  projection  tron- 
conique  se  transforme  en  une  projection  cylindrique  au- 
thalique,  savoir  celle  qui  est  périgonale  pour  la  zone 
comprise  entre  Téquateur  et  Fun  des  deux  parallèles. 
Voici  quelques  exemples. 

Premier  exemple, 

S'    -ï5%  ^«=25«  3' 20",     /?  1^-0, 1736, 

r-—  145»,        ^.  =  73«57'3o%    p  =  2,2054, 
ft.^  —  1 ,538,     oV  =  65«44' 20",  2«.,=  47«3r. 

Deuxième  exemple. 

â'  —  iS",  s.  =  i9«5o'5o'',    fi  =0,6088, 

r  -190»,  S,  =  73°55'3o",     p  =0,3404, 

^/^r:z  1,123,       ^j*  =:  39*53' lo'^,   2w^=t3**l4'. 

Troisième  exemple. 

0"'  =  i5»,  $.  =  i8«  6'3o",     /i  =  0,819?., 

.r'  =  55«,  ^.=46«32'3o^     p  =  o,i5i8, 

//j»  =.  I , o3?. ,     ^jA  =  29**  20'  30*^,  2  «^  --   3"  34' . 

Quatrième  exemple, 

^=55%  J.=    64«5o'o",     //  =  o, 

'r=i25«,         ^,  =  iiS^io'o",      p  =  QO, 

<|j^=f,lo5,        ^;*=^     90**   o'o%  2Wji::n  tl^aS'. 

Comme  les  deux  parallèles  extrêmes  sont  également  dis- 
tants de  Téquateur.  on  a  ici  une  projection  cylindrique. 
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Cinquième  exemple, 

^^'=i5»,  J,=  i9«4'5o",     /i=ro,707i, 

r  =  75«,  ^,=620    i'2o%     p  =  0,8774, 

a^z=:  1,075,      ^j4=35®t5'5o",  awji^iS**  i4'. 

Sixième  exemple, 

S'  =  35°,  S.  =  42»  87'  5o",     /i  =r  o ,  3420, 

^'=io5«»,        ^.  =92*»57'5o',     p=  1,5414, 

Quand  on  fait  abstraction  des  terres  situées  au  delà 
du  75®  degré  de  latitude  nord,  la  première  des  zones 
que  nous  venons  de  prendre  comme  exemples  renferme 
tous  les  continents,  la  deuxième  TAsie,  la  troisième 
TEurope,  la  quatrième  l'Afrique,  la  cinquième  l'Amé- 
rique du  Nord  et  la  sixième  T  Amérique  du  Sud,  les  cola- 
titudes  étant  comptées,  pour|cette  dernière,  à  partir  dn 
pôle  austral.  Mais  il  est  clair  que,  si  Ton  voulait  appli- 
quer les  projections  d'Albers  à  la  représentation  de 
l'Afrique  ou  à  celle  de  Tune  des  deux  Amériques,  ce 
n'est  pas  à  Tun  des  pôles  géographiques  qu'il  faudrait 
placer  le  pôle  de  la  projection;  en  choisissant  conve- 
nablement ce  dernier  point  on  atténuerait  notablement 
les  valeurs  des  plus  grandes  altérations;  seulement  on 
ne  pourrait  les  rendre  que  de  très-peu  inférieures  à  celles 
que  produisent  les  projections  coniques  authaliques, 
ainsi  qu'on  s^en  convaincra  en  examinant  la  forme  de 
chacune  des  trois  portions  de  la  surface  terrestre  dont 
nous  venons  de  parler. 

130.  Projection  dite  de  Bonne  (Tableau  L). 

131.  Projection  polyconique  ordinaire  des  Améri- 
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-^lins.  —  Lorsqu'on  l'applique  à  la  carie  de  France,  en 
»  Tenant  le  méridien  de  Paris  comme  méridien  moyen , 
»n  trouve  que  les  plus  fortes  altérations  se  produisent 
^crs  nie  d'Ouessant  (longitude  7^,5,  latitude  48**, 5). En 
.^c  point  Fangle  le  plus  altéré  l'o6t  de  i3  minutes;  la 
plus  grande  altération  de  longucuryestégaleào,oo38  ou 

-^î  et  Tallération  de  surface  y  est  représentée  par  le 

môme  nombre. 

132.  Perspectives  périmécoïques  pour  diverses  zones 
à  une  seule  base  (Tableau  Ll)  —  Nous  donnons  d'a- 
bord les  distances  D  du  point  de  vue  au  centre  de  la 
sphère  pour  les  calottes  dont  les  rayons  sphériques,  ^, 
sont  des  multiples  de  5  degrés,  jusqu^à  5o  degrés,  puis 
les  éléments  de  la  déformation  pour  les  perspectives  qui 
correspondent  aux  rayons  de  lo,  20,  a5,  3o,  4o  et 
So  degrés. 

133.  Perspectives  périhaliques  pour  les  mêmes  zones 
(Tableaux  LU).  —  Dans  le  premier  Tableau,  $^  repré- 
sente la  dislance  polaire  du  parallèle  sur  lequel  se  pro- 
duit le  maximum  S^  de  S. 

Choix  d^un  mode  de  projection. 

134.  Certaines  caries  construites  en  vue  d'un  but 
spécial  exigent  un  mode  de  projection  déterminé  :  ainsi, 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisiairc  les  cartes 
marines  ne  se  trouvent  remplies  que  dans  le  système  de 
Mercator;  pour  que  les  cartes  de  la  Lune  représentent 
ret  astie  tel  que  nous  le  voyons,  il  faut  les  tracer  à  Taide 
de  la  projection  orthographique;  on  aura  recours  à  la 
projection  gnomonique  si  Ton  veut  transformer  en  lignes 
droites  toutes  les  circonférences  de  grands  cercles.  Dans 


(  S.aa  ) 
ces  divers  cas,  on  n'a  pas  à  se  préoccaper  de  choisir  au 
mode  de  projection  plutôt  qu^un  autre  en  vue  de  dimi- 
miooer  la  déformation. 

La  plupart  du  temps,  an  contraire,  une  carte  géogra- 
phique n*a  d'autre  objet  que  de  représenter  assez  fidèle- 
ment une  portion  de  la  surface  terrestre;  en  adoptant 
un  système  de  projection  conyenable,  ta  peut  alors 
atténuer  les  altérations  dans  ceruines  r^ons  de  la  carte, 
ou  bien  les  atténuer  et  même  les  détruire  sur  certaines 
lignes,  ou  bien  encore  faire  en  sorte  qu'elles  n'atteignent 
nidie  part  des  yaleurs  trop  considérables.  Le  choix  dé- 
pendra de  celles  de  ces  conditions  auxquelles  on  attri- 
buera le  plus  d'imporunce;  il  yariera  nécessairement  avec 
la  forme  et  Fétendue  de  la  contrée  dont  il  s*agit  de 
dresser  la  carte. 


135.  Supposons  qu*on  n^ait  aucune  raison  d'atténi 
la  déformation  en  certains  points  plutôt  que  dans  les 
autres,  mais  que  Ton  se  propose  d'abaisser  la  limite 
supérieure  à  laquelle  elle  peut  atteindre;  supposons 
de  plus  que  la  portion  du  globe  à  représenter  soit  un 
hémisphère  entier.  Les  conditions  ainsi  énoncées  ex- 
cluent tout  d'abord  les  projections  dans  lesquelles  la  cir- 
conférence de  grand  cercle  qui  limite  T hémisphère  ne 
serait  pas  figurée  sur  la  carte  par  la  totalité  d*un  contonr 
fermé;  elles  excluent  entre  autres  les  projections  cylin- 
driques et  coniques,  où  certains  points  trèi^oig;nés  les 
uns  des  autres  sur  la  carte  correspondent  à  des  points 
de  la  surface  terrestre  infiniment  Toisins.  Cependant, 
bien  que  ramenée  à  des  termes  déjà  plus  précis,  la  ques- 
tion en  comprend  encore  plusieurs  autres  :  ou  bien  on 
voudra  consenrer  les  angles  et  réduire  autant  qne  pos- 
sible la  plus  grande  altération  de  surface;  ou  bien  on 
voudra  conserver  les  surfaces  et  réduire  autant  qne  pos- 
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âible  la  plus  grande  altération  d'angle*,  ou  bien  enfin  on 
voudra  réduire  autant  que  possible  la  plus  grande  alté- 
ration de  longueur. 

136.  Des  projections  autogonales  connues,  la  projec- 
tion stéréographique  est  la  seule  dans  laquelle  le  rapport 
de  longueurs,  et  par  conséquent  le  rapport  de  surfaces, 
conservent  partout  des  valeurs  finies;  elle  répond  donc 
seule  à  la  question  dans  le  premier  des  trois  cas  qui 
viennent  d'être  spécifiés. 

137.  Dans  le  second  cas,  il  s'agit  de  projections  autba- 
liques.  Imaginons  que  les  dimensions  du  globe  se  trou- 
vent réduites  de  manière  que  les  aires  mesurées  sur  la 
carte  soient,  non  plus  seulement  proportionnelles,  mais 
égales  à  celles  des  régions  correspondantes,  et  prenons 
alors  le  rayon  terrestre  pour  unité;  l'aire  totale  de  la 
carte  sera  mesurée  par  27r,  et  son  périmètre,  d'après  la 
propriété  que  possède  le  cercle  de  contenir  la  plus  grande 
surface  avec  un  contour  de  longueur  donnée^  sera  au 
moins  égal  à  la  circonférence  du  cercle  dont  l'aire  est 

aTT,  c'est-à-dire  à  stt^.  D'après  nos  conditions,  la  to- 
talité de  la  courbe  qui  forme  ce  périmètre  remplace  sur 
la  carte  une  circonférence  de  grand  cercle  ayant  pour 
longueur  27r;  les  rapports  de  longueurs  suivant  les  direc- 
tions des  éléments  de  celte  courbe  sont  donc  tous  égaux 

à  ^2,  ou  bien  les  uns  sont  plus  petits  et,  par  compensa- 

tion,  les  autres  plus  grands  que  y2;  dans  tous  les  cas,  il 
y  a  des  points  pour  lesquels  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse 

indicatrice  est  au  moins  égal  à  ^,  ce  qui  exige  que  le 
demi-petit  axe  soit  au  plus  égal  à  —=9  et  que  le  rapport 

<Iu  premier  au  second  soit  au  moins  égal   h   2;  pour 
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a  =  i/a  Cl  ft  =  — ziî  ]a  formule 

sinw  = r 


donnerait  d'ailleurs 

sinw  =  ^,     »  =  i9«28'i6",    2»  =  38«56'33^ 

ainsi  le  maximum  de  (a),  c'est-à-dire  le  rapport  de  la 
longueur  la  plus  amplifiée  à  la  longueur  la  plus  réduite 
ne  peut  être  inférieur  à  2,  et  la  plus  grande  altération 
d'angle  ne  peut  être  inférieure  à  38°56'33".  Ces  denx  va- 
leurs sont  précisément  les  plus  grandes  que  fournisse  la 
projection  centrale  de  Lambert,  tandis  que  les  autres 
projections  authaliques  non  exclues  jusqu'ici  en  four- 
nissent de  plus  grandes  encore.  Actuellement,  la  projec- 
tion centrale  de  Lambert  est  donc  la  seule  qui  réponde  à 
la  question,  et  même,  quelles  que  soient  les  projections 
authaliques  que  l'on  vienne  plus  tard  à  imaginer  pour  la 
représentation  d'un  hémisphère,  aucune  n'abaissera  plus 
que  celle-là  les  limites  supérieures  des  altérations,  tant 
({ue  l'on  s'astreindra  à  figurer  par  la  totalité  d'une  courbe 
fermée  la  circonférence  de  grand  cercle  qui  limite  l'hé- 
misphère. 

138.  Celte  dernière  condition  subsiste  encore  dans  le 
troisième  cas  que  nous  avons  à  considérer,  mais  il  n'est 
plus  nécessaire  que  le  mode  de  projection  soil  ni  auto- 
gonal  ni  auihalique. 

Quel  que  soit  ce  mode  de  projection,  il  est  iYnpossible 
que  le  rapport  de  la  longueur  la  plus  amplifiée  ou  la 
moins  réduile  à  la  longueur  la  plus  réduite  ou  la  moins 

amplifiée  soit  plus  pelil  que  -• 

En  elîet,  supposons  que  Ton  ait  diminué  les  dimen- 
sions du  globe  terrestre  jusqu'à  ce  que  son  rayon  soit 
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devenu  égal  à  la  plus  courte  distance  de  la  projection  du 
pôle  de  l'héoii sphère  au  contour  de  la  carte,  et  prenons 
cette  distance  comme  unité.  La  portion  de  droite  sur 
laquelle  on  la  mesure  est  la  projection  d'une  portion  de 
courbe  au  moins  égale  en  longueur  au  quart  d'une  cir- 
conférence de  grand  cercle,  c'est-à-dire  à  -;  le  plus  petit 

rapport  de  longueurs  est  donc  au  plus  égal  à  -•  D'un 

autre  côté,  le  contour  de  la  carte  enveloppe  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  centre  la  projection  du  pôle  de  l'hémi- 
sphère et  pour  rayon  l'unité,  à  moins  qu'il  ne  se  con- 
fonde avec  elle;  sa  longueur  est  donc  au  moins  égale  à 
celle  de  la  circonférence  de  grand  cercle  dont  il  est  la 
projection;  par  conséquent,  le  plus  grand  rapport  de 
longueurs  est  au  moins  égal  à  i.  De  là  il  résulte  que  la 

plus  grande  valeur  de  (a)  est  au  moins  égale  à  -t  ainsi 

que  nous  l'avions  annoncé.  La  projection  de  Guillaume 

Poste]  donne  précisément  -  pour  la  plus  grande  valeur 

de  a  dans  la  représentation  d'un  hémisphère,  et  partout 
b  y  est  égal  à  i,  tandis  que  les  autres  projections  nous 
ont  donné  pour  la  plus  grande  valeur  de  (a)  des  nombres 

plus  grands  que-*  La  projection  de  Guillaume  Postel 

répond  donc  ici  à  la  question,  et  même  il  serait  impos- 
sible d'en  imaginer  une  autre  qui  fournisse  une  valeur 
moindre  pour  la  plus  grande  altération  de  longueur. 

i39.  Il  peut  se  faire  que  l'on  désire  obtenir  une  alté- 
ration d'angle  maxima  plus  petite  que  celle  de  la  pro- 
jection de  Guillaume  Postel  en  même  temps  qu'une 
altération  de  surface  maxima  plus  petite  que  celle  de  la 
projection  stéréographique,  ou  bien  encore  une  altéra- 
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lion  de  surface  maxàna  plus  petite  que  celle  de  U  pro- 
jection de  Guillauine  Postel  en  même  lonps  cp'onc 
altération  d^angle  maxima  pins  petite  qne  celle  de  la 
projection  centrale  de  Lambert.  Les  projections  qni 
remplissent  Fnne  on  l'antre  de  ces  deux  txmditions  sont 
la  projection  de  M.  Airy,  celle  de  Sicolosi  et  toutf«  les 
perspectives  ponr  lesquelles  le  point  de  Tue  se  trouve  en 
driiors  de  la  ^bère  i  une  distance  de  la  surface  moindre 
c[ue  le  rajon.  En  consultant  les  TaUeanx  qui  leur  sont 
relatifs,  on  pourra  trouver,  dans  la  manière  dont  la  dé- 
formation se  répartit  entre  les  diverses  r^ons  de  Thé- 
mispkèreY  des  motifs  d^adopter  une  de  ces  projections 
plutôt  que  les  autres;  mais,  si  Ton  continue  à  considérer 
surtout  les  valeurs  extrêmes  des  altérations,  on  devra 
rejeter  la  projection  de  ^icolosi  ainsi  qu'une  partie  des 
perspectives  comme  donnant  à  la  fois,  pour  les  trois 
sortes  d'altératioBs.  des  mÊOXÙna  plus  élevés  que  d*autres 
profcction».  CdUes  qni  resteront  sont  la  projection  de 
M.  A?rT«  les  perspectives  pour  lesquelles  la  distance  D 
du  point  de  vue  au  centre  est  plus  petite  cjue  i  «  ^96^  et 
celle»  pour  lesquelles  la  même  distance  est  comprise 

etitre  i>3&>  et  —  *ja  entre  c^&iS  et  a.  Ces  conclusions  se 

Ci-oavent  j  asti  liées  pf&r  le  Tableau  suivant  et  par  cette 
cou^ïidéradQa  que,  dans  les  perspectives  pour  lesqudles 
D  e^  compris  entre  i  et  2«i4S«  la  plus  grande  valeur  de 
Paitérattoa  d*ang;le  aa^mente*  et  la  plus  grande  valeur 
J«e  laltécaciott  (ie  sar&ce  diminaie.  à  mesure  que  D  aug- 
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NOMS  DES  paOJBCTIONS. 


Projection  stéréographique . . . . 

Portpeotive  ( D  =  1 1396) 

Projtction  de  M.  Airy 

PerspectiTe  (D  =  i , 36i) 

Perspective  fD=-] 

Projection  de  G.  Postel 

Perspective  (D  =  i  ,646) 

Projection  de  Micolosi 

Perspective  (D  =  a) 

Projection  centrale  de  Lambert 


VALBimS  MAXIMA   DE 


Sm. 


0       t 

0.   o 

14.48 
14.48 

17.36 
35.39 
35.39 

38.16 
32.47 

38.57 
38.57 


{a\. 


3,000 

1,693 
1,735 

1,637 

1,571 
1,646 
1,787 
3,000 
3,000 


S. 


4,000 
3,343 

3,3l3 


3,311 


1,706 

1,571 
1,570 
1.571 
1,135 
1,000 


140.  Ainsi  quW  devait  le  prévoir  par  des  raisons  de 
symétrie,  les  projections  remplissant  les  conditions  que 
nous  nous  étions  imposées  relativement  à  la  déformation 
sont  des  projections  centrales;  elles  remplacent  les  mé- 
ridiens par  des  droites  et  les  parallèles  par  des  circon- 
férences, lorsque  le  pôle  de  l'hémisphère  à  représenter 
se  confond  avec  le  pôle  géographique;  dans  le  cas  con- 
traire, 4ès  deux  mêmes  séries  de  lignes  se  trouvent  fi- 
gurées par  des  circonférences  sur  la  projection  stéréo- 
graphique,  et  sur  les  autres,  par  des  ellipses,  des  courbes 
du  quatrième  degré  ou  des  courbes  transcendantes.  Nous 
avons  indiqué  autrefois  (^)  un  procédé  pour  le  tracé  par 
points  des  méridiens  et  des  parallèles  d'une  projection 
centrale,  le  canevas  de  la  projection  stéréographique  ser- 
vant de  canevas  auxiliaire;  il  serait  plus  commode  et  plus 
exact  de  faire  usage  de  Tables  donnant  les  coordonnées 
rectangulaires  de  chaque  point  de  la  carte  d'après  la 
longitude  et  la  latitude  du  point  correspondant  du  globe  ; 


(*)  Cosmos^  année  i863. 
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\e  calcul  de  ces  Tables  ne  présente  ancnne  dîfficiiltr, 
maïs  il  est  encore  à  faire,  dn  moins  en  grande  partie. 
En  chaqoe  point  d'une  projection  centrale,  on  pent  ob- 
tenir immédiatement  les  directions  des  axes  de  Teilipse 
indicatrice,  poisse  Tun  d'eux  se  trouve  sar  la  droite 
qoi  joint  le  centre  de  la  carte  an  point  considéré;  qnant 
k  lenrs  longnenrs,  elles  ne  dépendent  qnedela  longnenr 
de  cette  droite  et  sont  fournies  par  nos  Tableaux.  Il  est 
donc  facile,  en  partant  des  indications  de  la  carte  et  en 
appliquant  les  propriétés  du  Chapitre  I,  de  rétablir,  soit 
grapliiqucmcnt,  soit  par  le  calcul,  les  directions  telles 
quVlIrs  émanent  du  point  correspondant  du  globe,  ainsi 
nue  1rs  longueurs  des   arcs  très-petits  qui  ont  ce  point 
iMinr  origine.  Qfe  pourra  aussi  tracer  et  déterminer  en 
vraio  grandeur  le  plus  court  chemin   d'nn  point  à  un 
autre,   pourvu  qu^a  la  carte  dont  on  fait  usage  on  en 
joigno  uno  autre  construite  d'après  la  projection  gnomo- 
iiiqut*.  Sur  retl«  dernière,  on  tirera,  entre  les  deux  points, 
vuio  lignn  droite,  que  Ton  décomposera  en  éléments  assez 
hotit^;    Ptii^  l'^ti  mesurera  chaque  élément  sur  Tune  ou 
1  autro  projtHUion  en  tenant  compte  des  altérations  éprou- 
v(W*H«  liU  projection  gnomotiique  exige  quatre  cai^s  pour 
l.i  rrproducliou  de  la  lolalilé  delà  surface  terrestre. 

lit.  Comme  II  y  a  peu  d'intérêt  à  n»présenier  les  ré- 
^\o\\s  polaires  oxac  tomrnt,  il  est  permis  de  faire  abstrac- 
lion  do!(  poinls  qu'elles  renferment  jusqu'à  i5  degrés 
tlu  p«^l<-  P^^  exemple;  au  lieu  d'un  hémisphère  limité 
p.ir  itt^  méridien,  on  aura  à  considérer  une  portion  du 
ulohe  eompriKC  enue  ce  méridien  et  deux  moi ticb  des 
pHirtlh^l'***  <ï<*  ^r>  dej;iVs  de  latitude.  Au  premier  abord, 
\\  mMtthh^  qu'en  reprenant,  dans  ces  conditions,  la  com- 
U|^lf^i«i^n  qui  \ient  d\^iiv  etUn^tuéc,  on  sera  conduit  à 
vIm^^*^^    ''' "^   moiloN   do   projiTlivm  plus  avantageux;  un 
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examen  allentif  de  nos  Tableaux  montre  qu  il  n'en  est  rien. 
En  efTet,  la  projection  stéréographique  méridienne  mo- 
difiée donne  seule  alors  une  altération  d'angle  maxima 
moindre  que  celle  de  la  projection  centrale  de  Lambert, 
en  même  temps  qu*un  rapport  maximum  de  surfaces 
moindre  que  celui  de  la  projection  stéréographique;  mais 
ces  deux  maxima  et  celui  de  (a),  qui  ont  respectivement 
pour  valeurs  16*^19',  2,524  et  2,023,  sont  tous  trois 
plus  élevés  que  ceux  de  la  projection  de  M.  Airy. 

142.  Nous  avons  exclu  tout  d'abord  les  projections 
coniques  parce  que,  sur  ces  projections,  les  deux  rayons 
qui  limitent  le  secteur  de  la  carte  proviennent  en  réalité 
du  dédoublement  d'un  même  quart  de  circonférence  de 
grand  cercle,  comme  si  Ton  avait  ouvert  Thémisphèrc 
suivant  ce  quart  de  circonférence;  mais  Tinconvénient 
occasionné  par  la  séparation  ainsi  produite  se  trouvera 
bien  amoindri  si  elle  se  trouve  eifectuéc  suivant  un  qua- 
drant ne  rencontrant  aucune  terre,  ou  du  moins  ne  ren- 
contrant que  celles  des  zones  glaciales.  Cette  condition 
est  remplie  par  les  deux  quarts  de  méridien  qui  abou- 
tissent au  pôle  antarctique  en  partant  des  deux  points 
diamétralement  opposés  de  l'équateur  dont  les  longitudes 
comptées  à  partir  du  méridien  de  Paris,  Tune  à  Test, 
l'autre  a  l'ouest,  sont  respectivement  de  70  et  de  1 10  de- 
grés; ces  points  sont  d'ailleurs  ceux  que  l'on  place  au 
rentre  sur  les  mappemondes  ordinaires.  L'un  des  deux 
quarts  de  méridien  dont  nous  venons  de  parler  se  dirige 
dans  l'océan  Indien,  et  l'autre  dans  l'océan  Pacifique  ; 
on  effectuera  la  séparation  suivant  le  premier  pour  l'hé- 
niisphère  qui  renferme  l'ancien  continent,  TAustralie  et 
les  ilesde  laSonde;  on  la  fera  suivant  le  second  pour  l'hé- 
misphère occupé  par  le  reste  de  l'Océanie  et  les  deux 
Amériques.  On  pourra  alors  adopter  uu  mode  de  pro- 
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jection  beaucoup  plus  avantageux  que  les  précédenu, 
savoir    la    projection    conique    authaliqne    répondant 

à  71  =  -rr  (Tableau  XII),  laquelle  est  périgonale,  et 

par  conséquent  périmécoïque,  pour  un  hémisphère.  La 
plus  grande  valeur  de  a  ne  sera  plus  que   v^a  on  i ,  189; 

la  plus  petite  valeur  de  i  deviendra    jj=z  ou  o,84iîIi- 

V2 

rapport  de  la  longueur  la  plus  amplifiée  à  la  longueur 
la  plus  réduite  sera  donc  ^2  ou    1  ,4i4*y  enfin    la    plus 

grande  valeur  de  sinot)  se  réduira  à  tang'  ^j  ce  qui  cor- 
respond à  0)  =r  9**53't  2t«)  =  19*45'. 

Dans  ce  mode  de  projection,  la  carie  de  chaque  hé- 
misphère n'occupe  plus  un  cercle  entier,  mais  senlemeni 
un  secteur  de  255  degrés  environ;  les  deux  quarts  d'équa- 
tem*  n'y  sont  pas  dans  le  prolongement  Tun  de  l'autre  et 
font  entre  eux  un  angle  d'un  peu  plus  de  127  degrés; 
mais  à  cela  il  y  a  peu  d'inconvénient,  puisque  le  centre 
de  la  carte,  où  s'effectue  la  brisure,  et  pour  lequel  la  loi 
de  la  déformation  est  ici  en  défaut,  correspond  à  un  point 
assez  éloigné  des  continents. 

Pour  étudier  la  disposition  mutuelle  des  quelques 
petites  îles  qui  ont  été  disjointes,  il  suffirait  de  faire 
tourner,  autour  du  centre,  une  portion  de  la  carte,  sans 
modifier  en  rien  sa  forme,  jusqu'à  ce  que  la  réunion 
se  trouve  effectuée.  Afin  que  l'on  n'ait  pas  à  faire  cette 
rotation,  le  constructeur  de  la  carte  pourra  utiliser  le 
secteur  de  io5  degrés  qui  est  resté  vide  en  y  représentant 
de  nouveau,  mais  cette  fois  réunies,  les  parties  qui  ont 
été  séparées,  ou  bien  encore  en  prolongeant,  de  chaque 
côté,  la  carte  déjà  construite  pour  y  ajouter  celle  d'un 
demi-fuseau  de  60  à  70  degrés,  lequel  figurerait  ainsi 
deux  fois  sur  la  carte  totale. 
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La  projection  dont  nous  nous  occupons  ne  produit 
aucune  déformation  à  65^,5  de  distance  du  point 
central;  de  sorte  qu'il  y  a,  dans  riiëmisphère  oriental, 
un  cercle  traversant  l'Afrique,  l'Europe,  l'Asie  et 
l'Australie,  tout  le  long  duquel  les  altérations  sont 
nulles;  le  cercle  de  l'hémisphère  occidental,  qui  possède 
la  même  propriété,  traverse  les  deux  Amériques.  Ainsi, 
non-seulement  les  altérations  ne  sont  jamais  considérables, 
mais  le  nombre  des  points  importants  où  elles  atteignent 
leurs  plus  grandes  valeurs  est  très-restreint.  On  peut 
d'ailleurs  les  déterminer,  comme  dans  les  projections 
centrales,  à  Faide  de  constructions  géométriques  et  en 
corriger  les  angles  ainsi  que  les  longueurs.  Elles  sont 
les  mêmes  à  des  distances  égales  du  centre.  En  joignant 
au  centre  un  point  quelconque  de  la  carte,  par  une  ligne 
droite,  on  obtient  Tune  des  deux  directions  qui,  partant 
de  ce  point,  se  coupent  à  angle  droit  sur  la  carte  comme 
sur  le  globe;  les  déviations  comptées  à  partir  de  Tune  ou 
l'autre  n'atteignent  jamais  lo  degrés.  C'est  aussi  sur  ces 
deux  directions  que  se  mesurent  la  longueur  la  plus  am* 
pliGée  et  la  longueur  la  plus  réduite,  lesquelles,  dans  les 
cas  les  plus  défavorables,  ne  diflèrent  de  la  longueur 
vraie  que  de  sa  cinquième  partie,  ainsi  que  cela  résulte 
des  nombres  que  nous  avons  donnés  tout  a  l'heure. 

Au  lieu  d'adopter,  pour  /i,  la  valeur  -p  ouo,707,on 

3 
peut  prendre,  en  nombre  rond,  n  =  0,^5=  ^«  ce  qui 

rend  la  construction  plus  commode.  On  augmentera 
ainsi  un  peu  les  altérations  sur  les  bords  de  la  carte, 
mais  on  les  diminuera  vers  le  centre,  c'est-à-dire  dans 
la  région  où,  d'après  le  Tableau  XII,  elles  varient  le  plus 
lentement.  Le  petit  cercle  lieu  des  points  d*altérations 
nulles  n*aura  plus  que  6o  degrés  de  rayon  sphérique  et 
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divisera  les  continents  en  parties  plus  égales.  L'angle  du 
secteur  resté  vide  sera  réduit  à  90  degrés,  et  les  deux 
moitiés  de  Féquaieur  de  la  carte  feront  entre  elles  un 
angle  un  peu  plus  obtus.  On  aura  d'ailleurs,  pour  les 
plus  grandes  valeurs  de  a,  (a)  et  w  :  au  centre  de  la 
carte, 

tf  =  -^=  i,i55,     [a)=z^  =  1,333, 

V3  ^ 

smw=r  -j     »=r8»i3',     aft»  =  i&*26'; 
7 
sur  les  bords, 

/3  3 

a=K/  -  =  1,225,     («)  =  -=!  ,5oo, 

smM=  x>     •»=ii*3a%    2M  =  23®4'- 
5 

143.  La  projection  conique  autogonale  qui  correspond 
à  /i  =  ^  et  la  projection  ironconique  authalique qui  cor- 
respond à  n  =  0,609,  P  =  0,3404  seraient  celles  qu'il 
conviendrait  d'adopter  si  l'on  voulait  représenter  un  hé- 
misphère limité  par  l'équateur,  en  ne  tenant  pas  compte 
des  déformations  produites  au  delà  du  parallèle  de  ^5  de- 
grés de  latitude.  La  première  donnerait  1,2^5  pour  le 
plus  grand  rapport  de  longueurs,  et  i  ,624  pour  le  plus 
grand  rapport  de  surfaces;  la  seconde  donnerait  i3^i4' 
pour  la  plus  grande  altération  d'angle  et  1,1 23  pour  le 
maximum  de  (a).  Les  limites  des  altérations  se  trouve- 
raient ainsi  moindres  que  dans  la  représentation  d'un 
hémisphère  sur  tin  méridien.  Mais  cette  combinaison 
présenterait  le  grave  inconvénient  de  séparer  sur  les 
mappemondes  les  deux  parties  de  l'Afrique,  ainsi  que 
les  deux  parties  de  l'Amérique,  situées  au  nord  et  au  sud 
de  l'équateur. 
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m.  Au  iîeu  d'un  hémisphère  entier,  considérons 
maintenant  une  zone  à  une  base  limitée  par  un  petit 
cercle.  Il  est  clair  que  les  projections  les  plus  avanta- 
geuses se  trouveront  parmi  les  projections  centrales.  La 
projection  stéréograpliique  sera  encore  celle  des  projec- 
tions autogonales  qui  réduira  le  plus  possible  les  plus 
grandes  altérations  de  longueur  et  de  surface^  la  projec- 
tion centrale  de  Lambert  sera  celle  des  projections  au* 
thaliques  qui  réduira  le  plus  possible  les  plus  grandes 
altérations  d*angle  et  de  longueur,  à  moins  que  Ion  ne 
se  décide  à  ouvrir  la  zone  et  à  la  représenter  par  la  pro- 
jection conique  authalique  qui  est  périgonale  pour  cette 
zone^  enûn  la  projection  de  Guillaume  Postel  réduira  à 
son  minimum  la  plus  grande  altération  de  longueur.  A 
ces  projections  on  pourra  joindre  celle  de  M.  Airy  ainsi 
que  des  perspectives,  qui  ne  seront  pas  les  mêmes  que 
celles  auxquelles  nous  avons  été  conduits  lorsqu'il  s'agis- 
sait d'un  hémisphère  entier,  mais  pour  lesquelles  les 
limites  des  distances  du  point  de  vue  au  centre  de  la 
sphère  se  détermineront  d'une  manière  analogue.  Nous 
avons  pris  comme  exemples  les  trois  zones  à  une  base 
dont  les  rayons  sphériques  sont  de  25,  4o  ^^  ^o  degrés; 
on  verra  tout  à  l'heure  pourquoi  ce  sont  celles-là  que 
nous  avons  choisies.  Dans  le  tableau  qui  leur  est  relatif, 
figurent  les  projections  qui  viennent  d'être  citées,  sauf 
celle  de  M.  Airy  et  les  perspectives^  nous  y  avons  fait 
aussi  entrer  les  perspectives  qui  sont  périmécoïques  et 
celles  qui  sont  périhaliques  pour  les  trois  zones;  on 
remarquera  que,  dans  les  premières,  les  altérations 
maxima  diflerent  à  peine  de  celles  de  la  projection  de 
Guillaume  Postel,  et,  dans  les  trois  autres,  de  celles  de  la 
projection  centrale  de  Lambert. 


^nn,  de  àiathèmai.,  a*  usrit,  t.  XIX.  (Suppl.) 
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L'Europe,  moins  une  partie  du  Spitzberg  et  de  la  Nou* 
velle-Zemble,  est  comprise  à  Tintérieur  d^une  calotte 
sphérîquo  ayant  son  pôle  aux  environs  de  Plock  en  Po- 
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)ogne,  et  dont  le  rayon  est  de  a5  degrés;  les  nombres  des 
trois  premières  colonnes  lui  sont  donc  applicables.  La 
même  pariie  du  monde  est  aussi  comprise  dans  la  zone 
limitée  par  les  parallèles  de  35  degrés  et  de  ^5  degrés 
de  latitude,  ce  qui  permet  d'en  construire  la  carte  à 
Taide  de  la  projection  conique  autogonale  qui  est  pé- 
rihalique  pour  cette  zone,  ou  encore  à  Taide  de  la  pro- 
jection tronconique  authalique  qui  est  périgonale  pour 
ladite  zone;  mais  ces  deux  projections  conduisent  à 
des  altérations  maxima  respectivement  plus  fortes  que 
celles  de  la  projection  stéréographique  et  que  celles 
de  la  projection  conique  authalique  qui  figure  dans  le 
Tableau. 

Le  rayon  sphérique  de  la  calotte  la  moins  étendue  qui 
contienne  TAsie  est  de  5o  degrés;  les  nombres  des  trois 
dernières  colonnes  font  donc  connaître  les  plus  grandes 
altérations  produites  sur  la  carte  de  cette  partie  du 
monde  par  les  six  projections. 

Pour  l'Afrique  et  pour  TAmérique  septentrionale, 
c'est  aux  quatrième ,  cinquième  et  sixième  colonnes 
qu'il  faut  se  reporter,  car  les  deux  calottes  sphériques 
correspondantes  ont  l'une  et  l'autre  4o  degrés  de 
rayon. 

Pour  l'Amérique  du  Sud,  le  rayon  de  la  calotte  est  de 
33  degrés,  ce  qui  conduit  à  des  altérations  intermédiaires 
entre  celles  des  trois  premières  colonnes  et  celles  des 
trois  suivantes;  avec  la  projection  stéréographique,  par 
exemple,  le  plus  grand  rapport  de  longueurs  est  1,088, 
et  le  plus  grand  rapport  de  surfaces  i ,  i83. 

Appliquées  à  la  carte  d'Afrique  et  à  celle  de  l'Amé- 
rique du  Sud,  les  projections  coniques  authaliques  péri- 
gonales  ne  présenteraient  pas,  comme  sur  celles  d'Europe 
et  d'Asie,  l'inconvénient  de  disjoindre  des  points  qui  se 
touchent  sur  la  surface  terrestre,  et  produiraient  des 
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altérations  moindres  que  celles  de  la  projection  centrale 
de  Lambert.  Pour  l'Afrique,  on  placerait  près  de  la  côte 
du  Gabon  le  pôle  de  la  calotte  sphérîque,  dont  on  porte* 
rait  le  rayon  à  4^  ou  43  degrés,  et  Ton  effectuerait  la 
séparation  suivant  Tare  d^équateur  qui  se  dirige  dans 
l'océan  Atlantique.  Pour  l'Amérique  méridionale,  on 
donnerait  87  degrés  de  rayon  à  la  calotte  sphérique,  et 
Ton  séparerait  suivant  un  arc  de  grand  cercle  dirigé  dans 
l'océan  Pacifique.  On  pourrait  même  diminuer  encore 
les  altérations,  mais  celte  fois  de  quantités  assez  faibles, 
en  substituant  les  projections  tronconiques  aux  projec- 
lions  coniques. 

La  projection  de  Bonne  serait  beaucoup  moins  avan- 
tageuse que  celles  du  Tableau  précédent  pour  les  cartes 
des  mêmes  régions.  On  peut  s'en  convaincre  par  un  coup 
d'œil  jeté  sur  les  nombres  ci -dessous,  que  nous  avons 
cependant  déterminés  en  adoptant  les  méridiens  et  les 
parallèles  moyens  les  plus  favorables. 


Projection  de  Bonne. 


RÉGIONS. 


Europe 

Asie 

Afrique 

Amérique  du  Nord 
Amérique  du  Sud. . 


HAUMA   DE 

a*». 

(a). 

S. 

0     , 

6,23 

1,118 

1,000 

26,10 

1,585 

I|000 

12,38 

I,24'f 

1,000 

22,34 

1,487 

1,000 

8,16 

i,i55 

1,000 

145.  Les  projections  que  nous  avons  considérées  dans 
le  numéro  précédent  ne  sont  pas  celles  qui  abaissent  le 
plus  possible  les  limites  des  altérations  sur  les  cartes 
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d'Europe,  d'Asie,  d'Afrique,  etc.,  parce  que  ces  régions 
sont  loin  d'occuper  entièrement  les  plus  petites  zones  à 
une  base  qui  les  contiennent.  Si  Ton  veut  trouver,  pour 
chacune  de  ces  cartes  ou  pour  celle  d^un  pays  quelconque, 
les  systèmes  qui  remplissent  les  conditions  énoncées,  il 
faudra  avoir  recours  au  procédé  que  nous  allons  expliquer 
maintenant. 

Il  n'est  pas  de  mode  de  projection  pour  lequel  on  ne 
puisse  dessiner  sur  le  globe  le  contour  d'une  région  à 
la  représentation  de  laquelle  il  s'adapterait  mieux  que 
tous  les  autres;  aucun  de  ceux  qui  ont  été  proposés  jus- 
qu'à présent  ne  doit  donc  être  exclu  a  priori;  seulement 
beaucoup  pourront  l'être  à  la  suite  d\in  examen  rapide 
dans  lequel  on  aura  eu  égard,  en  consultant  nos  Ta- 
bleaux, à  la  forme  et  à  l'étendue  de  la  contrée  dont  il 
s'agit  de  construire  la  carte.  Dans  cet  examen  préalable 
et  dans  la  comparaison  que  l'on  devra  eilectuer  ensuite 
entre  les  systèmes  non  rejetés,  on  ne  devra  pas  perdre  de 
vue  la  remarque  suivante. 

Chaque  système  de  projection  est  susceptible  d'en  en- 
gendrer une  înGnité  d'autres,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en 
rendre  compte  par  un  exemple.  Considérons  la  projection 
de  Lagrange,  qui  conserve  les  angles,  et  qui  jouit  de  la 
propriété  qu'à  partir  d'un  certain  point  de  Téqua- 
teur  les  altérations  y  varient  moins  rapidement,  sur 
cette  ligne  et  sur  le  méridien,  que  dans  les  autres  pro- 
jections autogonales  à  méridiens  circulaires.  Il  est  facile 
d'imaginer  un  autre  système  remplissant  des  conditions 
analogues  et  possédant  la  même  propriété  par  rapport  à 
un  autre  point  de  la  sphère  et  à  deux  grands  cercles  quel- 
conques se  coupant  à  angle  droit;  le  pôle  de  l'un  de  ces 
deux  grands  cercles  remplacera  ici  le  pôle  géographique, 
et  les  formules  qui  donnaient,  dans  le  premier  cas,  les 
coordonnées  des  divers  points  de  la  carte  s^appliqueront 
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aussi  au  second,  pourvu  qu'on  y  remplace  la  longitude 
et  la  latitude  par  deux  nouvelles  variables  qui  en  seront 
des  fonctions  connues.  En  déplaçant  les  deux  grands 
cercles,  on  obtiendra  une  inanité  de  modes  de  projec* 
tion  fournissant  des  valeurs  différentes,  pour  les  li- 
mites des  altérations,  dans  la  représentation  d'une  seule 
et  même  contrée.  Comme  autre  exemple,  on  peut  citer 
la  projection  stéréographique,  qui,  suivant  qu*on  l'ef- 
fectue sur  l'horizon  d'un  lieu  ou  sur  celui  d'un  autre 
lieu,  donne  à  la  carte  d'un  même  pays  des  aspects  diffé- 
rents. 

Nous  avons  déjà  parlé  de  cartes  sur  lesquelles  seraient 
tracées,  pour  les  divers  systèmes  de  projection,  des 
courbes  suffisamment  rapprochées  d'égales  altérations  ou 
de  maxima  égaux  d'altérations.  Pour  les  projections  au- 
togonales,  chaque  courbe  serait  le  lieu  des  points  ou 
le  rapport  de  surfaces  prend  une  valeur  donnée;  pour 
les  projections  authaliques,  ce  serait  le  lieu  des  points 
où  la  plus  grande  altération  d'angle  atteint  une  limite 
donnée;  pour  chaque  projection  aphylactique,  il  serait 
utile  qu'il  y  eût  quatre  séries  de  courbes,  dont  deux  se 
rapporteraient  aux  éléments  qui  viennent  d'être  men- 
tionnés, et  les  deux  autres  aux  axes  de  l'ellipse  indica- 
trice. Les  cartes  pourraient  être  construites  d'après  la 
projection  centrale  de  Lambert  ;  quant  aux  courbes,  on 
les  tracerait,  en  partant  de  leurs  équations,  qu'il  est  facile 
de  former,  ou  mieux  en  renversant  la  question  et  calculant, 
pour  beaucoup  plus  de  points  que  nous  n'avons  pu  le 
faire,  les  éléments  de  la  déformation. 

L'emploi  de  ces  cartes  conduirait,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, à  la  solution  du  problème  qui  nous  occupe,  et 
l'on  comprend  qu'il  suffit  d'en  avoir  une  seule  pour  tous 
les  systèmes  de  projection  qui  se  déduisent  les  uns  des 
autres  par  le  mode  de  génération  qui  a  été  expliqué  tout 
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a  rheure.  Imaginons  en  effet  une  carte  auxiliaire  de  la 
contrée  tracée  aussi  d'après  la  projection  centrale  de 
Lambert,  et  plaçons-la,  par  exemple,  sur  la  feuille  où 
sont  dessinées  les  courbes  d'égales  altérations  de  la  pro- 
jection de  Lagrange;  en  la  faisant  glisser  et  tourner  sur 
cette  feuille,  on  arrivera  à  lui  donner  une  position  dans 
laquelle  le  maximum  d'altération  indiqué  sera  moindre 
que  dans  toute  autre.  On  relèvera  alors,  sur  la  carte  mo- 
bile, la  longitude  et  la  latitude  du  point  d'intersection 
des  deux  droites  de  la  carte  fixe  qui  représentent  Téqua- 
teur  et  le  méridien  moyen  de  cette  dernière  ;  on  mesurera 
aussi  l'azimut  de  Tune  de  ces  droites  par  rapport  au 
méridien  de  la  carte  mobile,  et  on  le  corrigera  de  la 
déviation  occasionnée  par  la  projection  de  Lambert.  On 
obtiendra  ainsi  les  cléments  propres  à  caractériser 
celui  des  systèmes  dérivés  de  la  projection  de  Lagrange 
qui  atténue  le  plus  le  maximum  d'altération  dans  la 
représentation  de  la  contrée  donnée.  On  opérera  de 
même  pour  les  autres  projections  autogonales,  et  l'on 
arrivera  ainsi  à  connaître  celle  qui  correspond  à  la  plus 
petite  valeur  du  maximum  de  l'altération  de  surface, 
et  par  conséquent  aussi  du  maximum  de  l'altération  de 
longueur. 

Un  procédé  analogue  appliqué  aux  projections  autha- 
liques  donnera  celle  qui  correspond  aux  plus  petites 
valeurs  des  maxima  des  altérations  d'angles  et  de  lon- 
gueurs. On  l'appliquera  aussi  aux  projections  aphylac- 
tiques,  afin  de  reconnaître  celles  qui  produisent  en  même 
temps  un  maximum  d'altération  d'angle  et  un  maximum 
d'altération  de  surface  respectivement  moindre  que  les 
plus  faibles  qui  aient  été  obtenus  par  les  projections  au- 
ihaliques  et  par  les  projections  autogonales.  On  détermi- 
nera en  particulier  la  projection  aphylactique  qui  réduit 
le  plus  possible  la  plus  grande  altération  de  longueur; 


; 
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ici,  les  recherches  s^efTectueront  à  l'aide  des  courbes  re- 
latives aux  axes  des  ellipses  indicatrices,  et  il  pourra  y 
avoir  quelque  tâtonnement  provenant  de  ce  que  rélément 
à  considérer  est  le  rapport  de  la  plus  forte  valeur  du 
grand  axe,  pour  toute  l'étendue  de  la  carte,  a  la  plus  faible 
valeur  du  petit  axe,  lorsque  la  moitié  de  cette  dernière 
est  différente  de  Tunité. 
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